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译 者 序 





20 世纪 60 年 代 初 ,美国 一 些 理工 科大 学 鉴于 当时 的 大 学 基础 物理 教学 与 现代 科学 技术 
的 发 展 不 相 适 应 ,纷纷 试行 教学 改革 , 加利福尼亚 理 工学 院 就 是 其 中 之 一 。 该 校 于 1961 年 9 
月 至 1963 年 5 月 特 请 著名 物理 学 家 费 恩 曼 主讲 一 二 年 级 的 基础 物理 课 , 事 后 又 根据 讲课 录音 
编辑 出 版 了 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》。 本 讲义 共 分 3 卷 ,第 1 卷 包括 力学 相对 论 ,光学 、 气 体 分 子 
运动 论 , 热 力学 、 波 等 ,第 2 卷 主 要 是 电磁 学 ,此 外 还 有 弹性 流体 的 流动 及 弯曲 空间 等 内 容 , 第 
3 卷 是 量子 力学 。 全 书 内 容 十 分 丰富 ,在 深度 和 广度 上 都 超过 了 传统 的 普通 物理 教材 。 

当时 美国 大 学 物理 教学 改革 试图 解决 的 一 个 主要 问题 是 ,基础 物理 教学 应 尽 可 能 反映 
近代 物理 的 巨大 成 就 。《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》 在 基础 物理 的 水 平 上 对 20 世纪 物理 学 的 两 大 
重要 成 就 一 一 相对 论 和 量子 力学 一 一 作 了 系统 的 介绍 ,对 于 量子 力学 , 费 恩 曼 教授 还 特地 准 
备 了 一 套 适 合 大 学 二 年 级 水 平 的 讲法 。 教 学 改革 试图 解决 的 另 一 个 问题 是 按照 当前 物理 学 
工作 者 在 各 个 前 沿 研究 领域 所 使 用 的 方式 来 介绍 物理 学 的 内 容 。 在 《 费 思 曼 物理 学 讲义 ) 一 
书 中 对 一 些 问题 的 分 析 和 处 理 方法 ,反映 了 费 恩 曼 自己 以 及 其 他 在 前 沿 研究 领域 工作 的 物 
理学 家 所 通常 采用 的 分 析 和 处 理 方法 。 全 书 对 基本 概念 ,定理 和 定律 的 讲解 不 仅 生动 清晰 、 
通俗 易 懂 , 而 且 特 别 注重 从 物理 上 做 出 深刻 的 氢 述 。 为 了 扩大 学 生 的 知识 面 , 全 书 还 列举 了 
许多 基本 物理 原理 在 各 个 方面 (诸如 天 体 物理 、 地 球 物理 ,生物 物理 等 ) 的 应 用 ,以 及 物理 学 
的 一 些 最 新 成 就 。 由 于 全 书 是 根据 课堂 讲授 的 录音 整理 编辑 的 , 它 在 一 定 程度 上 保留 了 费 
恩 曼 讲课 的 生动 活泼 ,引人入胜 的 独特 风格 。 

《 费 恩 曼 物 理学 讲义 》 从 普通 物理 水 平 出 发 ,注重 物理 分 析 ,深入 浅 出 ,避免 运用 高 深 繁 
琐 的 数学 方程 ,因此 具有 高 中 以 上 物理 水 平和 初等 微 积 分 知识 的 读者 阅读 起 来 不 会 感到 十 
分 困难 。 至 于 大 学 物理 系 的 师 生 和 物理 工作 者 更 能 从 此 书 中 获得 教 益 。 为 此 我 们 特 将 此 书 
译 成 中 文 ,以 给 读者 。 

原 书 第 一 版 发 行 后 , 深 受 广大 读者 欢迎 。1989 年 ,为 了 纪念 费 思 曼 教授 逝世 一 周年 ,编者 
重新 出 版 了 本 书 , 并 加 了 新 的 序言 及 介绍 费 恩 曼 生 平 的 短文 。 本 卷 在 课程 内 容 上 则 增加 了 弯 
曲 空间 一 章 , 使 得 ( 费 恩 曼 物理 学 讲义 ) 这 套 书 的 内 容 更 为 完整 。2010 年 ,编者 根据 五 十 多 年 来 
世界 各 国 在 阅读 和 使 用 本 书 过 程 中 提出 的 意见 ,对 全 书 (三 卷 ) 存 在 的 错误 和 不 当 之 处 (885 处 ) 
进行 了 订正 ,并 使 用 新 的 电子 版 语言 和 现代 作 图 软件 对 全 书 语言 文字 、 符 号 .方程 及 插图 进行 
重新 编辑 出 版 , 称 为 新 干 年 版 。 本 书 就 是 根据 新 干 年 版 翻译 的 。 

本 书 中 的 费 恩 曼 自序 由 郑 永 令 在 吴 子 仪 译 稿 的 基础 上 重 译 ,前 言 由 李 洪 芳 翻 译 , 潘 笃 武 
校 阅 ,关于 费 轧 曼 和 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》 另 序 以 及 新 千年 版 序言 由 潘 笃 武 翻译 。 本 卷 正 文 
由 李 洪 芳 、 钟 万 甘 在 王子 辅 译 稿 的 基础 上 重新 翻译 ,第 42 章 由 郑 永 令 校 阅 。 由 于 译 者 水 平 
所 限 ,错误 在 所 难免 ,欢迎 广大 读者 批评 指正 。 



































译 者 
2012 年 11 月 








理 查 德 ， 费 恩 曼 (R. P. Feynman)1918 年 生 于 纽约 市 ,1942 年 在 普林斯顿 大 学 获得 博 
士 学 位 。 第 二 次 世界 大 战 期 间 , 尽 管 当时 他 还 很 年 轻 ,就 已 经 在 洛斯 阿拉 莫 斯 的 曼哈顿 计划 
中 发 挥 了 重要 作用 。 以 后 ,他 在 康 奈 尔 大 学 和 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 任教 。1965 年 , 因 在 量 
子 电 动力 学 方面 的 工作 和 朝 永 振 一 郎 及 施 温 格 尔 (J. Schwinger) 同 获 诺 贝尔 物理 学 奖 。 

费 恩 曼 博士 获得 诺 贝尔 奖 是 由 于 成 功 地 解决 了 量子 电动 力学 的 理论 问题 。 他 也 创立 了 
说 明 液 氮 中 超 流动 性 现象 的 数学 理论 。 此 后 ,他 和 盖 尔 曼 (M. Gell-Mann) 一 起 在 B 衰变 等 
弱 相 互 作用 领域 内 做 出 了 奠基 性 的 工作 。 在 以 后 的 几 年 里 ,他 在 硅 克 理论 的 发 展 中 起 了 关 
键 性 的 作用 ,提出 了 高 能 质子 碰撞 过 程 的 部 分 子 模型 。 

除了 这 些 成 就 之 外 , 费 思 曼 博士 将 新 的 基本 计算 技术 及 记号 法 引进 物理 学 ,首先 是 无 处 
不 在 的 费 因 曼 图 ,在 近代 科学 历史 中 , 它 比 任何 其 他 数学 形式 描述 都 更 大 地 改变 了 对 基本 物 
理 过 程 形成 概念 及 进行 计算 的 方法 。 

费 恩 曼 是 一 位 卓越 的 教育 家 。 在 他 获得 的 所 有 奖项 中 ,他 对 1972 年 获得 的 奥 斯 特 教学 
奖章 特别 感到 自豪 。 在 1963 年 第 一 次 出 版 的 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》 被 (科学 美国 人 ?杂志 的 
一 位 评论 员 描写 为 “ 难 哨 的 但 却 富 于 营养 并 且 津 津 有 味 。25 年 后 它 仍 是 教师 和 最 优秀 的 初 
学 学 生 的 指导 书 "。 为 了 使 外 行 的 公众 增加 对 物理 学 的 了 解 , 费 恩 曼 博士 写 了 《物理 定律 和 
量子 电动 力学 的 性 质 : 光 和 物质 的 奇特 理论 )。 他 还 是 许多 高 级 出 版 物 的 作者 ,这 些 都 成 为 
研究 人 员 和 学 生 的 经 典 参 考 书 和 教科 书 。 

费 恩 曼 是 一 个 活跃 的 公众 人 物 。 他 在 挑战 者 号 调查 委员 会 里 的 工作 是 众所周知 的 , 特 
别 是 他 的 著名 的 O 型 环 对 寒冷 的 敏感 性 的 演示 ,这 是 一 个 优美 的 实验 ,除了 一 杯 冰 水 和 C 
形 钳 以 外 其 他 什么 也 不 需要 。 费 恩 曼 博士 1960 年 在 加 利 福 尼 亚 州 课程 促进 会 中 的 工作 却 
很 少 人 知道 ,他 在 会 上 指责 教科 书 的 平庸 。 

仅仅 罗列 费 思 曼 的 科学 和 教育 成 就 还 没有 充分 抓 住 这 个 人 物 的 本 质 。 即 使 是 他 的 最 最 
技术 性 的 出 版 物 的 读者 都 知道 , 费 恩 曼 活 跃 的 多 面 的 人 格 在 他 所 有 的 工作 中 都 闪闪 发 光 。 
除了 作为 物理 学 家 ,在 各 种 不 同 的 时 候 :他 是 无 线 电 修理 工 ,是 锁具 收藏 家 、 艺 术 家 、 有 舞蹈 家 、 
邦 戈 (bongo) 鼓 手 ,以 至 玛雅 象形 文字 的 破译 者 。 他 的 世界 是 永远 的 好 奇 ,他 是 一 个 典型 的 
经 验 主义 者 。 

费 恩 曼 于 1988 年 2 月 15 日 在 洛杉矶 逝世 。 


新 千年 版 前 言 








自理 查 德 * 费 恩 曼 在 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 讲授 物理 学 导论 课程 以 来 ,已 经 过 去 快 50 年 
了 。 这 次 讲课 产生 了 这 三 卷 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》。 在 这 50 年 中 ,我 们 对 物理 世界 的 认识 已 
经 大 大 改变 了 ,但 是 ( 费 恩 曼 物理 学 讲义 ) 的 价值 仍旧 存在 。 由 于 费 恩 曼 对 物理 学 独到 的 领 
悟 和 教学 方法 , 费 恩 曼 的 讲义 今天 仍 像 第 一 次 出 版 时 那样 具有 权威 性 。 这 些 教 本 已 在 全 世 
界 范围 内 被 初学 者 ,也 被 成 熟 的 物理 学 家 研读 ;它们 已 被 翻译 成 至 少 12 种 语言 ,仅仅 英语 的 
印刷 就 有 150 万 册 以 上 。 或 许 至 今 为 止 还 没有 其 他 物理 学 书籍 有 这 样 广泛 的 影响 。 

新 千年 版 迎 来 了 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 (FLP)) 的 新 时 代 :21 世纪 的 电子 出 版 物 时 代 。 
FLP 改变 为 eFLP ,本 文 和 方程 式 用 :TEX 电子 排 字 语 言 表示 ,所 有 的 插图 用 现代 绘图 软件 
重 画 。 

这 一 版 的 印刷 本 的 效果 并 没有 什么 特别 之 处 , 它 看 上 去 几乎 完全 和 学 物理 的 学 生 都 已 
熟悉 并 热爱 的 最 初 的 红色 书 一 样 。 主 要 的 差别 在 于 扩大 并 改进 了 的 案 引 ,以 前 的 版 本 第 一 
次 印刷 以 来 的 50 年 内 读者 们 发 现 的 885 篇 错误 的 改正 ,以 及 改正 未 来 的 读者 可 能 发 现 的 错 
误 的 便利 。 关 于 这 一 点 我 以 后 还 要 谈 到 。 

这 一 版 的 电子 书 版 本 以 及 加 强 电子 版 不 同 于 20 世纪 的 大 多 数 技术 书籍 的 电子 书 , 如 果 
把 这 种 书籍 的 方程 式 、 插 图 \ 有 时 甚至 包括 课文 ,放大 以 后 都 成 为 多 个 像素 。 新 千年 版 的 
LIATEX 稿 本 有 可 能 得 到 最 高 质量 的 电子 书 , 书 页 上 的 所 有 的 面貌 特征 (除了 照片 ) 都 可 以 无 限 
制 地 放大 而 始终 保持 其 精确 的 形状 和 细 锐 度 。 带 有 费 恩 曼 原初 讲课 的 声音 和 黑板 照相 、 还 
带 有 和 其 他 资源 的 联接 的 加 强 电 子 版 是 新 事物 ,( 假 如 费 恩 曼 还 在 世 的 话 ) 这 一 定 会 使 他 极 
其 高 兴 。* 














费 恩 曼 讲义 的 回忆 


这 三 卷 书 是 一 套 完备 的 教科 书 。 它 们 也 是 费 恩 曼 在 1961 一 1964 年 给 本 科 生 上 物理 学 
课 的 历史 记录 ,这 是 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 的 一 年 级 和 二 年 级 学 生 , 无 论 他 们 主 修 什么 课程 ， 
都 必须 上 的 一 门 课 。 

读者 们 可 能 和 我 一 样 很 想 知道 , 费 恩 曼 的 讲课 对 听课 的 学 生 的 影响 如 何 。 费 恩 曼 在 这 
几 本 书 的 前 言 中 提供 了 多 少 有 些 负面 的 看 法 。 他 写 道 :我 不 认为 我 对 学 生 做 得 很 好 "。 马 
修 ， 桑 兹 在 他 的 《 费 思 曼 物理 学 指导 手册 》 的 回忆 文章 中 给 出 了 完全 正面 的 观点 。 出 于 好 


* 原文 “What would have given Feynman great pleasure" 是 虚拟 式 的 句子 ,中 文 没有 相当 于 英语 虚拟 
式 的 句法 ,所 以 加 上 括号 内 的 句子 。 译 者 注 
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费 因 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) ~ 


奇 ,2005 年 春天 ,我 和 从 费 恩 曼 1961 一 1964 班级 (大 约 150 个 学 生 ) 中 半 随 机 地 挑选 一 组 17 
位 学 生 通 过 电子 邮件 或 面谈 联系 一 一 这 些 学 生 中 有 些 在 课堂 上 有 很 大 的 困难 ,而 有 一 些 很 
容易 掌握 课程 ;他 们 主 修 生物 学 ,化 学 ,工程 ,地 理学 ,数学 及 天 文学 ,还 包括 物理 学 。 

经 过 了 这 些 年 ,可 能 已 经 在 他 们 的 记忆 中 抹 上 了 欣 快 的 色彩 ,但 大 约 有 80% 回 忆 起 费 
思 曼 的 讲课 觉得 是 他 们 大 学 时 光 中 精彩 的 事件 。“ 就 像 上 教堂 。" 听 课 是 “一 个 变形 改造 的 经 
历 ",“ 一 生 的 重要 阅历 ,或 许 是 我 从 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 得 到 的 最 重要 的 东西 。“ 我 是 一 个 
主 修 生物 学 的 学 生 , 但 费 思 曼 的 讲课 在 我 的 本 科 生 经 历 中 就 像 在 最 高 点 一 样 突出 …… 虽 然 
我 必须 承认 当时 我 不 会 做 家 庭 作 业 并 且 总 是 交 不 出 作业 。”“ 我 当时 是 课堂 上 最 没有 希望 的 
学 生 之 一 ,但 我 从 不 缺 一 堂 课 …… 我 记得 并 仍旧 感觉 到 费 思 曼 对 于 发 现 的 快乐 …… 他 的 讲 
课 具有 一 种 …… 感 情 上 的 冲击 效果 ,这 在 印刷 的 讲义 中 可 能 失去 了 。” 

相反 ,好 些 学 生 , 主 要 由 于 以 下 两 方面 问题 ,而 具有 负面 的 记忆 。( | )“ 你 无 法 通过 上 课 
学 会 做 家 庭 作业 。 费 思 曼 太 灵 活 了 一 一 他 熟知 解 题 技巧 和 可 以 作 哪 些 近似 ,他 还 具有 基于 
经 验 和 天 赋 的 直觉 ,这 是 初学 的 学 生 所 不 具备 的 。" 费 恩 曼 和 同事 们 在 讲课 过 程 中 知道 这 一 
缺陷 ,做 了 一 些 工作 ,部 分 材料 已 编 入 《 费 思 曼 物理 学 指导 手册 》: 费 思 曼 的 三 次 习题 课 以 及 
罗伯特 莱 顿 和 罗 各 斯 ， 沃 格 特 (Rochus Vogt) 选 编 的 一 组 习题 和 答案 。( ii ) 由 于 不 知道 
下 一 节 课 可 能 会 讨论 什么 内 容 产生 一 种 不 安全 感 ,缺少 与 讲课 内 容 有 任何 关系 的 教科 书 或 
参考 书 , 其 结果 是 我 们 无 法 预习 ,这 是 十 分 令 人 丧气 的 …… 我 发 现在 课堂 上 的 演讲 是 令 人 激动 
但 却 是 很 难 懂 ,但 ( 当 我 重建 这 些 细节 的 时 候 发 现 ) 它 们 只 是 外 表 上 像 梵 文 一 样 难 懂 。 当 然 , 有 
了 这 三 本 《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》, 这 些 问题 已 经 得 到 了 解决 。 从 那 以 后 的 许多 年 ,它们 就 成 了 加 
州 理 工学 院 学 生 学 习 的 教科 书 , 直 到 今天 它们 作为 费 恩 曼 的 伟大 遗产 还 保持 着 活力 。 


改 错 的 历史 


《 费 恩 曼 物 理学 讲义 ) 是 费 思 曼 和 他 的 合作 者 罗伯特 * 莱 顿 及 马 修 ， 桑 效 非常 仓促 之 中 
创作 出 来 的 ,根据 费 因 曼 的 讲课 的 录音 带 和 黑板 照相 (这 些 都 编 入 这 新 干 年 版 的 增强 电子 
版 ) 加 工 扩充 而 成 *。 由 于 要 求 费 恩 曼 、 莱 顿 和 桑 兹 高 速度 工作 ,不 可 避免 地 有 许多 错误 隐 
藏 在 第 一 版 中 。 在 以 后 几 年 中 , 费 恩 曼 收 集 了 加 州 理工 学 院 的 学 生 和 同事 以 及 世界 各 地 的 
读者 发 现 的 ,长 长 的 ,确定 的 错误 列表 。 在 20 世纪 60 年 代 和 70 年 代 早期 , 费 思 曼 在 他 的 紧 
张 的 生活 中 抽出 时 间 来 核实 第 1 卷 和 第 2 卷 中 确认 的 大 多 数 ,不 是 全 部 错误 ,并 在 以 后 的 印 
刷 中 加 入 了 勘误 表 。 但 是 费 恩 曼 的 责任 感 从 来 没有 高 到 超过 发 现 新 事物 的 激情 而 促使 他 处 
理 第 3 卷 中 的 错误 。”* 在 1988 年 他 过 早 的 逝世 后 ,所 有 三 卷 的 勘误 表 都 存放 到 加 州 理工 学 
院 档案 馆 , 它 们 躺 在 那里 被 遗忘 了 。 





* 费 思 曼 的 讲课 和 这 三 本 书 的 起 源 的 说 法 请 参阅 这 三 本 书 每 一 本 都 有 的 《 费 思 曼 自序 :和 《前 言 》 也 
可 参看 《 费 思 曼 物理 学 指导 手册 》 中 马 修 ' 桑 兹 的 回 包 以 及 1989 年 戴 维 ， 古 德 斯 坦 (David Good- 
stein) 和 格 里 * 诺 格 鲍 尔 (Gerry Neugebauer) 撰 写 的 《 费 思 曼 物理 学 讲义 纪念 版 ?特刊 前 言 , 它 也 刊 
载 在 2005 年 限定 版 中 。 

** 1975 年 ,他 开始 审核 第 3 卷 中 的 错误 ,但 被 其 他 事情 所 分 心 ,因而 没有 完成 这 项 工作 ,所 以 没有 作出 
勘误 。 


和 一 一 新 千年 版 前 计 


2002 年 , 拉 尔 夫 … 莱 顿 (Ralph Leighton)( 已 故 罗伯特 莱 顿 的 儿子 , 费 恩 曼 的 同胞 ) 告 
诉 我 , 拉 尔 夫 的 朋友 迈克 尔 " 戈 特 里 勃 (Michael Gottlieb) 汇 编 了 老 的 和 长 长 的 新 的 勘误 
表 。 莱 顿 建议 加 州 理工 学 院 编纂 一 个 改正 所 有 错误 的 《 费 思 曼 物理 学 讲义 ) 的 新 版 本 ,并 将 
他 和 忒 特 里 勃 当时 正在 编写 的 新 的 辅助 材料 一 一 《 费 思 曼 物理 学 指导 手册 一同 出 版 。 

费 恩 曼 是 我 心目 中 的 英雄 ,也 是 亲密 的 朋友 。 当 我 看 到 勘误 表 和 提交 的 新 的 一 卷 的 内 容 
时 ,我 很 快 就 代表 加 州 理 工学 院 (这 是 费 思 曼 长 时 期 的 学 术 之 家 ,他 、 莱 顿 和 桑 兹 已 将 ( 费 恩 曼 
物理 学 讲义 ?所 有 的 出 版 权利 和 责任 都 委托 给 她 了 ) 同 意 了 。 一 年 半 以 后 ,经 过 戈 特 里 勃 细 
微 工作 和 迈克 尔 * 哈 特 尔 (Micheal Hartl)( 一 位 优秀 的 加 州 理工 学 院 博士 后 工作 者 ,他 审 校 
了 加 上 新 的 一 卷 的 所 有 的 错误 ) 仔 细 的 校 阅 ,《 费 思 曼 物理 学 讲义 的 2005 限定 版 诞生 了 ,其 
中 包括 大 约 200 处 勘误 。 同 时 发 行 了 费 恩 曼 、 苞 特 里 勃 和 莱 顿 的 ( 费 恩 曼 物理 学 指导 手册 》。 

我 原来 以 为 这 一 版 是 “ 定 本 "了 。 出 乎 我 意料 的 是 全 世界 读者 热情 响应 。 戈 特 里 勃 呼吁 
大 家 鉴别 出 更 多 错误 ,并 通过 创建 的 费 因 曼 讲义 网 站 www. feynmanlectures. info 提交 给 
他 。 从 那 时 起 的 五 年 内 ,又 提交 了 965 处 新 发 现 的 错误 ,这 些 都 是 从 葡 特 里 勃 、 哈 特 尔 和 纳 
特 ， 博 德 (Nate Bode)( 一 位 优秀 的 加 州 理 工学 院 研究 生 , 他 是 继 哈 特 尔 之 后 的 加 州 理 工学 
院 的 错误 检查 员 ) 的 仔细 校对 中 遗漏 的 。 这 些 965 处 被 检查 出 来 的 错误 中 80 处 在 《 定 本 》 的 
第 四 次 印刷 (2006 年 8 月 ) 中 改正 了 ,余下 的 885 处 在 这 一 新 千年 版 的 第 一 次 印刷 中 被 改正 
(第 1 卷 中 332 处 ,第 2 卷 中 263 处 ,第 3 卷 200 处 )” ,这些 错 误 的 详情 可 参看 www. feyn- 
man lectures. info. 

显然 ,使 ( 费 恩 曼 物理 学 讲义 ) 没 有 错误 已 成 为 全 世界 的 共同 事业 。 我 代表 加 州 理工 学 
院 感谢 2005 年 以 来 作 了 贡献 的 50 位 读者 以 及 更 多 的 在 以 后 的 年 代 里 会 作出 贡献 的 读者 。 
所 有 贡献 者 的 名 字 都 公示 在 www. feynmanlectures. info /flp-errata. html 上 。 

几乎 所 有 的 错误 都 可 分 为 三 种 类 型 :( i ) 文 字 中 的 印刷 错误 ; (ii ) 公 式 和 图 表 中 的 印刷 
和 数学 错误 一 一 符号 错误 ,错误 的 数字 (例如 ,应 该 是 4 的 写成 5) ,缺失 下 标 、 求 和 符号 、 括 
号 和 方程 式 中 一 些 项 ;( 首 ) 不 正确 的 章节 表格 和 图 的 参见 条 目 。 这 几 种 类 型 的 错误 虽然 对 
成 熟 的 物理 学 家 来 说 并 不 特别 严重 ,但 对 于 初 识 费 恩 曼 的 学 生 , 就 可 能 造成 困惑 和 混淆 。 

值得 注意 的 是 ,在 我 主持 下 改正 的 1 165 处 错误 中 只 有 不 多 几 处 我 确实 认为 是 真正 物 
理 上 的 错误 。 一 个 例子 是 第 二 卷 ,5 一 9 页 上 一 句 话 ,现在 是 “…… 接 地 的 封闭 导体 内 部 没有 
稳定 的 电荷 分 布 不 会 在 外 部 产生 [ 电 ] 场 "( 在 以 前 的 版 本 中 漏 掉 了 接地 一 词 )。 这 一 错误 是 
好 些 读者 都 曾 向 费 思 曼 指出 过 的 ,其 中 包括 威廉 和 玛丽 学 院 (The College of William and 
Mary) 学 生 比 尤 拉 * 伊丽莎白 * 柯 克 斯 (Beulah Elizabeth Cox) ,她 在 一 次 考试 中 依据 的 是 
费 恩 曼 的 错误 的 段落 。 费 恩 曼 在 1975 年 给 柯 克 斯 女士 的 信 中 写 道 :“ 你 的 导师 不 给 你 分 数 
是 对 的 ,因为 正 像 他 用 高 斯 定律 证 明 的 那样 ,你 的 答案 错 了 。 在 科学 中 你 应 当 相信 逻辑 和 论 
据 、 仔 细 推 理 而 不 是 权威 。 你 也 正确 阅读 和 理解 了 书本 。 我 犯 了 一 个 错误 ,所 以 书 错 了 。 当 
时 我 或 许 正 想 着 一 个 接地 的 导电 球体 ,或 别 的 ;使 电荷 在 (导体 球 ) 内 部 各 处 运动 而 不 影响 外 
部 的 事物 。 我 不 能 确定 当时 是 怎样 做 的 。 但 我 错 了 。 你 由 于 信任 我 也 错 了 。” 


* 原版 如 此 。 一 一 译 者 注 
** 《与 习俗 完全 合理 的 背离 , 理 查 德 * P* 费 恩 显 的 信件 》288 一 289 页 , 米 歌 尔 费 思 曼 (Michelle 
Feynman) 编 ,Basic Books, 纽 约 ,2005。 
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这 一 新 千年 版 是 怎样 产生 的 


2005 年 11 月 到 2006 年 7 月 之 间 ,340 个 错误 被 提交 到 费 恩 曼 讲义 网 站 www. feynman 
lectures. info. 值得 注意 的 是 ,其 中 大 多 数 来 自 鲁 道夫 ' 普法 伊 弗 (Rudolf Pfeiffer) 博 士 一 
个 人 :当时 是 奥地利 维也纳 大 学 的 物理 学 博士 后 工作 者 。 出 版 商 艾 迪生 卫 斯 利 (Addison 
Wesley) ,改正 了 80 处 错误 ,但 由 于 费用 的 缘故 而 没有 改正 更 多 的 错误 :由 于 书 是 用 照相 胶 
印 法 印刷 的 ,用 1960 年 代 版 本 书页 的 照相 图 出 版 印刷 。 改 正 一 个 错误 就 要 将 整个 页 面 重新 
排 字 并 要 保证 不 产生 新 的 错误 ,书页 要 两 个 不 同 的 人 分 别 各 排 一 页 ,然后 由 另外 几 个 人 比较 
和 校 读 。 一 一 如 果 有 几 百 个 错误 要 改正 ,这 确 是 一 项 花费 巨大 的 工作 。 

戈 特 里 勃 .普法 伊 弗 和 拉 尔 夫 ， 莱 顿 对 此 非常 不 满意 ,于 是 他 们 制定 了 一 个 计划 ,目的 
是 便于 改正 所 有 错误 , 另 一 目的 是 做 成 电子 书 的 《 费 思 曼 物理 学 讲义 ) 的 加 强 电子 版 。2007 
年 ,他 们 将 他 们 的 计划 向 作为 加 州 理工 学 院 的 代理 人 的 我 提出 ,我 热心 而 又 谨慎 。 当 我 知道 
了 更 多 的 细节 ,包括 《加 强 电子 版 本 ?中 一 章 的 示范 以 后 ,我 建议 加 州 理工 学 院 和 钨 特 里 勃 、 
普法 伊 弗 及 莱 顿 合作 来 实现 他 们 的 计划 。 这 个 计划 得 到 三 位 前 后 相继 担任 加 州 理工 学 院 物 
理学 ,数学 和 天 文学 学 部 主任 一 一 汤姆 ， 汤 勃 列 罗 (Tom Tomlrello) 安德鲁 ' 兰 格 (An- 
drew Lange) 和 汤姆 ， 索 伊 弗 (Tom Saifer) 一 一 的 支持 ;复杂 的 法 律 手续 及 合同 细节 由 加 州 
理工 学 院 的 知识 产权 法 律 顾 问 亚当 . 柯 奇 伦 (Adam Cochran) 完 成 。《 新 千年 版 ?的 出 版 标 
示 着 该 计划 虽然 很 复杂 但 已 成 功 地 得 到 执行 。 尤 其 是 : 

普法 伊 弗 和 戈 特 里 达 已 将 所 有 三 卷 ( 费 因 曼 物理 学 讲义 (以 及 来 自费 恩 曼 的 课程 并 收 
入 ( 费 恩 曼 物理 学 指导 书 ) 的 1 000 多 道 习题 ) 转 换 成 TEX。《 费 恩 曼 物理 学 讲义 } 的 图 是 在 
书 的 德 文 译 者 亭 宁 ' 海 因 策 (Henning Heinze) 的 指导 下 ,为 用 于 德 文 版 ,在 印度 用 现代 的 电 
子 方法 重 画 的。 为 了 将 海 因 策 的 插图 的 非 独 家 使 用 于 新 千年 英文 版 , 戈 特 里 勃 和 普法 伊 弗 
购买 了 德 文 版 [ 奥 尔 登 博 (Oldenbourg) 出 版 ] 的 LATEX 方 程式 的 非 独 家 的 使 用 权 , 普 法 伊 弗 和 
戈 特 里 勃 不 厌 其 烦 地 校对 了 所 有 IATEX 文 本 和 方程 式 以 及 所 有 重 画 的 插图 ,并 必要 时 作 了 改 
正 。 纳 特 ， 博 德 和 我 代表 加 州 理工 学 院 对 课文 方程 式 和 图 曾 作 过 抽样 调查 ,值得 注意 的 
是 ,我 们 没有 发 现 错误 。 普 法 伊 勃 和 戈 特 里 勃 是 惊人 的 细心 和 精确 。 戈 特 里 勃 和 普法 伊 弗 
为 约翰 沙 利文 (John Sullivan) 在 亨 丁 顿 实 验 室 安排 了 将 费 恩 曼 在 1962 一 1964 年 黑板 昭 
相 数 字 化 ,以 及 乔治 ' 布 卢 迪 “' 奥迪 欧 (George Blood Audio) 将 讲课 录音 磁带 数字 化 一 一 
从 加 州 理 工学 院 教授 卡 弗 … 米 德 (Carver Mead) 获 得 财政 资助 和 鼓励 ,从 加 州 理工 学 院 档案 
保管 员 谢 利 . 欧文 (Shelly Erwin) 处 得 到 后 勤 支 持 , 并 从 柯 奇 伦 处 得 到 法 律 支持 。 

法 律 问题 是 很 严肃 的 。20 世纪 60 年 代 , 加 州 理工 学 院 特许 艾 迪 生 * 卫 斯 利 发 表 印刷 
版 的 权利 ,20 世纪 90 年 代 , 给 予 分 发 费 思 曼 讲课 录音 和 各 种 电子 版 的 权利 。 在 21 世纪 初 ， 
由 于 先后 取得 这 些 特许 证 ,印刷 物 的 权利 转让 给 了 培 生 (Pearson) 出 版 集团 ,而 录音 和 电子 
版 转让 给 珀 修 斯 (Perseus) 出 版 集团 。 柯 奇 伦 在 一 位 专长 于 出 版 的 律师 艾 克 … 威廉 姆 斯 
(Ike Williams) 的 协助 下 ,成 功 将 所 有 这 些 权 利和 珀 修 斯 结合 在 一 起 ,使 这 一 新 干 年 版 成 为 
可 能 。 
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的 女儿 ) 始 终 不 断 的 支持 和 建议 ,加 州 理工 学 院 的 艾 伦 * 赖 斯 (Alan Rice) 的 幕后 帮助 和 建 
议 ,斯 蒂 芬 ， 普 奇 吉 (Stephan Puchegger) 和 卡尔 文 * 杰克逊 (Calvin Jackson) 给 普法 伊 弗 从 
《 费 恩 曼 物理 学 讲义 》 转 为 IATEX 的 帮助 和 建议 。 迈 克 尔 ， 菲 格 尔 (Michael Figl)、 曼 弗 雷 
德 ， 斯 莫 利 克 (Manfred Smolik) 和 安 德 列 斯 ， 斯坦 格 尔 (Andreas Stangl) 关 于 改 错 的 讨论 ， 
以 及 珀 修 斯 的 工作 人 员 和 (以 前 版 本 ) 艾 迪生 卫 斯 利 的 工作 人 员 。 


基 普 。S， 桑 尼 (Kip S. Thorne) 
荣 体 理论 物理 费 思 曼 教授 

加 州 理工 学 院 

2010 年 10 月 


费 恩 曼 自序 





这 是 我 前 年 与 去 年 在 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 对 一 二 
年 级 学 生 讲授 物理 学 的 讲义 。 当 然 , 这 本 讲义 并 不 是 课 
堂 讲授 的 逐 字 逐 句 记录 ,而 是 已 经 经 过 了 编辑 加 工 , 有 
的 地 方 多 一 些 ,有 的 地 方 少 一 些 。 我 们 的 课堂 讲授 只 是 
整个 课程 的 一 部 分 。 全 班 180 个 学 生 每 周 两 次 聚集 在 大 教室 里 听课 ,然后 分 成 15 到 20 人 
的 小 组 在 助教 辅导 下 进行 复习 巩固 。 此 外 ,每 周 还 有 一 次 实验 课 。 

在 这 些 讲授 中 ,我 们 想 要 抓 住 的 特殊 问题 是 ,要 使 充满 热情 而 又 相当 聪明 的 中 学 毕业 生 
进入 加 利 福 尼 亚 理工 学 院 后 仍旧 保持 他 们 的 兴趣 。 他 们 在 进入 学 院 前 就 听 说 过 不 少 关 于 物 
理学 是 如 何 有 趣 以 及 如 何 引 人 入 胜 一 一 相对 论 、 量 子 力学 以 及 其 他 的 新 概念 。 但 是 ,一旦 他 
们 学 完 两 年 我 们 以 前 的 那 种 课程 后 ,许多 人 就 泄气 了 ,因为 教 给 他 们 意义 重大 、 新 颖 的 现代 
的 物理 概念 实在 太 少 。 他 们 被 安排 去 学 习 像 斜面 .静电 学 以 及 诸如 此 类 的 内 容 ,两 年 过 去 ， 
没什么 收获 。 问 题 在 于 ,我 们 是 否 有 可 能 设置 一 门 课程 能 够 顾全 那些 比较 优秀 的 、 兴 致 勃勃 
的 学 生 , 使 其 保持 求知 热情 。 

我 们 所 讲授 的 课程 丝毫 也 不 意味 着 是 一 门 概况 性 的 课程 ,而 是 极其 严肃 的 。 我 想 这 些 
课程 是 对 班级 中 最 聪明 的 学 生 而 讲 的 ,并 且 可 以 肯定 ,这 可 能 是 对 的 ,甚至 最 聪明 的 学 生 也 
无 法 完全 消化 讲课 中 的 所 有 内 容 一 一 其 中 加 入 了 除 主要 讨论 的 内 容 之 外 的 有 关 思 想 和 概念 
多 方面 应 用 的 建议 。 不 过 ,为 了 这 个 缘故 ,我 力图 使 所 有 的 陈述 尽 可 能 准确 ,并 在 每 种 场合 都 
指明 有 关 的 方程 式 和 概念 在 物理 学 的 主体 中 占有 什么 地 位 ,以 及 一 一 随 着 他 们 学 习 深 入 一 一 
应 怎样 作出 修正 。 我 还 感到 ,重要 的 是 要 向 这 样 的 学 生 指 出 ,他 们 应 能 理解 一 一 如 果 他 们 够 
聪明 的 话 一 一 哪些 是 从 已 学 过 的 内 容 中 推演 出 来 的 ,哪些 是 作为 新 的 概念 而 引进 的 。 当 出 
现 新 的 概念 时 ,假若 这 些 概念 是 可 推演 的 ,我 就 尽量 把 它们 推演 出 来 ,否则 就 直接 说 明 这 是 
一 个 新 的 概念 , 它 根本 不 能 用 已 学 过 的 东西 来 阐明 ,也 不 可 能 予以 证 明 ,而 是 直接 引进 的 。 

在 讲授 开始 时 ,我 假定 学 生 们 在 中 学 已 学 过 一 些 内 容 , 如 几何 光学 ,简单 的 化 学 概念 ,等 
等 。 我 也 看 不 出 有 任何 理由 要 按 一 定 的 次 序 来 讲授 。 就 是 说 没有 详细 讨论 某 些 内 容 之 前 ， 
不 可 以 提 到 这 些 内 容 。 在 讲授 中 ,有 许多 当时 还 没有 充分 讨论 过 的 内 容 出 现 。 这 些 内 容 比 
较 完整 的 讨论 要 到 以 后 学 生 的 预备 知识 更 齐全 时 再 进行 。 电 感 和 能 级 的 概念 就 是 例子 ,起 
先 ,只 是 以 非常 定性 的 方式 引入 这 些 概念 ,后 来 再 进行 较 全 面 的 讨论 。 

在 针对 那些 较 积 极 的 学 生 的 同时 ,我 也 要 照顾 到 另 一 些 学 生 , 对 他 们 来 说 ,这 些 外 加 的 
五 彩 缤纷 的 内 容 和 不 重要 的 应 用 只 会 使 其 感到 头痛 ,也 根本 不 能 要 求 他 们 掌握 讲授 中 的 大 
部 分 内 容 。 对 这 些 学 生 而 言 , 我 要 求 他 们 至 少 能 学 到 中 心 内 容 或 材料 的 脉络 。 即 使 他 不 理 
解 一 堂 课 中 的 所 有 内 容 ,我 希望 他 也 不 要 紧张 不 安 。 我 并 不 要 求 他 理解 所 有 的 内 容 , 只 要 求 
他 理解 核心 的 和 最 确切 的 面貌 。 当 然 ,对 他 来 说 也 应 当 具有 一 定 的 理解 能 力 ,来 领会 哪些 是 
主要 定理 和 主要 概念 ,哪些 则 是 更 高 深 的 枝 节 问题 和 应 用 ,这 些 要 过 几 年 他 才 会 理解 。 
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在 讲课 过 程 中 有 一 个 严重 困难 :在 课程 的 讲授 过 程 中 一 点 也 没有 学 生 给 教师 的 反馈 来 
指示 讲授 的 效果 究竟 如 何 。 这 的 确 是 一 个 很 严重 的 困难 ,我 不 知道 讲课 的 实际 效果 的 好 坏 。 
整个 事件 实质 上 是 一 种 实验 。 假 如 要 再 讲 一 次 的 话 , 我 将 不 会 按 同样 的 方式 去 讲 一 一 我 希 
望 我 不 会 再 来 一 次 ! 然而 ,我 想 就 物理 内 容 来 说 ,第 一 年 的 情形 看 来 还 是 十 分 满意 的 。 

但 在 第 二 年 ,我 就 不 那么 满意 了 。 课 程 的 第 一 部 分 涉及 电学 和 磁 学 ,我 想 不 出 什么 真正 
独特 的 或 不 同 的 处 理 方法 ,也 想 不 出 什么 比 通常 的 讲授 方式 格外 引人入胜 的 方法 。 因 此 在 
讲授 电磁 学 时 ,我 并 不 认为 自己 做 了 很 多 事情 。 在 第 二 年 末 , 我 原来 打算 在 电磁 学 后 再 多 讲 
一 些 物性 方面 的 内 容 , 主 要 讨论 这 样 一 些 内 容 如 基本 模式 ,扩散 方程 的 解 , 振 动 系 统 、 正 交 函 
数 等 等 ,并 且 阐 述 通常 称 为 "数学 物理 方法 "的 初等 部 分 内 容 。 回 顾 起 来 ,我 想 假如 再 讲 一 次 
的 话 , 我 会 回 到 原来 的 想法 上 去 ,但 由 于 没有 要 我 再 讲 这 些 课程 的 打算 ,有 人 就 建议 介绍 一 
些 量子 力学 一 一 就 是 你 们 将 在 第 3 卷 中 见 到 的 一 一 或 许 是 有 益 的 。 

显然 , 主 修 物理 学 的 学 生 们 可 以 等 到 第 三 年 学 量子 力学 。 但 是 , 另 一 方面 ,有 一 种 说 法 
认为 许多 听 我 们 课 的 学 生 是 把 学 习 物理 作为 他 们 对 其 他 领域 的 主要 兴趣 的 背景 ;而 通常 处 
理 量子 力学 的 方式 对 大 多 数学 生来 说 这 些 内 容 几 乎 是 无 用 的 ,因为 他 们 必须 花费 相当 长 的 
时 间 来 学 习 它 。 然 而 ,在 量子 力学 的 实际 应 用 中 一 一 特别 是 较 复杂 的 应 用 中 ,如 电机 工程 和 
化 学 领域 内 一 一 微分 方程 处 理 方法 的 全 部 工具 实际 上 是 用 不 到 的 。 所 以 ,我 试图 这 样 来 描 
述 量 子 力学 的 原理 , 即 不 要 求学 生 首先 掌握 有 关 偏 微分 方程 的 数学 。 我 想 , 即 使 对 一 个 物理 
学 家 来 说 ,我 想 试 着 这 样 做 一 一 按照 这 种 颠倒 的 方式 来 介绍 量子 力学 一 一 是 一 件 有 趣 的 事 ， 
由 于 种 种 理由 ,这 从 讲课 本 身 或 许 会 明白 。 不 过 我 认为 ,在 量子 力学 方面 的 尝试 不 是 很 成 
功 ,这 主要 是 因为 在 最 后 我 实际 上 已 没有 足够 的 时 间 ( 例 如 ,我 应 该 再 多 讲 三 四 次 来 比较 完 
整地 讨论 能 带 、 概 率 幅 的 空间 的 依赖 关系 等 这 类 问题 )。 而 且 ,我 过 去 从 未 以 这 种 方式 讲授 
过 这 部 分 课程 ,因此 缺乏 来 自学 生 的 反馈 就 尤其 严重 了 。 我 现在 相信 ,还 是 应 当 迟 一 些 讲授 
量子 力学 。 或 许 有 一 天 我 会 有 机 会 再 来 讲授 这 部 分 内 容 , 到 那 时 我 将 会 讲 好 它 。 

在 这 本 讲义 中 没有 列 入 有 关 解 题 的 内 容 , 这 是 因为 男 有 辅导 课 。 虽 然 在 第 一 年 中 ,我 的 
确 讲授 过 三 次 关于 怎样 解 题 的 内 容 ,但 没有 将 它们 收 在 这 里 。 此 外 ,还 讲 过 一 次 惯性 导航 ， 
应 该 在 转动 系统 后 面 ,遗憾 的 是 在 这 里 也 略 去 了 。 第 五 讲 和 第 六 讲 实际 上 是 桑 兹 讲授 的 , 那 
时 我 正 外 出 。 

当然 ,问题 在 于 我 们 这 个 尝试 的 效果 究竟 如 何 。 我 个 人 的 看 法 是 悲观 的 ,虽然 与 学 生 接 
触 的 大 部 分 教师 似乎 并 不 都 有 这 种 看 法 。 我 并 不 认为 自己 在 对 待 学 生 方 面 做 得 很 出 色 。 当 
我 看 到 大 多 数学 生 在 考试 中 采取 的 处 理 问 题 的 方法 时 ,我 认为 这 种 方式 是 失败 了 。 当 然 , 朋 
友 们 提醒 我 ,也 有 一 二 十 个 学 生 一 一 非常 出 人 意外 地 一 一 几乎 理解 讲授 的 全 部 内 容 ,并 且 非 
常 积极 地 攻读 有 关 材 料 ,兴奋 地 、 感 兴趣 地 钻研 许多 问题 。 我 相信 ,这 些 学 生 现 在 已 具备 了 
一 流 的 物理 基础 ,他 们 毕竟 是 我 想 要 培养 的 学 生 。 但 是 ,“ 教 育 之 力量 鲜 见 成 效 ,除非 施 之 于 
天 资 敏 悟 者 , 然 若 此 又 实 为 多 余 。"[ 吉 本 (Gibbon)* ] 

但 是 ,我 并 不 想 使 任何 一 个 学 生 完全 落 在 后 面 ,或 许 我 曾经 这 样 做 的 。 我 想 ,我 们 能 够 
更 好 地 帮助 学 生 的 一 个 办 法 是 ,多 花 一 些 精 力 去 编纂 一 套 能 够 阐明 讲课 中 的 某 些 概念 的 习 
题 。 习 题 能 够 充实 课堂 讲授 ,使 讲 过 的 概念 更 加 实际 ,更 加 完整 和 更 加 易于 牢记 。 








* Edward Gibbon (1737 一 1794) ,英国 历史 学 家 。 一 一 译 者 注 





a i 一 才思 曼 自 序 


然而 ,我 认为 要 解决 这 个 教育 问题 就 要 认识 到 最 佳 的 教学 只 有 当 学 生 和 优秀 的 教师 之 
间 建 立 起 个 人 的 直接 关系 ,在 这 种 情况 下 ,学 生 可 以 讨论 概念 .考虑 问题 谈论 问题 , 除 此 之 
外 , 别 无 他 法 。 仅 仅 坐 在 课堂 里 听课 或 者 只 做 指定 的 习题 是 不 可 能 学 到 许多 东西 的 。 但 是 ， 
现在 我 们 有 这 么 多 学 生 要 教育 ,因此 我 们 必须 尽量 找 出 一 种 代替 理想 情况 的 办 法 。 或 许 ,我 
的 讲义 可 以 作出 一 些 贡献 ;也 许 在 某 些小 地 方 有 个 别 教师 和 学 生 会 从 讲义 中 受到 一 些 启示 
或 获得 某 些 观念 , 当 他们 彻底 思考 讲授 内 容 ,或 者 进一步 发 展 其 中 的 一 些 想法 时 ,他们 或 许 
会 得 到 乐趣 。 


R.P. 费 思 受 
1963 年 6 月 
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近 40 年 来 , 费 恩 曼 一 直 把 他 的 好 奇 心 集中 在 物理 世界 产生 的 奥秘 上 ,而 把 他 的 聪明 才 
智 全 部 用 于 探寻 物理 世界 的 混乱 中 的 秩序 。 现 在 ,他 花 了 两 年 的 心血 和 精力 为 低 年 级 的 学 
生 讲授 物理 课 。 为 了 他 们 ,他 把 自己 知识 的 精华 提取 出 来 ,并 创造 条 件 使 他 们 有 望 在 听课 期 
间 能 够 了 解 物理 学 家 关于 宇宙 的 图 像 。 他 把 他 卓越 而 清晰 的 思想 、 独 创 性 和 生气 勃勃 的 思 
想 方 法 以 及 演讲 中 富有 感染 力 的 热情 都 带 到 了 他 的 讲授 中 。 看 到 这 些 非 同 寻常 之 处 是 令 人 
高 兴 的 。 

第 一 年 的 讲授 构成 了 这 套 书 第 1 卷 的 基础 。 在 这 第 2 卷 中 我 们 尽力 对 第 二 年 讲授 的 部 
分 录音 做 了 整理 加 工 , 这 部 分 内 容 是 供 1962 一 1963 学 年 中 大 学 二 年 级 学 生 用 的 。 第 二 学 年 
讲授 的 其 余部 分 将 编辑 成 第 3 卷 。 

在 第 二 年 的 讲授 中 ,前 面 三 分 之 二 的 内 容 致力 于 对 物理 学 中 的 电学 和 磁 学 部 分 做 相当 
完整 的 处 理 。 讲 授 的 这 种 形式 想 要 达到 两 个 目的 。 首 先 ,我 们 希望 就 这 个 物理 学 中 极为 重 
要 的 章节 一 一 从 富兰克林 的 早期 摸索 ,到 贯穿 麦克 斯 韦 的 伟大 综合 ;从 关于 物质 性 质 的 洛 伦 
北 电 子 论 , 到 最 后 仍 不 能 解决 的 电磁 自 能 的 两 难处 境 问题 一 一 给 学 生 一 个 完整 的 观念 。 其 
次 ,我 们 希望 通过 一 开始 引进 矢量 场 的 微分 运算 ,从 而 为 场 论 数学 提供 一 个 坚实 可 靠 的 导 
论 。 为 了 强调 数学 方法 普遍 的 统一 性 ,有 时 把 物理 学 其 他 部 分 的 内 容 与 它 在 电学 中 相 类 似 
的 内 容 放 在 一 起 进行 分 析 。 我 们 不 断 设法 把 数学 的 普遍 性 讲 透 彻 (相同 的 方程 具有 相同 的 
解 )。 同 时 ,通过 本 课程 所 提供 的 各 类 练习 和 测验 来 加 强 这 个 观点 。 

继 电 磁 学 之 后 是 弹性 和 流体 的 流动 * ,这 两 部 分 各 有 两 章 。 每 个 部 分 的 前 面 一 章 处 理 
基本 而 实际 方面 的 情况 ,后 一 章 试 图 对 这 部 分 内 容 所 涉及 现象 的 整个 范围 给 出 一 个 概述 。 
这 四 章 完 全 可 以 略 去 不 讲 而 不 会 有 严重 的 损失 ,因为 它们 对 第 3 卷 来 说 并 不 全 是 必 备 的 。 

第 二 学 年 后 面 大 约 四 分 之 一 的 内 容 用 于 介绍 量子 力学 。 这 些 材料 已 经 编 入 第 3 卷 。 

我 们 期 望 在 编写 这 本 费 恩 曼 讲义 中 所 记录 的 内 容 , 要 比 仅仅 提供 他 谈话 录音 做 得 更 好 
一 些 。 我 们 希望 使 得 这 个 编写 本 尽 可 能 清楚 地 阐述 原始 讲授 中 的 根本 思想 。 对 于 讲授 的 某 
些 内 容 , 可 能 仅 对 原始 录音 中 的 措辞 做 了 较 小 的 校正 ;对 另外 一 些 讲授 内 容 , 则 需要 对 有 关 
的 材料 做 较 大 的 改编 和 重新 安排 。 有 时 感到 为 了 使 保留 的 内 容 变 得 更 清晰 和 协调 ,应 该 添 
加 一 些 新 材料 。 在 这 整个 过 程 中 , 费 思 曼 教授 不 断 地 帮助 和 建议 使 我 们 受益 良 多 。 

在 很 紧 的 日 程 内 要 将 一 百 多 万 字 的 口头 语言 转化 成 相互 协调 的 课文 ,是 一 个 非常 艰巨 
的 任务 ,尤其 是 随 着 新 课程 的 采用 , 带 来 了 其 他 繁重 的 负担 一 一 备课 会 见 和 指导 学 生 、 设 计 
练习 和 考试 题目 等 等 。 许 多 人 都 被 卷 入 到 这 个 工作 中 来 了 。 我 相信 ,我们 在 某 些 场合 已 经 


* 在 本 书 新 版 中 ,电磁 学 后 面 除 弹性 和 流动 的 流体 外 ,新 增加 了 一 章 一 一 弯曲 空间 。 一 一 译 者 
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能 够 描绘 出 原始 作者 费 轧 曼 的 真实 形象 一 一 稍微 修饰 的 肖像 画 ;在 另外 的 场合 ,还 远 没 有 达 
到 这 个 理想 情形 。 我 们 的 成 就 应 归功 于 所 有 帮助 过 我 们 的 人 。 对 于 不 足 之 处 ,我 们 表示 抱歉 。 

正如 在 第 1 卷 编 者 的 话 中 所 详细 说 明 的 那样 ,这 套 讲 义 仅 是 加 州 理工 学 院 课程 改革 委 
员 会 的 菜 顿 (R. B. Leighton) 主 席 、 内 尔 (H. V. Neher) 及 桑 兹 (M. Sands) 拟 订 和 支持 的 教学 
大 纲 的 一 个 方面 ,这 个 大 纲 得 到 福特 基金 会 的 财政 资助 。 另 外 ,对 第 2 卷 正文 材料 准备 工作 
的 不 同方 面 提供 帮助 的 有 下 列 人 员 : 考 伊 (T. K. Caughey) 、 克 莱 顿 (M. L. Clayton)、 柯 西 奥 
(J. B. Curcio) \ 哈 特 尔 (J. B. Hartle) \ 哈 维 (T. W. H. Harvey)、 伊 斯 雷 尔 (M. S. Israel)、 卡 泽 
斯 (W.J. Karzas)、 卡 瓦 诺 (R. W. Kavanagh) 、R. B. 莱 顿 、 马 修 斯 (]. Mathews)、 普 莱 西 特 
(M. S. Plesset) , 沃 伦 (F. L. Warren)、 惠 林 (W. Whaling) 、 威 尔 欧 (C. H. Wilts) 及 齐 默 尔 曼 
(B. Zimmerman)。 由 于 他 们 的 工作 而 对 本 课程 做 出 间接 贡献 的 其 他 人 员 有 : 布 卢 (J. Blue)、 
查 普 林 (G. F. Chapline) \ 克 劳 泽 (M. J. Clauser) 、 多 伦 (R. Dolen) \ 希 尔 (H. H. Hill) 及 蒂 特 
勒 (A. M. Title) 。 诺 伊 格 鲍 尔 (G. Neugebauer) 教 授 以 他 的 勤奋 、 热 心 和 极端 负责 为 我 们 这 
个 任务 的 各 个 方面 做 出 了 贡献 。 

然而 ,要 不 是 费 思 曼 的 非凡 才能 和 勤奋 ,物理 学 上 的 这 个 故事 就 不 存在 了 。 


M, 菜 顿 
1964 年 3 月 
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第 1 章 电磁 学 


$1-1 电 为 


现在 来 考虑 一 种 力 , 它 也 像 引 力 那 样 与 距离 平方 成 反比 地 变化 ,但 比 引 力 要 强 约 一 万 亿 
公 亿 亿 倍 。 另 外 ,还 有 一 个 区 别 , 即 存在 两 种 我 们 可 称 之 为 正 的 和 负 的 “物质 " ,种 类 相同 的 
相 斥 ,不 同 的 相 吸 。 这 就 不 像 引 力 ,那里 只 存在 吸引 。 这 样 , 会 出 现 什么 情景 呢 ? 

一 堆 正 的 物质 会 以 巨 力 互相 排斥 ,并 向 四 面 八方 散 开 ,一 堆 负 的 物质 亦 是 如 此 。 但 一 堆 
正 \ 负 物质 的 均匀 混合 物 就 完全 不 同 了 。 相 反 的 物质 会 以 巨大 的 吸引 力 互相 拉 挽 着 , 净 结 果 
将 把 那些 可 怕 的 斥 力 差不多 完全 抵消 了 ,这 是 通过 形成 紧密 而 精致 的 正 、 负 物质 的 混合 体 而 
达到 的 ,而 这 样 两 堆 分 开 着 的 混合 体 之 间 实 际 上 就 不 再 存在 任何 引力 或 斥 力 了 。 

确实 存在 这 样 一 种 力 一 一 电力 。 世 间 万 物 都 是 由 此 种 巨 力 互相 吸引 和 排斥 着 的 正 的 质 
子 与 负 的 电子 所 组 成 的 混合 物 。 然 而 ,平衡 竟 是 那么 完善 ,以 致 当 你 站 在 别人 旁边 时 也 根本 
没有 任何 受 力 的 感觉 。 这 时 ,即使 只 有 一 点 点 不 平衡 ,你 都 会 觉察 到 。 例 如 ,要 是 你 站 在 别 
人 旁边 相距 只 有 一 臂 之 遥 , 而 且 各 自 都 具有 比 本 身 的 质子 仅 多 出 百 分 之 一 的 电子 , 那 两 人 间 
的 排斥 力 就 会 大 得 不 得 了 ! 多 大 呢 ? 足以 举 起 那 座 帝 国 大 厦 "? 不 ! 举 起 珠穆朗玛 峰 ? 
不 ! 这 个 斥 力 应 足以 举 起 相当 于 整个 地 球 的 “重量 "! 

由 于 在 这 种 致密 混合 物 中 这 些 巨 力 完善 地 达到 了 平衡 ,所 以 我 们 就 不 难 理解 : 当 物质 试 
图 保持 其 正 、 负 电荷 最 细致 的 平衡 时 , 它 能 具有 多 大 的 硬度 与 强度 。 例 如 ,帝国 大 厦 在 风 中 
之 所 以 摇摆 小 于 一 英寸 ,是 因为 电力 把 每 一 个 电子 与 质子 或 多 或 少 地 保持 在 其 适当 位 置 上 。 
另 一 方面 ,如 果 我 们 在 一 个 足够 小 的 尺度 范围 内 观察 物质 ,使 得 只 能 看 到 几 个 原子 ,那么 任 
一 小 部 分 就 往往 不 会 有 相等 数目 的 正 电荷 和 负电 荷 ,从 而 会 存在 强大 的 剩余 电力 。 即 使 在 相 
邻 两 小 部 分 中 两 种 电荷 的 数目 相等 ,也 仍然 有 可 能 拥有 巨大 的 净 电力 ,因为 各 电荷 之 间 的 力 是 
与 距离 的 平方 成 反比 的 。 如 果 一 部 分 中 的 负电 荷 ,与 另 一 部 分 中 的 正 电荷 靠 得 较 近 \ 而 与 负电 
荷 离 得 较 远 , 则 净 力 就 会 产生 。 因 此 ,吸引 力 可 能 大 于 排斥 力 ,从 而 在 两 个 不 带 额外 电荷 的 小 
块 中 就 有 一 个 净 吸 引力 存在 。 那 种 把 各 原子 结合 在 一 起 的 力 ,以 及 把 各 分 子 保持 在 一 起 的 化 
学 力 ,其 实 都 是 电力 ,它们 在 电荷 的 平衡 不 够 完善 .或 在 距离 十 分 微小 的 那些 区 域 里 才 起 作用 。 

当然 ,你 会 知道 ,原子 是 由 位 于 其 核 内 的 正 的 质子 和 核 外 的 负电 子 所 构成 的 。 你 也 许 会 
问 :如 果 这 种 电力 那么 厉害 ,为 什么 质子 和 电子 不 会 正好 一 个 紧 挨 着 一 个 呢 ? 如果 它们 想 
要 形成 一 个 紧密 的 混合 体 ,为 什么 不 会 更 紧密 些 呢 ?" 这 问题 必须 用 量子 效应 来 回答 。 要 是 
试图 把 电子 限制 在 一 个 很 接近 于 质子 的 区 域 中 ,那么 按照 不 确定 性 原理 它们 就 得 拥有 一 个 
均 方 动量 , 若 我 们 把 它们 限制 得 越 紧 , 这 个 均 方 动量 就 越 大 。 正 是 这 一 种 由 量子 力学 规律 所 


* 帝国 大 厦 指 美国 纽约 市 第 五 大 街 上 的 一 座 建筑 物 ,地 面 上 共 102 层 ,高 1454 英尺 。 一 一 译 者 注 
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支配 的 运动 , 才 使 得 电 的 吸引 力 不 会 把 这 两 个 电荷 移 得 更 接近 些 。 . 

还 有 一 个 问题 。 在 原子 核 内 有 若干 个 质子 ,它们 全 都 带 着 正 电荷 ,为 什么 它们 不 会 互相 
推 开 呢 ?“ 是 什么 东西 把 它们 结合 在 一 起 的 呢 ?事实 是 ,在 原子 核 内 部 ,除了 电力 之 外 还 存 
在 一 种 称 为 核 力 的 非 电 力 , 它 比 电力 还 要 大 ,因而 尽管 有 电 的 排斥 力 , 它 仍然 能 够 把 那些 质 
子 维持 在 一 起 。 然 而 , 核 力 是 短程 力 一 一 该 力 下 降 得 比 1 / 急剧 得 多 。 这 就 产生 了 一 个 重 
要 后 果 : 如 果 一 个 核 所 含 质子 过 多 , 则 该 核 就 变 得 太 大 , 它 便 不 会 持久 维持 。 铀 就 是 这 么 一 
个 例子 , 它 含有 92 个 质子 。 核 力主 要 在 每 个 质子 (或 中 子 ) 与 其 最 近邻 质子 (或 中 子 ) 之 间 起 
作用 ,而 电力 则 在 较 大 的 距离 范围 内 起 作用 ,使 每 个 质子 与 核 内 所 有 其 他 质子 之 间 都 具有 排 
斥 力 。 在 一 个 核 内 质子 的 数目 越 多 ,这 电 的 排斥 作用 就 越 强 ,直到 铀 那 种 情况 ,平衡 是 那么 
脆弱 ,以 致 于 排斥 性 电力 使 得 核 几乎 就 要 飞散 了 。 这 么 一 个 核 ,如 果 稍 微 “ 轻 轻 敲 "一 下 (就 
像 曾经 送 进 一 个 慢 中 子 那样 ), 则 它 就 会 破裂 成 各 带 有 正 电 荷 的 两 片 ,而 这 些 裂片 由 于 电 的 
排斥 力 而 飞散 开 去 。 释 放出 来 的 能 量 就 是 原子 弹 的 能 量 。 这 种 能 量 通常 称 为 " 核 "能 ,但 实 
际 上 却 是 当 电力 克服 了 吸引 性 核 力 时 所 释放 出 来 的 “ 电 " 能 。 

最 后 ,我 们 还 可 能 会 问 ,是 什么 东西 把 带 负电 的 电子 保持 在 一 起 呢 ( 因 为 它 没有 核 力 )? 
如 果 电 子 全 都 是 由 一 种 物质 构成 的 , 那 它 的 每 一 部 分 理应 排斥 其 他 各 部 分 ,但 又 为 什么 不 会 
飞散 呢 ? 不 过 ,电子 是 否 还 含有 “各 部 分 "? 也 许 , 我 们 应 该 说 电子 只 是 一 个 点 ,而 电力 只 是 
在 不 同 的 点 电荷 之 间 起 作用 ,以 致电 子 不 会 作用 于 其 本 身 。 或 许 是 这 样 吧 。 关 于 电子 由 
什么 东西 束缚 在 一 起 ,我 们 只 能 说 到 这 里 。 这 个 问题 对 于 试图 建立 一 套 完整 的 电磁 学 理 
论 产生 了 不 少 困 难 ,而 且 至 今 没 有 做 出 解答 。 我 们 将 在 以 后 某 些 章节 中 对 这 一 课题 多 做 
些 讨论 ,以 为 我 们 大 家 助兴 。 

正如 我 们 已 经 见 到 的 那样 ,应 该 指望 电力 与 量子 力学 效应 相 结合 来 确定 整 块 材料 的 细 
致 结构 ,从 而 确定 它们 的 特性 。 有 的 材料 硬 ,有 的 材料 软 。 有 的 是 电 的 “导体 "一 一 因为 它们 
中 的 电子 能 够 自由 运动 ;其 他 则 是 “绝缘 体 "一 一 因为 其 中 的 电子 被 牢固 地 束缚 在 各 个 原子 
内 。 这 些 性 质 是 如 何 得 来 的 ? 那 是 一 个 十 分 复杂 的 课题 ,我 们 将 在 以 后 加 以 讨论 。 因 而 现 
在 仅 就 一 些 简 单 情况 下 的 电力 进行 考察 ,也 就 是 说 ,现在 着 手 处 理 电 方面 一 一 也 包括 磁 方面 
( 那 实际 上 是 同一 课题 的 另 一 个 部 分 ) 一 一 的 规律 。 

我 们 曾经 说 过 ,和 引力 相似 ,电力 与 电荷 间距 离 的 平方 成 反比 地 减弱 ,这 一 关系 叫 作 库 
仓 定律 。 但 当 电荷 运动 时 ,这 一 定律 就 不 完全 准确 一 一 电力 也 以 一 种 复杂 的 方式 依赖 于 电 
荷 的 运动 。 运 动 电荷 之 间 的 作用 力 , 有 一 部 分 我 们 称 之 为 磁力 ,事实 上 , 它 是 电 效 应 的 一 个 
方面 。 这 也 是 为 什么 要 把 这 一 课题 叫 作 “ 电 磁 学 "的 缘故 。 

由 于 存在 着 一 个 重要 的 普遍 原理 ,因而 有 可 能 以 相对 简单 的 方式 来 处 理 电 磁力 。 我 们 
从 实验 发 现 ,作用 于 某 一 特定 电荷 上 的 力 一 一 不 管 其 他 电荷 的 数量 和 运动 方式 如 何 一 一 只 
取决 于 该 特定 电荷 的 位 置 .速度 以 及 所 带 的 电荷 量 。 我 们 可 把 作用 于 一 个 以 速度 " 运动 的 
电荷 a 上 的 力 正 写成 : 





F= gq(E+vX 8B). Cl 


式 中 EE 和 B 分 别 叫 做 电荷 所 在 处 的 电场 和 磁场 。 重 要 的 是 ,来 自 宇宙 中 所 有 其 他 电荷 的 力 
都 可 用 刚才 给 出 的 这 两 个 矢量 又 加 而 成 。 它 们 的 值 将 取决 于 这 一 电荷 位 于 何 处 ,并 且 可 能 
随时 间 而 改变 。 此 外 ,如 果 我 们 用 另 一 个 电荷 来 代替 该 电荷 ,只 要 世界 上 所 有 其 他 电荷 都 不 
改变 其 位 置 和 运动 , 则 作用 于 这 一 新 电荷 上 的 力 恰好 与 其 电荷 量 成 正比 。 当 然 , 在 实际 情况 
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中 ,每 一 电荷 对 邻近 的 所 有 其 他 电荷 都 产生 力 , 从 而 可 能 引起 这 些 电 荷 运 动 。 所 以 在 某 些 情 
况 下 ,如 果 我 们 用 另 一 个 电荷 来 代替 该 特定 电荷 , 则 场 可 能 改变 。 

我 们 从 第 1 卷 已 经 懂得 若 知 道 了 作用 在 一 个 质点 上 的 力 , 应 怎样 去 求 出 该 质点 的 运动 。 
可 以 把 式 (1.1) 和 运动 方程 相 结 合 而 得 出 : 
d my 
[ey 
因此 若 E 和 B 已 知 , 则 可 以 求 得 运动 。 现 在 我 们 需要 和 弄 清楚 和 B 是 怎样 产生 的 。 

关于 电磁 场 产生 方法 最 重要 的 简化 原理 之 一 是 :假设 若干 个 以 某 种 方式 运动 的 电荷 产 
生 一 个 场 E, ,而 另 一 组 电荷 产生 场 E; ,而 这 两 组 电荷 同时 被 置 于 原来 的 位 置 (保持 它们 被 
分 别 考虑 时 具有 的 相同 的 位 置 和 相同 的 运动 ) ,那么 所 产生 的 场 恰好 是 两 个 场 的 和 , 即 


E= E+E,. (1.3) 


这 一 个 事实 称 为 场 的 屋 加 原理 。 这 原理 也 适用 于 磁场 。 

这 一 原理 意味 着 ,如 果 知道 了 关于 以 任意 方式 运动 的 单个 电荷 所 产生 的 电场 和 磁场 的 
规律 ,那么 所 有 电动 力学 的 规律 就 告 齐全 了 。 如 果 我 们 想 要 知道 作用 于 电荷 A 上 的 力 , 就 
只 需 算出 由 B, C, D 等 各 电荷 所 产生 的 E 和 B ,然后 把 所 有 电荷 产生 的 E 和 B 分 别 相 加 而 
求 得 总 场 ,再 从 这 两 个 总 场 求 得 作用 于 电荷 A 的 力 。 只 要 结果 证 明 , 由 单个 电荷 产生 的 场 
很 简单 ,那么 这 就 是 描写 电动 力学 规律 的 最 简洁 方法 。 可 惜 ,我 们 已 给 出 了 这 一 定律 的 描述 
(第 1 卷 第 28 章 ) , 那 是 相当 复杂 的 。 

事实 证 明 , 电 动力 学 规律 在 其 中 最 为 简单 的 那 一 种 形式 ,并 非 是 人 们 可 以 期 望 的 。 要 写 
出 一 个 电荷 对 另 一 个 电荷 所 产生 的 力 的 公式 ,并 非 那么 容易 。 的 确 , 当 电荷 静止 不 动 时 , 库 
仑 力 的 定律 是 十 分 简单 的 。 但 当 电 荷 运动 时 ,由 于 时 间 上 的 延迟 和 加 速度 的 影响 以 及 其 他 
一 些 缘故 ,关系 就 变 得 复杂 了 。 因 此 ,我 们 并 不 希望 仅仅 赁 作用 于 各 电荷 间 的 力 的 规律 来 介 
绍 电动 力学 ;而 发 现 更 方便 的 是 去 考虑 另 一 个 观点 一 一 那 是 电动 力学 规律 表现 得 最 易于 处 
理 的 一 种 观点 。 


]=r=aE+trxB). (1.2) 


$1-2 电场 和 磁场 


首先 ,我 们 必须 对 电 和 磁 矢 量 即 E 和 B 的 概念 稍 做 推广 。 依 据 一 个 电荷 所 感受 到 的 
力 ,我 们 已 对 E 和 B 下 了 定义 。 现 在 我 们 想 要 谈 谈 即使 没有 电荷 存在 的 某 一 点 的 电场 和 磁 
场 。 实 际 上 ,既然 有 力 “ 作 用 在 "电荷 上 , 则 当 电荷 移 去 时 ,那里 仍 存在 “ 某 种 东西 "。 如 果 位 
于 点 (z+, y, zx) 上 的 电荷 .在 时 刻 t 感受 到 由 式 (1.1) 所 给 出 的 力 F, 则 我 们 便 可 以 把 矢量 EE 
和 8B 与 空间 中 该 点 (zx, y, z) 联 系 起 来 。 可 以 认为 E(x, y, z, t) 和 B(x, y, x, 1) 给 出 了 
力 , 即 可 被 位 于 (z, y, z) 点 的 电荷 在 时 刻 t 体验 到 那个 力 ,同时 满足 这 样 一 个 条 件 : 在 那里 
放置 该 电荷 ,并 不 扰动 产生 这 场 的 所 有 其 他 电荷 的 位 置 或 运动 。 

根据 这 一 概念 ,我 们 把 空间 中 每 二 点 (zx, y, z) 与 两 个 矢量 E 和 B 相 联 系 ,它们 也 可 能 
会 随时 间 而 改变 ,于 是 ,电场 和 磁场 就 可 视 作 z, y, x 和 + 的 矢量 函数 。 既 然 一 个 矢量 由 其 
各 分 量 所 确定 ,所 以 场 E 和 B 就 代表 了 z,y, zx 和: 的 三 个 数学 函数 。 

正 因为 E( 或 B) 可 以 在 空间 每 一 点 被 规定 下 来 ,所 以 它 才 被 称 为 场 "。 所 谓 “ 场 ”, 就 是 
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在 空间 不 同 点 上 会 取 不 同 值 的 一 种 物理 量 。 例 如 ,温度 就 是 一 种 场 一 一 在 这 一 情况 下 是 一 
标量 场 , 我 们 把 它 写成 T(x, y, x)。 温 度 也 可 能 随时 间 变 化 ,那么 我 们 应 称 温度 场 与 时 间 
有 关 , 从 而 把 它 写成 T(z，y, z, t)。 另 一 例 为 流动 液体 的 “速度 场 ” ,我 们 把 时 刻 上 空间 每 
一 点 的 液体 速度 写成 v(z,y, <, +) , 它 是 一 个 矢量 场 。 

回 到 电磁 场 方面 来 ,虽然 它们 是 按 复杂 公式 由 电荷 所 产生 的 ,但 却 具 有 如 下 重要 特性 : 
在 空间 二 点 的 场 值 与 一 邻近 点 的 场 值 之 间 存 在 十 分 简单 的 关系 。 仅 凭 几 个 以 微分 方程 表达 
的 这 种 关系 ,我 们 就 能 把 场 完 整地 描述 出 来 。 正 是 依靠 这 样 的 方程 式 , 电 动力 学 规律 才 得 以 
被 最 简洁 地 写 出 。 

曾 有 过 种 种 发 明 ,试图 帮助 人 们 把 场 的 行为 形象 化 。 其 中 最 正确 也 最 抽象 的 一 种 
是 : 仅 认为 场 是 位 置 与 时 间 的 数学 函数 。 我 们 可 以 尝试 通过 在 空间 的 许多 点 各 画 出 一 
些 矢量 来 获得 一 个 关于 场 的 思维 图 像 , 其 中 每 一 矢量 给 出 该 点 场 的 强度 和 方向 。 这 一 
表达 方式 如 图 1-1 所 示 。 另 外 ,我 们 还 可 以 进一步 画 出 处 处 都 与 那些 矢量 相 切 的 一 些 
线 ,比如 ,这 些 线 沿 着 那些 箭头 并 跟踪 着 场 的 方向 。 当 我 们 这 样 做 时 ,就 已 丧失 了 矢量 
长 度 的 痕迹 ,但 可 通过 如 下 办 法 来 记录 场 的 强度 即 对 于 弱 场 把 场 线 画 得 较 疏 ,而 对 于 
强 场 则 把 场 线 画 得 较 密 。 我 们 按 惯 例 使 通过 垂直 于 线 的 每 单位 面积 的 线 数 与 场 强 成 
正比 。 当 然 ,这 只 是 一 种 近似 ,一 般 说 来 ,有 时 还 需要 在 某 处 画 一 些 新 线 以 保持 线 数 与 
场 强 相配 。 这 样 ,图 1-1 所 示 的 场 就 可 由 图 1-2 所 示 的 场 线 来 表示 。 


“ 
图 1-1 矢量 场 可 用 一 组 箭头 来 表 图 1-2 矢量 场 可 用 一 些 线 来 表示 ,这 些 线 
示 。 每 支 箭头 的 大 小 和 方向 为 所 画 在 每 一 点 与 场 矢量 的 方向 相 切 ,而 线 的 密度 
箭头 的 那 一 点 的 矢量 场 之 值 则 与 场 矢量 的 大 小 成 正比 


$1-3 矢量 场 的 特征 


矢量 场 在 数学 上 有 两 个 重要 性 质 ,我 们 将 利用 它们 从 场 的 观点 来 描述 电学 定律 。 若 
我 们 想象 某 种 闭合 面 ,并 试问 是 否 有 "* 某 种 东西 "从 里 面 流失 ;这 就 是 说 ,该 场 是 否 有 一 个 
“流出 "的 量 ? 例如 ,对 于 速度 场 ,我 们 也 许 要 问 ,该 面 上 的 速度 是 否 总 是 向 外 ,或 更 普遍 
地 问 ,是 否 (每 单位 时 间 ) 流 出 的 流体 比 流入 的 多 。 我 们 把 单位 时 间 流 经 该 面 的 净 流 体 量 
称 为 通过 该 面 的 “速度 通 量 "。 流 经 一 个 面积 单元 的 流量 恰好 等 于 垂直 该 面积 的 速度 分 
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量 乘 以 该 面积 。 对 于 任 一 个 闭合 面 , 净 流 出 量 ( 或 通 量 ) 等 于 速度 向 外 的 法 向 分 量 的 平均 





值 乘 以 该 闭合 曲面 的 面积 : 


通 量 = (平均 法 向 分 量 )* (曲面 的 面积 ). (1.4) 


在 电场 的 情况 下 ,我 们 可 以 在 数学 上 定义 与 流出 
量 相 类 似 的 东西 ,又 称 作 通 量 ,但 这 当然 不 是 任何 物质 
的 流动 ,因为 电场 并 不 是 任何 东西 的 速度 。 然 而 ,事实 
证 明 , 场 法 向 分 量 的 平均 值 这 个 数学 上 的 量 仍 有 其 实 
用 意义 。 于 是 ,我 们 来 谈 谈 电 通 量 一 一 这 也 是 由 式 
(1.4) 定 义 的 。 最 后 ,不 仅 谈论 通过 一 个 完全 闭合 曲面 
的 通 量 ,而 且 还 谈论 通过 任 一 个 有 边界 的 曲面 的 通 量 ， 
这 也 是 很 有 用 处 的 。 综 上 所 述 ,通过 这 样 一 个 面 的 通 
量 被 定义 为 矢量 的 法 向 分 量 的 平均 值 乘 以 该 曲面 的 面 
积 。 这 些 概念 如 图 1-3 所 示 。 

矢量 场 还 有 第 二 个 性 质 , 它 必须 用 一 条 曲线 而 
不 是 用 一 个 面 才 能 得 出 。 让 我 们 再 来 回顾 一 下 描写 
液体 流动 的 速度 场 ,也 许 会 提出 这 样 一 个 有 趣 的 问 
题 :该 液体 是 否 存在 环流 ? 我 们 所 说 的 环流 ,是 指 是 
否 有 围绕 某 个 环 路 的 净 旋 转运 动 ? 如 图 1-4 所 示 ， 


eel 
fj/ 


~ 垂直 于 面 的 分 量 
面 
图 1-3 矢量 场 通过 一 个 曲面 的 通 量 , 定 


义 为 矢量 的 法 向 分 量 的 平均 值 乘 以 该 曲 
面 的 面积 


假定 除 在 一 条 口径 均匀 的 环 状 闭合 管子 里 的 液体 外 ,液体 突然 处 处 都 被 冻结 了 。 也 就 是 说 ， 
管 外 的 液体 都 停止 了 流动 ,但 由 于 被 禁 铀 的 流体 内 存在 着 动量 (这 就 是 说 ,围绕 管子 沿 一 个 
方向 的 动量 大 于 沿 另 一 个 方向 的 动量 ) ,所 以 管内 的 液体 仍 可 继续 流动 。 我 们 把 管内 液体 的 有 
效 速率 乘 以 该 管 周 长 这 个 量 定义 为 环流 。 我 们 再 把 上 述 概念 加 以 引申 ,而 定义 任 一 矢量 场 的 


(a) 


(00) 








图 1-4 (a) 液 体 中 的 速度 场 ;设想 有 一 
截面 均匀 ,按照 图 (b) 所 示 的 任 一 闭合 曲 
线 安放 的 管子 ;假如 液体 除 管内 的 外 ,处 
处 都 被 冻结 , 那么 管 里 的 液体 便 将 按 


图 (<) 所 示 的 那样 循环 流动 
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“环流 ”( 即 使 没有 任何 东西 在 流动 亦 然 )。 对 于 任 一 矢量 场 , 绕 任 一 想象 中 的 闭合 曲线 的 环 
流 可 以 定义 为 矢量 ( 沿 一 致 向 指 ) 的 平均 切 向 分 量 乘 
以 该 回路 的 周 长 (图 1-5) , 即 

环流 二 (平均 切 向 分 量 ) .( 绕 行距 离 ).(1.5) 
你 们 将 会 看 到 ,这 一 定义 确实 给 出 了 一 个 正比 于 上 述 
迅速 被 冻结 的 管子 里 的 环流 速度 的 数值 。 
A 只 要 利用 这 两 个 概念 一 - 通 量 与 环流 一 我 
闭合 曲线 > 一 们 就 能 立即 描述 电学 和 磁 学 的 所 有 定律 。 你 可 能 
图 1-5 矢量 场 的 环流 等 于 矢量 ( 沿 一 致 向 。 不 会 一 下 子 就 理解 其 意义 ,但 它们 将 给 出 有 关 电磁 
指 ) 的 切 向 分 量 平均 值 乘 以 该 回路 的 周 长 。 ”方面 物理 学 基本 描述 方法 的 一 些 概念 。 








$1-4 电磁 学 定律 


电磁 学 第 一 个 定律 对 电场 通 量 是 这 样 描述 的 : 
厂 通过 任 一 闭合 曲面 的 通 量 一 曲 本 内 的 净 电 奏 . .6) 


式 中 % 是 一 常数 。 如 果 在 闭合 曲面 内 没有 电荷 ,即使 在 曲面 外 附近 存在 电荷 ,E 的 法 向 分 量 
的 平均 值 仍 然 等 于 零 , 所 以 并 没有 净 通 量 通过 该 曲面 。 为 了 证 明 这 种 表述 是 强 有 力 的 ,只 要 
再 加 上 来 自 单个 电荷 的 场 是 球 对 称 的 这 个 概念 做 准备 ,就 可 以 证 明 式 (1. 6) 与 库仑 定律 是 等 
同 的 。 对 于 一 个 点 电荷 ,我 们 做 一 个 包围 该 电荷 的 球面 ,那么 ,平均 法 向 分 量 就 正好 等 于 EE 
在 任 一 点 的 量 值 ,因为 这 个 场 必定 是 径 向 的 ,并 且 在 球面 上 的 任 一 点 具有 相同 的 强度 。 现 在 
法 则 讲 ,在 球面 上 的 电场 乘 以 球面 面积 一 一 即 跑 出 去 的 通 量 一 一 正比 于 球面 内 的 电荷 。 要 
是 使 球 的 半径 增 大 , 则 面积 按 半 径 的 平方 增加 ;电场 的 平均 法 向 分 量 乘 以 该 面积 仍 需 等 于 球 
面 内 的 电荷 ,因而 该 场 必定 随 距离 的 平方 减弱 。 这 就 得 到 了 一 个 “ 负 二 次 方 的 " 场 。 

在 空间 如 果 我 们 有 一 条 任意 而 不 动 的 曲线 ,并 测量 电场 绕 该 曲线 的 环流 ,那么 将 发 现 它 
一 般 不 等 于 零 ( 虽 则 对 于 库仑 定律 它 为 零 )。 更 确切 地 说 ,对 于 电学 还 存在 第 二 条 定律 , 即 对 
于 任 一 以 曲线 C 为 边缘 的 ( 非 闭合 ) 曲 面 5， 


E 绕 C 的 环流 一 旺 ( 通 过 S 的 旭 的 通 量 )- (1.7) 
再 写 出 下 面 两 个 有 关 磁场 B 的 相应 方程 ,我 们 就 能 完成 电磁 场 的 全 部 规律 。 
也 通过 任何 闭合 曲面 的 通 量 = 0. (1.8) 
对 于 以 曲线 C 为 边界 的 曲面 S， 
c(B 绕 C 的 环流 ) 一 是 (通过 $ 的 下 的 通 量 ) 十 通过 5 的 电流 通 量 。 (1.。) 


式 (1.9) 中 出 现 的 常数 为 光速 的 平方 , 它 之 所 以 出 现 是 由 于 磁 实际 上 是 电 的 一 种 相 
对 论 效应 。 至 于 插入 常数 。 , 则 是 为 了 方便 地 导出 电流 的 单位 。 
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式 (1.6) 一 (1.9) 以 及 式 (1. 1) 都 是 电动 力学 的 定律 ”。 牛 顿 定律 写 起 来 虽然 简单 ,但 它 会 引 
出 一 大 堆 复 杂 的 结果 ,而 你 要 深入 地 学 习 就 得 花费 很 长 时 间 。 现 在 这 些 定律 既然 写 起 来 就 没有 
那么 简单 , 那 当然 意味 着 其 结果 将 更 为 复杂 ,所 以 我 们 将 花 大 量 时 间 才 能 把 它们 全 部 弄 清楚 。 

通过 做 一 系列 小 实验 (这 些 实验 在 定性 上 表明 电场 和 磁场 的 关系 ) ,我 们 就 能 验证 某 些 电 
动力 学 定律 。 当 你 梳头 时 ,将 会 对 式 (1. 1) 中 的 第 一 项 有 所 体验 ,因而 我 们 就 不 去 证 明 这 一 项 
了 。 如 图 1-6 所 示 , 给 悬挂 在 一 条 形 磁铁 上 面 的 导线 输入 电流 , 式 (1. 1) 中 的 第 二 项 可 得 以 演 
示 。 当 电流 接 通 时 ,导线 由 于 受 力 正 = qv X B 作用 而 发 生 了 运动 ; 当 存在 电流 时 , 线 里 的 电荷 
在 运动 ,所 以 它们 有 一 速度 % 磁 铁 产 生 的 磁场 就 会 对 它们 施加 作用 力 ,结果 把 导线 推 向 一 旁 。 





图 1-6 一 条 形 磁铁 在 导线 处 给 出 了 磁场 B。 当 有 电流 沿 导线 流动 时 ,该 
导线 由 于 受 力 下 = gr X 8 的 作用 而 运动 


当 导线 被 推 向 左边 时 ,我 们 会 预料 到 磁铁 必定 感受 到 被 推 向 右边 。 否 则 就 可 将 整套 设 
备 装 在 一 辆 车 子 上 而 构成 一 个 动量 不 守恒 的 推进 系统 ! 虽然 这 力 太 小 \ 不 足以 使 磁铁 的 运 
动 看 得 见 , 但 被 更 加 灵敏 地 支撑 着 的 一 根 磁铁 ,比如 像 指南 针 那 样 ,就 会 显现 出 运动 来 。 

导线 为 什么 会 推 磁铁 呢 ? 导线 里 的 电流 会 产生 它 自 身 的 磁场 ,从 而 施 力 于 磁铁 上 。 按 
照 式 (1.9) 中 的 第 二 项 ,电流 必 有 一 个 吾 的 环流 一 一 在 这 种 情况 下 ,3 线 就 是 环绕 该 导线 的 
回路 ,如 图 1-7 所 示 。 作 用 于 磁铁 上 的 力 ,就 是 由 这 召 产 生 的 。 

式 (1. 9) 还 告诉 我 们 ,对 于 通过 导线 的 一 个 恒定 电流 ,对 围绕 导线 的 任何 曲线 吾 的 环流 
都 相同 。 由 于 曲线 一 一 比方 说 是 一 圆周 一 一 距离 导线 越 远 , 则 其 周 长 越 长 ,B 的 切 向 分 量 就 
必然 威 小 。 你 可 以 看 到 ,事实 上 我 们 该 期 待 B 随 着 离开 长 直 导 线 的 距离 线性 地 减弱 。 

现在 ,我 们 已 经 说 过 , 流 经 导线 的 电流 会 产生 磁场 ;而 当 有 磁场 存在 时 ,就 有 一 力作 
用 于 载 有 电流 的 导线 上 。 于 是 我 们 也 预料 到 ,如 果 用 导线 中 的 电流 来 产生 磁场 , 则 它 会 
对 另 一 载 流 导线 施 一 作用 力 。 这 可 由 采用 如 图 1-8 所 示 的 两 根 悬 挂 导线 来 做 演示 。 当 
两 电流 同 向 时 ,两 导线 相 吸 ;但 当 两 电流 方向 相反 时 ,它们 将 相 斥 。 





* 我 们 仅 需 加 上 关于 环流 符号 某 些 规定 的 说 明 。 
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图 1-7 导线 的 磁场 施 力 于 磁铁 





图 1-8 两 条 通电 流 的 导线 互相 有 力作 用 着 


简 言 之 ,电流 和 磁铁 均 会 产生 磁场 。 且 慢 ! 试问 磁铁 究竟 是 什么 ? 如果 磁 场 是 由 运动 
电荷 产生 的 ,那么 ,来 自 一 块 磁铁 的 磁场 是 否 有 可 能 也 是 由 于 电流 的 原因 呢 ? 看 来 的 确 是 这 
样 。 我 们 可 以 将 实验 中 的 条 形 磁铁 用 一 个 导电 线圈 来 代替 ,如 图 1-9 所 示 。 当 电流 通过 线 
圈 一 一 同时 也 有 电流 通过 在 线圈 上 面 的 那 根 直 导线 一 一 时 ,我 们 便 会 观察 到 导线 的 运动 与 
以 前 用 磁铁 而 不 用 线圈 时 完全 一 样 。 换 言 之 ,线圈 里 的 电流 模仿 了 一 块 磁铁 。 因 此 ,看 来 一 
块 磁铁 的 作用 就 如 同 它 含有 一 种 永恒 的 环行 电流 一 样 。 事 实 上 ,我 们 可 以 用 铁 原 子 中 的 恒 
定 电流 来 理解 磁铁 。 在 图 1-7 中 ,作用 在 磁铁 上 的 力 就 是 由 式 (1. 1) 中 的 第 二 项 引起 的 。 

究竟 这 些 电流 是 从 哪里 来 的 呢 ? 一 种 可 能 来 自 原子 轨道 中 电子 的 运动 。 实 际 上 虽然 对 
于 某 些 材料 来 说 这 是 正确 的 ,但 对 铁 来 说 却 是 不 正确 的 。 一 个 电子 ,除了 在 原子 中 环行 之 
外 ,还 绕 它 本 身 的 轴 旋 转 一 一 有 些 像 地 球 的 自转 一 一 正 是 由 于 自 旋 所 产生 的 电流 才 为 铁 提 
供 了 磁场 (我 们 说 “有 些 像 地 球 的 自转 " ,是 因为 这 一 问题 在 量子 力学 中 竟 是 那么 奥妙 ,以致 
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B 
(来 自 线圈 ) 


接 至 负 端 


图 1-9 图 1-6 中 的 磁铁 可 用 一 个 载 流 线 圈 来 代替 ,有 一 相似 的 力作 用 在 导线 上 


一 些 经 典 概念 并 不 能 真正 恰当 地 描述 这 些 事物 )。 在 大 多 数 物质 中 ,有 些 电子 这 样 自 旋 , 另 
一 些 电子 那样 自 旋 , 所 以 磁性 互相 抵消 ;可 是 在 铁 里 一 一 由 于 某 个 我 们 将 在 以 后 加 以 讨论 的 
神秘 原因 一 一 有 许多 电子 却 绕 着 它们 的 排列 整齐 的 轴 旋转 着 ,这 正 是 磁性 的 起 源 。 

由 于 磁铁 的 场 都 是 来 自 电流 ,所 以 我 们 无 需 因 存在 磁铁 而 在 式 (1.8) 和 (1.9) 中 引进 
任何 额外 的 项 。 我 们 只 要 取 所 有 的 电流 ,包括 自 旋 电子 的 环行 电流 ,那么 该 定律 就 对 了 。 
但 你 亦 应 注意 , 式 (1.8) 说 明 不 存在 与 出 现在 式 (1. 6) 右 边 的 电荷 相 类 似 的 磁 “ 荷 "。 没 有 
人 曾 发 现 过 磁 荷 。 

式 (1. 9) 右 边 的 第 一 项 是 由 麦克 斯 韦 从 理论 上 发 现 的 ,而 且 十 分 重要 。 它 说 明 一 个 变化 
着 的 电场 会 产生 磁场 。 事 实 上 , 若 没有 这 一 项 ,该 方程 便 毫 无 意义 。 若 无 此 项 , 则 在 一 非 完 
整 的 回路 中 便 不 会 有 电流 。 但 正如 我 们 在 下 述 例子 中 将 见 到 的 这 样 的 电流 确实 存在 。 设 想 
一 个 由 两 块 平行 板 构成 的 电容 器 , 它 正在 充电 ,电流 流向 其 中 一 极 板 而 流出 另 一 极 板 ,如 图 
1-10 所 示 。 若 围绕 着 其 中 一 条 导线 画 一 条 曲线 C, 并 用 一 个 被 该 导线 贯穿 的 、 如 图 中 所 示 的 
Si 面 来 盖 满 这 条 曲线 ,按照 式 (1.9),B 绕 C 的 环流 由 导线 中 的 电流 乘 以 c* 给 出 。 可 是 若 我 





图 1-10 B 绕 曲线 C 的 环流 , 既 可 以 由 通过 面 S, 的 电流 给 出 ,也 可 以 由 
通过 面 S: 的 巨 的 通 量变 化 率 给 出 


10 | 费 因 受 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) a 


们 用 另 一 个 形状 像 碗 、 并 通过 电容 器 两 板 间 、 始 终 保持 在 导线 外 面 的 一 个 不 同 的 曲面 S: 来 
盖 满 , 那 又 将 怎样 呢 ? 肯定 不 会 有 任何 电流 通过 这 一 个 曲面 。 然 而 ,仅仅 改变 一 下 想象 中 的 
曲面 位 置 ,总 绝 不 会 改变 一 个 实际 的 磁场 吧 ! B 的 环流 必然 和 以 前 一 样 。 是 的 ,对 于 S, 和 
S: 两 个 面 , 式 (1.9) 右 边 的 第 一 项 和 第 二 项 相 结 合 ,确实 会 给 出 相同 的 结果 。 对 于 S: 来 说 ， 
B 的 环流 由 电容 器 两 板 间 E 的 通 量 的 变化 率 给 出 。 可 以 通过 计算 证 明 , 正 在 变化 着 的 EE 与 
电流 之 间 是 用 那 种 使 式 (1. 9) 保 持 正 确 所 必需 的 方式 相 联系 的 。 麦 克 斯 韦 看 到 了 它 的 必要 
性 ,因而 首先 写 出 了 完整 方程 。 

采用 图 1-6 所 示 的 那 种 装置 ,我 们 可 以 演示 另 一 个 电磁 学 定律 。 将 悬挂 导线 两 端 从 电 
池上 上 断 开 , 接 在 一 个 电流 计 上 , 它 会 告诉 我 们 何 时 有 电流 通过 该 导线 。 当 在 磁铁 产生 的 磁场 
中 向 旁 推动 导线 时 , 便 会 观察 到 电流 。 这 样 一 个 效应 恰恰 是 式 (1. 1) 的 另 一 个 结果 一 一 导线 
中 的 电子 感受 到 了 力 F 二 qv X B。 电子 之 所 以 具有 侧 向 速度 ,是 因为 它们 随 导 线 一 起 运动 。 
这 个 " 同 来 自 磁 铁 的 垂直 方向 的 下 一 起 产生 了 一 个 作用 于 电子 上 的 、 沿 导线 方向 的 力 ,此 力 
引起 电子 向 电流 计 运 动 。 

然而 ,假定 我 们 移动 的 不 是 导线 而 是 磁铁 ,从 相对 性 来 讲 , 可 猜测 到 这 不 应 当 产 生 任何 
差别 。 的 确 ,我 们 在 电流 计 中 观察 到 一 个 相似 电流 。 磁 场 怎么 会 产生 作用 于 静止 电荷 上 的 
力 呢 ? 按照 式 (1. 1) 一 定 存在 一 个 电场 。 一 根 运动 的 磁铁 必定 产生 电场 。 这 过 程 怎 样 发 生 ， 
可 以 由 式 (1.7) 定 量 地 给 予 说 明 。 这 个 方程 描述 了 许多 具有 巨大 实际 价值 的 现象 ,诸如 那些 
出 现在 发 电机 和 变压器 中 的 现象 。 

我 们 的 方程 组 最 引 人 注 目的 一 个 结果 是 , 式 (1.7) 和 (1. 9) 包 含 着 关于 在 很 大 距离 范 
围 内 的 电磁 辐射 效应 的 解释 。 解 释 大 致 如 下 :假设 由 于 导线 里 电流 突然 接 通 ,就 使 得 某 
处 的 磁场 增 大 ;于 是 ,根据 式 (1.7) 就 必然 存在 一 个 电场 的 环流 ; 当 这 建立 起 来 的 电场 产 
生 环流 时 ,根据 式 (1. 9) 又 一 个 磁 的 环流 将 形成 ;可 是 ,这 个 磁场 的 建立 又 将 产生 一 个 新 
的 电场 环流 …… 依 此 类 推 。 就 这 样 , 场 在 通过 空间 前 进 时 ,除了 在 它们 的 发 源 处 外 ,并 
不 需要 电荷 或 电流 。 这 就 是 我 们 都 能 够 互相 看 见 的 关键 所 在 ! 这 一 切 都 存在 于 电磁 
场 的 方程 组 中 。 


$1-5 场 是 什么 


现在 就 我 们 对 这 一 课题 的 看 法 讲 几 点 意见 。 你 也 许 会 说 :所 有 这 种 关于 通 量 和 环流 的 
概念 太 抽 象 了 。 由 于 空间 每 一 点 存在 电场 ,所 以 才 有 这 些 "定律 " 。 但 实际 发 生 的 情况 是 什 
么 ? 为 什么 你 不 能 用 (例如 ) 有 什么 东西 在 电荷 之 间 起 作用 来 加 以 解释 呢 ?" 唔 ,这 与 你 的 偏 
见 有 关 。 许 多 物理 学 家 经 常 说 ,中 间 没 有 任何 东西 的 那 种 直接 作用 是 不 可 思议 的 。( 既 然 某 
一 概念 已 经 被 想象 出 来 ,他 们 怎么 能 断定 它 是 不 可 思议 的 呢 ?) 他 们 会 说 :看 ! 我 们 现在 知 
道 这 种 单独 的 力 就 是 一 个 物体 对 另 一 个 物体 的 直接 作用 。 不 可 能 存在 一 种 无 需 由 媒质 来 传 
递 的 力 。" 但 当 我 们 研究 一 个 物体 紧 靠 着 另 一 个 物体 的 直接 作用 "时 ,真正 发 生 的 是 什么 呢 ? 
我 们 发 现 ,并 不 是 一 个 物体 紧 靠 着 另 一 个 物体 ,而 是 彼此 稍微 有 点 分 开 ,而 在 微小 尺度 内 有 
电力 起 着 作用 。 这 样 ,我 们 知道 将 要 用 电力 的 图 像 来 解释 所 谓 的 直接 接触 作用 。 既 然 肌肉 
的 推拉 力 将 要 用 电力 来 加 以 说 明 , 那 么 还 试图 坚持 认为 得 把 电力 看 成 像 那 种 古老 的 大 家 所 
熟悉 的 肌肉 推拉 力 , 那 肯定 是 不 合理 的 ! 唯一 通 情 达 理 的 问题 是 ,什么 才 是 看 待 电 效应 的 最 
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方便 途径 ? 有 些 人 宁可 把 这 些 效应 表达 成 在 电荷 间距 的 互 作用 ,从 而 采用 一 个 复杂 定律 。 
另外 一 些 人 则 喜欢 利用 场 线 。 他 们 老 是 画 场 线 ,而 感到 写 出 E 和 B 则 是 太 抽象 了 。 然 而 ， 
场 线 只 不 过 是 描写 场 的 一 种 粗略 的 办 法 ,要 用 场 线 直接 给 出 那些 正确 而 又 定量 的 定律 是 很 
困难 的 。 而 且 , 场 线 概念 并 不 含有 电动 力学 最 深刻 的 原理 , 即 释 加 原理 。 即 使 我 们 已 知道 了 
一 组 电荷 的 场 线 看 起 来 是 怎么 回 事 ,而 另 一 组 电荷 的 场 线 看 来 像 什 么 ,但 当 两 组 电荷 同时 存 
在 时 场 线 的 图 样 究竟 会 怎么 样 ,我 们 就 毫 无 概念 了 。 另 一 方面 ,从 数学 的 观点 看 ,全 加 很 容 
易 一 一 我 们 只 需 把 两 矢量 相 加 起 来 。 场 线 对 于 提供 一 个 生动 图 像 具 有 某 种 优点 ,可 是 也 有 
一 些 缺点 。 当 认为 电荷 处 于 静止 状态 时 直接 相互 作用 的 想法 固然 有 极 大 优点 ,但 当 涉 及 迅 
速 运动 的 电荷 时 就 具有 一 些 重大 缺点 。 

最 好 的 办 法 是 采用 抽象 的 场 概念 。 抽 象 虽然 可 惜 ,但 却 是 必要 的 。 尝 试 把 电场 用 某 种 
齿轮 的 运动 .或 用 线 、 或 用 某 种 材料 的 张力 来 表示 的 企图 所 耗费 的 物理 学 家 们 的 精力 , 比 起 
仅仅 获得 电动 力学 的 正确 答案 所 必需 的 大 概要 多 得 多 。 有 趣 的 是 ,关于 晶体 中 的 光 的 行为 
的 正确 方程 已 由 麦 卡 洛 于 1839 年 得 出 。 可 是 人 们 却 对 他 说 :“ 是 的 ,但 没有 任何 实际 物质 其 
机 械 性 能 满足 那些 方程 ,而 且 由 于 光 应 当 是 在 某 种 东西 中 的 一 种 振动 ,所 以 我 们 不 可 能 相信 
这 个 抽象 的 方程 式 。" 要 是 人 们 稍微 虚心 一 点 ,他 们 也 许 在 早 得 多 的 时 候 就 相信 关于 光 的 行 
为 的 正确 方程 了 。 

对 于 磁场 的 情况 ,我 们 可 提出 如 下 要 点 :假定 你 最 后 已 能 够 成 功 地 用 某 种 线 或 某 种 通过 
空间 运转 的 齿轮 构成 一 幅 关 于 磁场 的 图 像 ; 然 后 ,你 尝试 说 明 两 个 以 相同 速率 互相 平行 地 在 
空间 运动 的 电荷 所 发 生 的 情况 。 既 然 它们 在 运动 ,那么 它们 就 将 起 两 个 电流 一 样 的 作用 ,并 
会 有 磁场 和 它们 联系 在 一 起 (就 像 图 1-8 中 导线 里 的 电流 那样 )。 可 是 ,一 个 跟随 这 两 个 电 
荷 做 曲线 运动 的 观察 者 将 会 把 它们 看 作 是 静止 不 动 的 ,从 而 会 说 那里 没有 磁场 。 当 你 随同 
物体 一 道 运动 时 ,就 连 "齿轮 "或 " 线 "也 都 消失 不 见 了 ! 上 面 我 们 所 做 的 只 是 为 了 想 出 一 个 “ 
新 问题 。 那 些 齿轮 怎么 能 消失 呢 ? 那些 画 场 线 的 人 们 也 陷入 了 同样 的 困境 。 不 仅 不 能 说 明 
场 线 是 否 随 着 电荷 一 起 运动 ,而 且 在 某 些 参照 系 中 这 些 场 线 可 能 完全 消失 。 

于 是 ,我 们 讲 ,磁性 实际 上 是 一 种 相对 论 效应 。 就 我 们 刚才 所 考虑 的 两 个 做 平行 运动 的 
电荷 的 情况 来 说 ,我 们 应 期 望 对 于 它们 的 运动 得 用 数量 级 为 w/e* 的 项 来 做 相对 论 修正 。 
这 些 修正 应 当 与 磁力 相 一 致 。 但 在 我 们 的 实验 (图 1-8) 中 ,出 现 于 两 根 导线 间 的 力 是 怎么 
回 事 呢 ? 那里 的 磁力 是 全 部 磁力 。 这 看 来 似乎 不 像 是 一 种 “相对论 修 正 ”。 而 且 , 倘若 我 们 
估计 一 下 导线 里 电子 的 速度 (你 们 可 自行 算出 来 ), 则 我 们 求 得 它们 沿 导线 的 平均 速率 约 为 
0.01 cms“!'。 所 以 矿 /e? 约 等 于 10 ”, 这 肯定 是 一 个 可 以 忽略 的 “修正 "。 可 是 不 对 ! 尽管 
在 这 一 情况 下 ,磁力 仅 等 于 两 运动 电荷 的 “正常 "电力 的 10“ 倍 ,但 应 当 记 住 ,由 于 几乎 完全 
中 和 一 一 即 由 于 导线 里 存在 相同 数目 的 质子 和 电子 , “正常 "电力 已 经 完全 消失 了 。 由 于 中 
和 的 程度 远 较 1 /10” 来 得 准确 ,从 而 那个 我 们 称 之 为 磁力 的 小 小 相对 论 项 就 是 唯一 剩 下 来 
的 项 ,所 以 它 变 成 了 主要 的 项 。 

正 是 由 于 电 效 应 几乎 完全 抵消 , 才 使 得 相对 论 效应 ( 即 磁 现 象 ) 受 到 研究 ,而 其 正确 方程 
组 一 一 准确 至 九 /c* 一 一 才 被 发 现 , 虽 则 当时 物理 学 家 还 不 懂得 发 生 的 是 什么 事情 。 而 这 就 
是 为 什么 当 相对 论 被 发 现时 ,电磁 学 定律 并 不 需要 改变 。 它 们 一 一 不 像 力学 一 一 已 准确 至 
四 Jc? 的 精度 了 。 














12 | 费 恩 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


$1-6 科学 技术 中 的 电磁 学 


让 我 们 指出 下 述 事件 来 结束 本 章 。 希 腊 人 所 研究 的 许多 种 现象 中 有 两 种 是 十 分 奇特 
的 :如 果 你 擦 擦 琥珀 ,你 就 可 用 它 来 吸 起 一 些小 纸 片 ; 又 有 一 种 来 自 麦 尼 西亚 (Magnesia) 岛 
的 奇怪 石头 会 吸 铁 。 这 是 为 希腊 人 所 知道 的 、 电 磁 效 应 表现 得 很 明显 的 、 仅 有 的 现象 ,想起 
就 令 人 惊奇 。 之 所 以 仅仅 出 现 这 两 种 现象 ,其 原因 主要 在 于 早先 提 到 的 电荷 间 异 常 精确 的 
中 和 作用 。 通 过 希腊 人 之 后 的 科学 家 的 研究 ,发 现 了 一 个 又 一 个 的 新 现象 ,而 这 些 实际 上 都 
不 过 是 这 些 琥珀 和 (或 ) 磁 石 效应 的 某 些 方面 而 已 。 现 在 我 们 认识 到 ,化 学 作用 的 现象 以 及 
最 终生 命 本 身 的 现象 都 要 用 电磁 学 来 加 以 理解 。 

在 人 们 对 电磁 学 这 一 课题 的 认识 正在 提高 的 同时 ,以 往 不 敢 去 想象 的 一 些 技术 上 可 能 
发 生 的 事 出 现 了 ,从 而 ,下 述 这 些 事 就 成 为 可 能 :在 超 长 距离 之 间 通 讯 ; 同 几 英 里 外 中 间 没 有 
任何 联 线 的 另 一 个 人 说 话 ;以 及 开动 巨大 的 电力 系统 一 一 一 个 巨大 的 水 轮 , 用 数 百 英里 以 上 
的 细 线 与 别 的 发 动机 相连 接 , 该 发 动机 随 主 轮 而 转动 一 一 无 数 支线 在 上 万 的 地 方 与 成 万 台 
发 动机 相连 ,开动 着 工厂 和 家 庭 中 的 机 器 一 一 所 有 这 些 , 都 是 由 于 电磁 学 定律 的 知识 而 运转 
起 来 的 。 

今天 我 们 应 用 着 更 为 精细 的 效应 。 电 力 既 可 巨大 ,也 可 以 十 分 微小 ,而 我 们 都 能 够 控制 
它们 ,并 在 许多 方面 加 以 利用 。 我 们 的 仪器 是 如 此 精密 ,以 致 某 人 对 数 百 英里 外 的 一 根 细 小 
金属 棒 中 的 电子 施 以 影响 的 同时 ,你 就 能 说 出 他 正在 干什么 。 我 们 只 要 把 该 金属 棒 作 为 电 
视 机 的 天 线 就 可 ! 

从 人 类 历史 的 长 远 观点 来 看 一 一 例如 过 一 万 年 之 后 回头 来 看 一 一 毫 无 疑问 ,在 19 世纪 
中 发 生 的 最 有 意义 事件 将 被 认为 是 麦克 斯 韦 对 电磁 学 定律 的 发 现 。 与 这 一 重大 科学 事件 相 
比 ,同一 个 十 年 中 发 生 的 美国 内 战 ”, 将 降 为 一 个 地 区 性 琐事 而 黯然 失色 。 


* 美国 内 战 也 叫 美国 南北 战争 ,1861 年 开始 至 1865 年 结束 。 一 一 译 者 注 
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$ 2-1 对 物理 学 的 理解 


对 物理 学 家 来 说 ,要 有 从 不 同 观点 去 观察 问题 的 能 力 。 因 为 对 实际 物理 问题 的 准确 分 
析 往 往 非常 复杂 ,任何 特定 的 物理 情况 都 可 能 因 过 于 复杂 ,以 致 不 能 直接 通过 解 微分 方程 来 
进行 分 析 。 然 而 如 果 人 们 对 于 在 不 同情 况 下 方程 解 的 特性 有 某 些 了 解 , 则 对 于 一 个 系统 的 
行为 仍 可 以 获得 良好 的 概念 。 如 场 线 、 电 容 、 电 阻 以 及 电感 等 概念 ,对 此 目的 来 说 都 是 十 分 
有 用 的 。 因 此 ,我 们 将 花 不 少时 间 对 它们 进行 分 析 。 通 过 分 析 , 对 于 在 不 同 电磁 情况 下 会 发 
生 什么 事情 我 们 就 会 获得 一 种 感觉 。 另 一 方面 ,例如 像 场 线 这 类 启发 式 模型 ,没有 一 种 会 对 
所 有 情况 都 是 真正 适用 和 准确 的 。 只 有 一 种 表达 定律 的 准确 方式 , 那 就 是 表示 成 微分 方程 。 
就 我 们 所 知 微分 方程 具有 两 个 优点 , 即 它 既 是 基本 的 ,又 是 准确 的 。 如 果 你 已 学 习 过 那些 微 
分 方程 , 便 可 以 经 常 复 习 查 对 ,就 不 必 重 新 学 习 了 。 

要 了 解 在 不 同情 况 下 会 发 生 什 么 事情 ,将 花费 你 一 些 时 间 。 你 不 得 不 去 求解 方程 。 你 
每 次 解 方程 ,都 将 对 解 的 性 质 有 所 体会 。 为 了 把 这 些 解 牢记 在 心 ,利用 场 线 及 其 他 概念 来 研 
究 解 的 意义 也 是 有 益 的 。 这 就 是 你 将 真正 “理解 "方程 式 的 途径 ,也 是 数学 和 物理 学 的 区 别 
所 在 。 数 学 家 ,或 者 很 有 数学 头脑 的 人 ,在 “研究 "物理 学 的 过 程 中 往往 由 于 看 不 见 物理 而 误 
入 歧途 。 他 们 说 :“ 看 ,这 些微 分 方程 一 一 麦克 斯 韦 方程 组 一 一 就 是 电动 力学 的 一 切 ;物理 学 
家 已 经 承认 ,没有 什么 东西 不 包含 在 这 些 方 程式 之 内 。 这 些 方 程 尽管 复杂 ,但 毕竟 仅 是 一 些 
数学 方程 式 ,要 是 我 能 在 数学 上 对 它们 彻底 理解 , 那 我 对 物理 学 也 就 理解 透彻 了 。" 事 实 却 并 
非 如 此 。 大 凡 抱 着 这 种 观点 研究 物理 的 数学 家 一 一 也 有 过 不 少 这 样 的 人 一 一 往往 对 物理 学 
的 贡献 不 大 ,而 实际 上 对 数学 的 贡献 也 很 可 怜 。 他 们 之 所 以 失败 ,是 由 于 在 现实 世界 里 实际 
的 物理 情况 是 如 此 复杂 ,需要 对 方程 式 具有 更 为 充分 的 理解 。 

真正 理解 一 个 方程 式 一 一 即 不 仅 在 严格 的 数学 意义 上 一 一 意味 着 什么 , 狄 拉克 对 此 早 就 
有 所 评述 。 他 说 :“ 如 果 我 没有 实际 解 一 个 方程 而 对 其 解 的 特性 已 有 一 种 估计 办 法 , 那 我 就 懂 
得 了 该 方程 的 意义 。 因 此 , 若 我 们 无 需 实际 解 那个 方程 而 对 在 给 定 情况 下 会 发 生 什么 便 已 有 
一 种 了 解 的 办 法 , 则 我 们 便 算 “理解 "了 应 用 到 这 些 情况 上 去 的 那个 方程 了 。 物 理 上 的 理解 乃 
是 一 种 完全 非 数学 性 .不 精确 和 不 严格 的 事 , 但 对 于 一 个 物理 学 家 来 说 却 是 绝对 必需 的 。 

通常 , 像 这 样 一 种 课程 是 按照 逐步 阐明 物理 概念 的 方式 一 一 即 从 简单 的 情况 开始 逐渐 
过 渡 到 越 来 越 复杂 的 情况 一 一 来 编排 的 。 这 就 要 求 读者 要 不 断 忘记 以 前 学 过 的 东西 一 一 忘 
记 在 某 些 情况 下 正确 \ 而 在 一 般 情况 下 却 不 正确 的 那些 东西 。 例 如 ,电力 取决 于 距离 的 平方 
那 一 条 “定律 "就 不 是 一 贯 正确 的 。 所 以 我 们 在 本 书 中 更 喜欢 相反 的 途径 。 我 们 宁愿 一 开始 
就 采用 那些 完整 定律 ,然后 回 过 头 来 把 它们 应 用 于 一 些 简单 情况 ,从 而 在 前 进 过 程 中 发 展 物 
理 概 念 。 这 就 是 我 们 将 要 做 的 事情 。 
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我 们 所 采取 的 途径 与 历史 的 途径 完全 相反 ,人 们 在 后 一 途径 中 通过 实验 获得 知识 ,依靠 
实验 来 发 展 学 科 。 但 物理 学 这 一 学 科 在 过 去 二 百 多 年 中 是 由 一 些 非常 有 创造 才能 的 人 发 展 
起 来 的 ,而 当 我 们 仅 以 有 限时 间 去 获得 知识 时 ,就 不 可 能 涉及 他 们 曾经 做 过 的 每 件 事情 。 可 
惜 ,在 这 些 讲课 中 可 能 会 丢失 的 东西 之 一 就 是 有 关 事件 的 历史 及 实验 发 展 。 希 望 某 些 不 足 
在 实验 室 中 能 够 得 到 补偿 。 你 也 可 以 通过 阅读 (大 英 百科 全 书 》 来 补充 我 们 所 不 得 不 割爱 的 
东西 ,那里 载 有 很 好 关于 电学 及 物理 学 其 他 部 分 历史 的 条 目 。 你 也 会 在 有 关 电磁 学 的 许多 
教科 书 中 找到 一 些 历史 知识 。 


$2-2 标量 场 和 矢量 场 一 一 T 与 h 


现在 我 们 从 电磁 理论 抽象 的 、 数 学 的 观点 开始 。 目 的 是 解释 第 1 章 中 所 给 出 的 那些 定 
律 的 意义 。 而 为 了 做 到 这 一 点 ,必须 首先 对 一 种 将 要 用 到 的 新 的 特殊 符号 加 以 解释 。 所 以 
就 让 我 们 暂时 忘却 电磁 学 而 讨论 矢量 场 的 数学 。 这 不 但 对 于 电磁 学 而 且 对 于 所 有 物理 情况 
都 是 十 分 重要 的 。 正 如 通常 微 积分 学 对 于 所 有 物理 部 门 都 那么 重要 一 样 ,矢量 的 微分 学 也 
是 如 此 。 我 们 就 转 到 这 么 一 个 科目 上 来 吧 。 
下 面 列举 一 些 来 自 矢量 代数 的 等 式 ,并 假定 你 们 都 已 知道 了 。 
A.B= 标 量 = A.B, 十 A,B, 十 A.B。 (2.1) 
4X 有 一 矢量 (2.2) 
(AXB). = A.B,—A,B 
(AXB), = A,B.—A.B 
(AXB), = A.B,— A.B. 


AXA=0 (2.3) 
4.(4XB) 一 0 (2.4) 
A:(BXC)=(AXB):C (2.5) 
AX(BXC)=B(A:C)—C(A.B) (2.6) 
我 们 也 要 用 到 从 微分 学 方面 得 来 的 下 列 两 个 等 式 : 
Af(xz, y, z) = Ay gy (2.7) 
ar ay az 
af af 








(2.8) 


当然 ,第 一 个 等 式 (2.7) 只 有 在 Ax, Ay, Az 都 趋 于 零 的 极限 时 才 正确 。 

可 能 存在 的 最 简单 的 物理 场 是 标量 场 。 你 应 当 记 得 ,我 们 所 说 的 场 是 指 取决 于 空间 位 
置 的 一 个 量 。 所 谓 标量 场 , 仅 指 每 点 由 单一 的 数值 一 一 一 个 标量 一 一 标志 的 场 。 当 然 这 个 
数值 可 随时 间 而 变 ,但 眼前 我 们 还 无 需 为 此 操心 。 我 们 将 只 谈论 在 某 一 给 定时 刻 场 看 来 是 
个 什么 样子 。 作 为 标量 场 的 一 个 例子 , 试 考虑 一 块 固 体 材 料 , 其 中 某 些 地 方 加 热 而 另 一 些 地 
方 受 冷 ,使 得 该 物体 的 温度 以 一 种 复杂 的 方式 逐 点 改变 。 于 是 温度 将 是 在 某 直角 坐标 系 中 
测 得 的 空间 位 置 (z,y, zx) 的 函数 ,所 以 温度 是 一 标量 场 。 

考虑 标量 场 的 一 种 办 法 是 去 设想 一 些 “等 值 面 ", 即 通过 所 有 相同 值 的 场 点 画 成 的 想 
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象 中 的 面 ,正如 在 地 图 上 那些 由 等 高 点 连 成 的 等 高 线 一 样 。 对 于 一 个 温度 场 来 说 ,这 些 
等 值 面 被 称 为 “等 温 面 "或 等 温 线 。 图 2-1 表示 一 温度 场 ,并 表明 在 z= 二 0 处 TT 对 zx 和 y 
的 关系 。 在 该 图 上 画 出 了 几 条 等 温 线 。 

还 存在 一 种 矢量 场 , 概 念 也 十 分 简单 ,就 是 在 空间 的 每 一 点 给 出 一 个 矢量 ,这 个 矢量 逐 
点 变化 。 作 为 一 个 例子 ,可 考虑 一 个 旋转 物体 。 在 任意 点 物体 中 物质 的 速度 便 是 一 个 矢量 ， 
它 是 位 置 的 函数 (图 2-2)。 作 为 第 二 个 例子 ,考虑 在 一 块 材料 里 的 热流 。 如 果 在 材料 中 某 
处 的 温度 较 高 另 一 处 的 温度 较 低 , 则 热量 就 会 从 较 热 处 流 至 较 冷 处 。 在 材料 中 的 不 同位 置 
热量 将 朝 不 同 的 方向 流动 。 这 一 热流 就 是 一 个 有 方向 的 量 ,我 们 称 其 为 h。 它 的 大 小 是 有 
多 少 热量 在 流动 的 量度 。 关 于 热流 矢量 的 例子 也 如 图 2-1 所 示 。 





图 2-1 温度 了 是 标量 场 的 一 个 例子 。 与 空间 每 一 点 (z，>， 图 2-2 旋转 物体 中 原子 的 速度 是 
z) 相 联系 的 是 一 个 数值 T(x, y, =)。 处 于 标记 着 工 一 20" 的 曲 矢量 场 的 一 个 例子 
面 (图 中 所 示 为 x = 0 处 的 一 条 曲线 ) 上 所 有 的 点 都 有 相同 温 

度 。 箭 头 是 热流 矢量 AP 的 一 些 样品 


让 我 们 对 h 下 一 个 更 准确 的 定义 :热流 矢量 在 一 点 的 大 小 就 是 在 单位 时 间 内 通过 垂直 
于 流动 方向 的 无 限 小 面积 元 上 单位 面积 的 热能 。 这 个 矢量 指向 热量 流动 的 方向 ( 见 图 2-3)。 
用 符号 表示 为 : 若 AJ 为 单位 时 间 内 通过 面积 元 Aa 的 热能 , 则 


= Ne,, (2.9) 


式 中 er 是 沿 流动 方向 的 单位 矢量 。 
量 关 也 可 按 另 一 种 方式 一 一 用 它 的 分 量 一 一 来 下 定义 。 我 们 试问 ,有 多 少 热量 会 通 
过 一 个 与 流动 方向 成 任意 角度 的 小 面积 。 在 图 2-4 中 ,我 们 表示 一 个 小 面积 元 Aa: 与 垂直 
于 热流 的 另 一 个 小 面积 元 Aa 相 倾斜 。 单 位 矢量 = 与 面积 元 Aa* 垂直 。m= 与 h 之 间 的 夹 角 
就 等 于 两 个 面积 元 之 间 的 角度 (因为 h 垂直 于 Aa )。 那 么 ,每 单位 时 间 内 通过 Aa; 的 热量 
有 多 少 呢 ? 通过 Aa* 的 热量 就 等 于 通过 Aa, 的 ,只 不 过 面积 不 同 罢 了 。 事 实 上 ，Aa, 一 

Aazcos g。 因此 ,通过 Aa* 的 热流 为 
人 AL (2.10) 


Na 0 
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我 们 对 此 式 加 以 说 明 : 通 过 单位 法 线 为 n 的 任何 面积 元 的 热流 (单位 时 间 、 单 位 面积 ) 为 
hn。 同 样 可 以 说 :垂直 于 面积 元 Aa 的 热流 分 量 为 h* n。 如 果 愿 意 ,也 可 以 认为 这 些 说 
法 定义 了 h。 我 们 也 将 把 这 些 相同 概念 应 用 于 其 他 矢量 场 。 





图 2-3 热流 是 一 种 矢量 场 。 矢 量 h 指向 热量 流动 的 方 图 2-4 流 经 Aa 的 热量 与 流 经 Aaw 的 相同 
向 。 它 的 大 小 则 是 单位 时 间 内 流 过 垂直 于 流动 方向 的 面 
积 元 的 能 量 除 以 该 面 元 的 面积 


$2-3 场 的 微 商 一 一 梯度 


当场 随时 间 变 化 时 ,可 通过 给 出 场 对 时 间 的 微 商 加 以 描述 。 我 们 希望 用 同样 办 法 来 描 
述 场 对 位 置 的 变化 ,因为 对 于 例如 在 一 点 的 温度 与 在 邻近 一 点 的 温度 间 的 关系 ,我 们 是 感 兴 
趣 的 。 怎 样 求 温度 对 位 置 的 微 商 呢 ? 我 们 求 温度 对 z 的 微 商 吗 ? 还 是 对 y, 或 是 对 =? 

有 用 的 物理 定律 应 当 不 依赖 于 坐标 系 的 取向 。 因 此 ,它们 应 被 写成 两 边 都 是 标量 或 两 边 
都 是 矢量 的 一 种 形式 。 一 个 标量 场 的 微 商 ,比如 说 9T/3z, 究 竟 是 什么 呢 ? 是 标量 矢量 ,还 是 
其 他 什么 东西 ? 它 既 不 是 标量 ,也 不 是 矢量 ,因为 正如 你 能 容易 领会 的 ,假如 我 们 取 不 同 的 zx 
轴 ,3T/9zx 肯定 会 不 同 。 可 是 要 注意 , 微 商 可 能 有 三 个 :9T/3x, 3T/ay 和 3aT/az。 由 于 有 这 三 
个 微 商 , 而 我 们 又 知道 要 形成 一 矢量 需要 三 个 数 ,也 许 这 三 个 微 商 就 是 一 个 矢量 的 分 量 : 


(到 ， aT 3T 


Ry” ay” 区) 矢量 . 你 


当然 ,一般 并 非 任何 三 个 数 都 能 构成 为 一 矢量 。 只 有 当 我 们 旋转 坐标 系 ,矢量 的 各 个 
分 量 按照 正确 的 方式 变换 时 ,这 才 成 立 。 所 以 需要 分 析 坐标 系 旋转 时 ,这 些微 商 究竟 是 
如 何 变换 的 。 我 们 将 证 明 式 (2. 11) 确 实 是 一 个 矢量 。 当 坐标 系 转动 时 ,这 些微 商 的 确 按 
正确 的 方式 变换 。 

我 们 可 用 几 种 方法 来 看 这 个 问题 。 一 个 方法 是 , 提 一 个 答案 与 坐标 系 无 关 的 问题 ,并举 
试用 “不 变量 "的 形式 来 表示 这 一 答案 。 例 如 , 若 S = A * 8, 而 且 若 A 和 B 都 是 矢量 , 则 我 
们 知道 一 一 因为 我 们 已 在 第 1 卷 第 11 章 中 加 以 证 明 一 一 S 是 一 个 标量 。 无 需 研究 它 是 否 
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会 随 坐 标 系 改变 而 改变 ,我 们 就 已 知道 S 是 一 个 标量 ,因为 它 是 两 个 矢量 的 标 积 ,所 以 它 不 
可 能 改变 。 与 此 相仿 ,如 果 我 们 有 三 个 数 B, ，B: , B; ,并 且 对 每 一 个 矢量 4 都 能 找 出 

4:.B: 十 A,B: 十 A.B: = 5S, (2.12) 
式 中 S 对 于 任何 坐标 系 都 相同 。 那 么 ,这 三 个 数 B ，B, ，B, 必定 是 某 一 矢量 8 的 分 量 B,， 
B,, B.。 

现在 让 我 们 考虑 温度 场 。 假 设 取 已 和 P 两 点 ,它们 分 开 一 小 间距 AR。P, 处 的 温度 为 
TT 而 P; 处 的 为 T ,彼此 间 的 差 AT = T; 一 了 T。 在 这 些 实际 的 物理 点 ,温度 肯定 与 为 测量 其 坐 
标 而 选取 的 各 坐标 轴 无 关 。 尤 其 是 ,AT 为 一 个 与 坐标 系 无 关 的 数值 。 所 以 它 是 一 个 标量 。 

如 果 我 们 选取 一 组 方便 的 坐标 轴 , 则 能 写 出 
Ti= T(r, y, xz) 和 T, = T(z+Az, y+Ay, z+ 
Az), 其 中 Ar，Ay 和 Az 是 矢量 AR 的 分 量 
(图 2-5)。 记 住 式 (2. 7) ,我 们 便 可 以 写 出 : 














EY 
AT= 区 和 十 By Ep (2.13) 


式 (2.13) 的 左边 是 一 个 标量 。 右 边 是 各 含有 Az， 
Ay 和 Az( 一 个 矢量 的 分 基 ) 的 三 个 乘积 之 和 。 这 样 
我 们 得 出 结论 ,这 三 个 数值 

aT aT, oT 

3r’ dy’ az 
也 是 一 矢量 的 =, 和 = 分量 。 我 们 用 符号 YT 描写 这 个 新 矢量 。 这 个 符号 Y 是 A 的 类 倒 ,这 
会 使 我 们 回忆 起 微分 来。 人 们 用 各 种 不 同方 式 来 读 VT:“del-T", 或 *T 的 梯度 "或 "grad T"， 





图 2-5 矢量 AR, 其 分 量 为 Ax, Ay 和 As 


grad T=Vr= (区 aT 区 ) 


arz' ay， az (2.14) 


利用 这 个 符号 ,可 以 把 式 (2. 13) 重 写成 一 个 更 简洁 的 形式 : 
AT = VT . AR. (2.15) 


口头 上 这 个 式 子 说 ,两 邻近 点 之 间 的 温度 差 等 于 T 的 梯度 与 两 点 间 位 移 矢量 的 点 积 。 式 
(2. 15) 的 形式 也 清楚 地 说 明了 上 面 我 们 关于 VT 确 是 一 个 矢量 的 证 明 。 

也 许 你 还 未 相信 吧 ! 让 我 们 用 另 一 种 办 法 来 证 明 它 ( 不 过 ,如 果 你 仔细 加 以 考察 ,你 可 
能 会 看 到 这 实际 上 是 兜 一 个 更 大 圈子 的 同一 种 证 法 )。 我 们 将 证 明 ,VT 的 分 量 会 按照 与 R 
的 分 量 完全 相同 的 方式 变换 。 如 果 它 们 的 确 是 这 样 , 则 按照 第 1 卷 第 11 章 里 我 们 关于 矢量 
的 原来 定义 ,VT 就 是 一 矢量 。 试 取 一 个 新 坐标 系  ，y ,>z ,并 用 这 一 新 系统 算出 9T/az' ， 
3T/ay 和 3T/az'。 为 了 使 事情 稍微 简单 些 ,我 们 令 = = z ,以便 可 以 忘记 = 坐标 。 你 尽 可 





* 在 我 们 的 符号 中 ,表示 式 (a, b,c) 代表 一 个 具有 分 量 a, 和 * 的 矢量 。 如 果 你 喜欢 用 单位 矢量 i, 了 
和 的话 ,那么 可 以 写成 : 
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以 自己 检验 更 普遍 的 情况 。 


我 们 取 一 个 相对 于 zy 系 转 过 角度 9 的 x y 系 ， 
如 图 2-6(a) 所 示 。 对 于 点 (x+, y), 在 加 撤 系 统 中 其 





坐标 为 : 
Zz = xcos0+y sinO; (2.16) 
y 一 一 zsinb 十 ycos0. (2.17) 
或 者 , 解 出 和 ?, 则 得 : 
而 > 工 一 zi cos0—y sinO; (2.18) 
?一 zsinbg 十 ycos0. (2.19) 


如 果 任何 一 对 数字 在 用 这 些 方程 进行 变换 时 ,其 方 
式 与 x 和 y 的 变换 方式 一 样 ,那么 它们 便 是 一 个 矢 
量 的 分 量 。 

现在 让 我 们 来 看 看 如 图 2-6(b) 所 选取 的 两 个 邻 
近 点 P, 和 P; 的 温度 差 。 若 我 们 用 x 和 y 坐标 来 计 
算 , 则 可 以 写成 














图 2-6 《〈a) 变 换 到 一 个 已 转动 了 的 坐标 27 一 3TAaz, (2. 20) 
系 上 去 ;(b) 间 距 AR 与 z 轴 平 行 的 一 个 
特殊 情况 因为 Ay 等 于 零 。 
在 那个 加 撤 的 系统 里 进行 计算 ,会 得 出 个 什么 
呢 ? 我 们 应 写成 
WE 
AT= 7A + ay (2.21) 
看 一 看 图 2-6(b) , 即 可 知道 
Ar' 一 Ar cosb (2.22) 
和 Ay' =— Ax sinb， (2.23) 
因为 Az 为 正 时 Ay 为 负 。 把 这 些 代 入 式 (2.21) ,得 : 
Po ey LY, (2.24) 
az ay 
= ( 芝 co 一 2 singjAz. (2.25) 
比较 式 (2. 25) 和 (2. 20) ,我 们 看 到 
至 = 芝 cosb 一 2 sing (2.26) 
工 y 


这 个 式 说 明 :3T/3z 可 从 9T/3z’ 和 9T/9y 获得 ,正如 同 式 (2.18) 中 的 z+ 可 以 从 zx 和 
获得 那样 。 因 此 3T/3z 就 是 一 个 矢量 的 分 量 。 同 样 的 论据 也 可 以 证 明 ,3T/8y 和 
aTAz 分 别 为 一 个 矢量 的 >” 和 = 分 量 。 所 以 VT 肯 定 是 一 个 矢量 , 它 是 从 标量 场 工 导 出 
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的 一 个 矢量 场 。 


$2-4 算 符 v 


现在 我 们 就 能 够 做 一 件 非常 有 趣 而 巧妙 的 事情 一 一 并 且 是 使 数学 绚丽 多 彩 的 一 些 事物 
的 标志 。 前 面 对 的 梯度 或 VT 是 一 个 矢量 的 论证 ,与 我 们 究竟 对 哪 一 个 标量 场 进行 微分 
无 关 。 假 若 被 任 一 标量 场 代替 ,所 有 论证 可 以 同样 进行 。 既 然 不 管 我 们 对 什么 求 导 , 那 
些 变换 公式 都 相同 ,那么 就 可 以 略 去 T 而 由 一 个 算 符 方程 


a 2 
天 = 区 op 和 sn (2.27) 


来 代替 式 (2. 26) ,正如 人 金 斯 (Jeans) 曾 经 说 过 的 那样 ,我 们 让 算 符 “忙于 对 某 事物 求 导 "。 
由 于 这 些微 分 算 符 本 身 就 已 如 同一 个 矢量 的 分 量 那样 进行 变换 ,所 以 我 们 可 以 称 它 们 
为 一 个 矢量 算 符 的 分 量 , 即 可 以 写成 : 


(2.28) 


当然 , 它 意味 着 
(2.29) 


我 们 已 经 把 T 去 掉 而 使 梯度 抽象 化 了 一 一 这 是 一 个 绝妙 的 想法 。 

当然 ,你 必须 始终 记 住 V 是 个 算 符 。 它 单独 没有 什么 意义 。 如 果 VV 本 身 没有 什么 意义 ， 
那么 要 是 乘 以 一 标量 一 一 比如 T 一 一 那 乘积 TV 又 会 有 什么 意义 呢 ( 我 们 总 可 以 用 一 标量 
乘 一 矢量 )? 它 仍然 不 具有 什么 意义 。 它 的 工分 量 是 


TF (2.30) 


它 不 是 一 个 数 , 而 仍然 是 某 种 算 符 。 然 而 ,按照 矢量 代数 ,我 们 仍 可 以 把 TV 称 为 一 个 矢量 。 
现在 让 我 们 在 V 的 另 一 边 乘 上 一 标量 ,使 之 形成 乘积 (VT)。 在 普通 代数 中 


TA = AT, (2.31) 


但 我 们 得 记 住 , 算 符 代数 稍 有 别 于 普通 的 矢量 代数 。 用 算 符 时 ,必须 时 刻 保持 正确 顺序 ,以 便 
使 运算 构成 适当 的 意义 。 如 果 你 真正 记 住 了 算 符 V 遵 循 与 微 商 符号 相同 的 惯例 , 那 你 就 不 会 
有 任何 困难 。 凡 要 求 导 的 东西 一 定 要 放 在 V 的 右边 。 这 里 ,先后 次 序 是 重要 的 。 

记 牢 了 这 个 次 序 问题 ,我 们 就 懂得 TV 是 一 个 算 符 ,但 VT 却 不 再 是 一 个 饥饿 的 算 符 ， 
该 算 符 已 完全 被 满足 了 。 并 且 它 确实 是 一 个 有 意义 的 物理 矢量 ,代表 T 的 空间 变化 率 。 
VT 的 z 分 量 就 是 T 在 z 方向 上 变化 得 多 快 。 矢 量 VT 的 方向 是 什么 ? 我 们 知道 ,T 在 任 一 
方向 上 的 变化 率 等 于 VT 在 该 方向 的 分 量 ,参见 式 (2.15), 由 此 可 以 推 知 ,VT 的 方向 是 它 最 
大 而 可 能 存在 的 分 量 的 方向 一 一 换 句 话说 ,是 了 变化 得 最 快 的 方向 。T 的 梯度 具有 (在 
处 ) 最 急剧 上 升 的 斜率 的 方向 。 
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§2-5 VvV 的 运算 
矢量 算 符 V, 能 否 用 作 其 他 方面 的 代数 运算 ? 让 我 们 尝试 把 它 同一 个 矢量 组 合 起 来 。 
可 以 通过 点 积 来 组 合 两 个 矢量 ,这 可 构成 这 样 两 种 点 积 : 
(矢量 ) . V; 或 Y . (矢量 ). 


第 一 种 还 没有 什么 意义 ,因为 它 仍然 是 一 个 算 符 。 最 终 的 含意 取决 于 它 所 运算 的 对 象 如 何 。 
第 二 种 乘积 则 是 某 个 标量 场 (4* B 总 是 一 个 标量 )。 
让 我 们 就 用 一 个 已 知 的 矢量 场 、 比 如 h, 来 试 试 它 与 V 的 点 积 吧 。 把 它 写成 分 量 为 : 


Veh = Vhs + Vhs, + Vehe (2.32) 
或 
Vs 一 2 十 2 十 2he. (2.33) 


这 个 和 式 在 坐标 变换 之 下 是 不 变 的 。 假 如 我 们 选择 一 个 不 同 的 坐标 系 (通过 加 撤 来 表明 )， 
则 我 们 会 有 * 








Ws ar day az 8 
上 式 与 式 (2. 33) 尽 管 看 起 来 不 同 ,但 所 得 的 值 相同 。 这 就 是 说 ,对 于 在 空间 每 一 点 ， 
Vi:h=V:h. (2.35) 


因此 ,V .hh 是 一 个 标量 场 , 它 必定 代表 某 个 物理 量 。 你 会 认识 到 ,在 V.h 中 ,各 微 商 的 
组 合 方式 相当 特殊 。 此 外 ,还 有 许多 像 3h, /az 的 其 他 各 种 组 合 ,它们 既 不 是 标量 ,也 不 
是 矢量 的 分 量 。 

标量 Y (矢量 ) 在 物理 学 中 非常 有 用 。 它 的 名 称 叫做 散 度 。 例 如 ， 


VV.h 二 divh 二“h 的 散 度 ”. (2.36) 
就 像 在 上 面 对 VT 所 做 的 那样 ,也 可 以 赋予 V ' h 一 个 物理 意义 。 然 而 ,我 们 将 把 这 项 工作 
推迟 到 以 后 。 
首先 ,我 们 希望 看 看 ,由 矢量 算 符 V 是 否 还 能 设计 些 别 的 什么 。 我 们 必然 指望 
VXh 二 一 个 矢量 . (2. 37) 
它 是 一 个 矢量 ,其 分 量 可 按照 有 关 叉 积 的 通常 规则 [参见 式 (2.2)] 写 出 : 


一 hy ah 
(YX 有 -一 — Vhs 一 5 一 5 





(2.38) 


* 我 们 把 设想 成 一 个 取决 于 空间 位 置 的 物理 量 , 而 不 是 把 它 设想 成 一 个 严格 的 含有 三 个 变量 
的 数学 函数 。 当 hh 对 于 xz, y, z 或 对 于 xz, y ,x 求 微 商 时 ,hh 的 数学 表达 式 就 必须 先 表示 为 合适 的 
变量 的 函数 。 
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同 理 ， 
> 加 _ 9h: ah 
(VX = Vvh Veh 一 5 一 33， (2. 39) 
区 加 _ ah ah 
(YX 有 ,一 Ver 一 Ye 一 了 一 了 (2.40) 


组 合 VXh 称 为 “h 的 旋 度 ” ,其 命名 原因 及 物理 意义 都 将 在 以 后 讨论 。 综 上 所 述 , 同 V 的 组 合 
有 三 种 : 

VT = gradT= 矢量 ; 

V .Ai= divh 二 标量; 

VXh 二 curlh 二 矢量 . 


利用 这 些 组 合 ,我 们 可 以 用 一 种 常规 的 方法 一 一 一 种 并 不 依赖 于 任何 特定 坐标 系 的 普遍 方 
法 一 一 来 写 出 关于 场 的 空间 变化 。 
作为 对 矢量 微分 算 符 V 应 用 的 一 个 例子 ,我 们 写 出 一 组 矢量 方程 ,它们 包含 着 我 们 在 第 
1 章 中 口头 上 给 出 的 相同 的 电磁 学 定律 ,它们 被 称 为 麦克 斯 韦 方程 组 。 
表 训 斯 书 方程 组 : 
(DDV:E= 2 
aB 


(TKET (2.41) 


(3)V.B=0; 


(evxB= 蛙 + 二 
式 中 ,p 为 “电荷 密度 ", 即 单位 体积 的 电量 ;7 为 “电流 密度 ", 即 每 秒 通过 单位 面积 的 电荷 流 。 
这 四 个 方程 式 包含 了 电磁 场 完整 的 经 典 理论 。 你 们 看 到 ,采用 这 种 新 符号 ,我 们 可 能 得 到 多 
么 优美 而 又 简洁 的 形式 ! 


$2-6 热流 的 微分 方程 


让 我 们 举 出 用 矢量 符号 描写 物理 定律 的 另 一 个 例子 。 这 一 定律 虽 不 十 分 精确 ,但 对 于 
金属 和 若干 种 导热 的 其 他 物质 来 说 还 是 很 准确 的 。 你 知道 ,如 果 取 一 厚 片 材料 ,将 其 一 面 加 
热 至 温度 T ,而 另 一 面 冷 却 至 温度 Ti ,那么 热量 将 通过 材料 从 T 流向 Ti[ 图 2-7(a)]。 热 
流 将 与 板 的 面积 成 正比 ,也 与 温差 成 正比 ,而 与 板 的 厚度 d 成 反比 (对 于 给 定 的 温差 , 板 越 
薄 热 流 就 越 大 )。 令 J 为 单位 时 间 通 过 那 块 板 的 热能 ,我 们 可 以 写成 


=<T 一 T) 信 ， (2.42) 


比例 常数 < 称 为 热 导 率 。 
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图 2-7 〈a) 通 过 一 块 板 的 

热流 ;(b) 在 一 大 块 材料 中 

平行 于 等 温 面 的 一 个 无 
限 小 薄片 


在 一 较 复杂 的 情况 中 将 会 发 生 什么 呢 ? 比方 说 ,在 一 块 奇 形 
怪 状 的 材料 中 ,温度 以 独特 的 方式 变化 。 假 设 我 们 注意 这 块 材 料 
中 的 一 小 部 分 ,并 设想 有 一 块 在 微小 尺度 上 像 图 2-7(a) 那 样 的 
薄片 。 把 这 薄片 旋转 至 与 等 温 面 平行 的 方向 , 像 在 图 2-7(b) 中 
的 情形 ,使 得 式 (2. 42) 对 于 这 一 小 片 是 正确 的 。 

若 这 一 薄片 的 面积 为 AA , 则 每 单位 时 间 所 流 过 的 热量 为 


=xAT A4 
AJ =xAT 答 ， (2.43) 


式 中 As 是 该 薄片 的 厚度 。 我 们 已 在 前 面 把 AJ /AA 定义 为 h 
的 大 小 ,其 方向 则 为 热流 方向 。 热 流 将 从 Ti 十 AT 流向 TT ,所 
以 热流 就 应 当 垂直 于 如 图 2-7(b) 所 画 出 的 那些 等 温 面 。 并 且 ， 
AT/As 恰好 就 是 工 对 位 置 的 变化 率 。 又 由 于 位 置 变化 垂直 于 
等 温 面 ,所 以 这 个 AT/As 便 是 最 大 变化 率 。 因 此 , 它 恰好 就 是 
VT 的 大 小 。 现 在 既然 VT 与 kh 反 向 ,所 以 可 将 式 (2.43) 写 成 一 
个 矢量 方程 : 


=—gVT, (2.44) 


负 号 是 必需 的 ,因为 热量 流向 温度 “下 降 "方向 。 式 (2. 44) 是 大 块 
材料 中 热传导 的 微分 方程 。 你 看 到 ,这 是 一 个 真正 的 矢量 方程 。 
如 果 “ 仅 仅 是 一 个 数 ,上 式 两 边 都 是 矢量 。 这 是 由 矩形 板 的 特殊 
关系 [ 式 (2. 42)] 推 广 至 一 任意 情况 的 普遍 化 过 程 。 我 们 以 后 还 
应 该 学 习 把 所 有 像 式 (2. 42) 那 样 的 基本 物理 关系 用 更 为 高 级 的 
矢量 符号 写 出 来 。 这 种 符号 之 所 以 有 用 ,不 仅 是 由 于 它 会 使 方程 
看 起 来 比较 简单 ,而 且 它 也 无 需 参 考 任何 自主 选取 的 坐标 系 而 最 
清楚 地 表明 方程 的 物理 内 容 。 


$2-7 矢量 场 的 二 阶 微 商 


迄今 我 们 只 有 一 阶 微 商 。 为 什么 就 没有 二 阶 微 商 呢 ? 我 们 可 以 有 下 列 几 种 组 合 : 


(a) V: (VT); 

(b) Vx (VT); 

(ce) V(V :hh); (2.45) 
(d)V: (VXh); 

(e) VX (VXh). 


你 可 以 核实 一 下 ,这 些 全 是 可 能 的 组 合 。 
让 我 们 首先 看 一 看 第 二 式 (b)。 与 它 相 同 的 形式 为 
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AX(AT) = (AXA)T=0, 
因为 AXA 恒 为 零 。 因 此 ,我 们 就 有 : 
curl(grad T) = VX (VT) = 0. (2.46) 
如 果 用 分 量 来 计算 一 遍 , 便 可 以 看 出 这 个 式 是 怎样 产生 的 : 


[VX (VT)]. = V(VT), —V(VT), = 


二 人) 名 多 0 


ay) ay\ar 


上 式 等 于 零 [根据 式 (2. 8)]。 对 于 其 他 分 量 也 是 如 此 。 因 此 ,对 任何 一 种 温度 分 布 (实际 上 ， 
对 于 任何 标量 函数 ), YX (VT) = 0。 
现在 让 我 们 举 出 另 一 个 例子 ,看 看 能 否 找到 别 的 等 于 零 的 等 式 。 一 个 矢量 与 一 个 其 中 
含有 该 矢量 的 矢 积 的 点 积 为 零 , 即 
A. (AXB)=0, (2.48) 


因为 4XB 垂直 于 4 ,所 以 在 4 方向 上 就 没有 4 X 召 的 分 量 。 与 此 相同 的 一 种 组 合 出 现在 式 
(2.45) 的 (d) 中 ,因而 我 们 有 : 


V: (VXh)= div(curlh) = 0. (2.49) 


此 外 ,用 分 量 进 行 运算 来 证 明 上 式 为 零 并 不 困难 。 

现在 我 们 将 不 加 证 明 地 陈述 两 个 数学 定理 。 它 们 是 物理 学 家 已 经 知道 的 十 分 有 趣 而 又 
有 用 的 定理 。 

在 一 个 物理 问题 中 ,我 们 经 常 发 现 某 一 个 量 一 一 比如 矢量 场 4 一 一 的 旋 度 为 零 。 如 
我 们 已 由 式 (2. 46) 看 到 ,一 个 梯度 的 旋 度 为 零 , 这 是 很 容易 记 住 的 ,因为 这 种 情形 是 矢量 
造成 的 。 于 是 ,有 可 能 肯定 4 是 某 一 个 量 的 梯度 ,这 样 它 的 旋 度 才 必 然 等 于 零 。 这 个 有 
趣 的 定理 说 明 ,如 果 curl A 等 于 零 , 则 4 总 是 某 种 东西 的 梯度 一 一 存在 某 一 标量 场 少 使 得 
4 等 于 grad 少 换 句 话说 ,我 们 有 

定理 ， 

如 果 VXA=0， 


就 有 一 个 少 
使 得 A 二 V (2.50) 


若 4 的 散 度 为 零 , 则 有 一 个 相似 的 定理 。 我 们 已 从 式 (2. 49) 看 到 , 某 个 矢量 旋 度 的 散 
度 总 是 零 。 如 果 你 遇 到 div D 为 零 的 一 个 矢量 场 D, 那 你 就 可 以 得 出 结论 ,D 是 某 个 矢量 场 
C 的 旋 度 。 

定理 : 

如 果 VY.D=0， 
就 有 一 个 C 
使 得 卫 =VXC. (2.51) 


在 考察 两 个 V 算 符 的 可 能 组 合 中 ,我 们 已 经 找 出 其 中 有 两 种 组 合 总 是 等 于 零 。 现 在 来 
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看 看 那些 不 等 于 零 的 组 合 。 取 出 表 上 所 列 的 第 一 个 组 合 Y * (VT)。 我 们 把 它 写 成 分 量 式 : 
VT = (VT, VT, V:T). 


VVT) = VVT) HY VT) +V(VT) = 爱 + 如 + 27， 记 交 








上 式 一 般 应 给 出 某 个 数 , 它 是 一 个 标量 场 。 
你 看 到 ,上 式 无 需 保留 那个 括号 ,因而 在 不 会 引起 混乱 的 情况 下 它 可 以 写成 
V: (VT)=V:VvT=(V:VWT= VT. (2.53) 
这 里 我 们 把 Y 看 成 一 个 新 的 算 符 。 这 是 一 个 标量 算 符 。 由 于 它 经 常 出 现在 物理 学 中 , 因 
而 已 被 赋予 一 个 专用 名 称 , 即 拉 普 拉 斯 算 符 。 


拉 普 拉 斯 算 符 一 一 站 十 站 十 六: (2.54) 


由 于 拉 普 拉 斯 算 符 是 一 个 标量 算 符 ,就 可 以 用 它 来 对 一 矢量 进行 运算 一 一 这 意味 着 对 

在 直角 坐标 系 的 每 一 个 分 量 进行 同一 种 运算 : 
Vih= (Vhs, Vih,, Vih.). 

让 我 们 再 来 看 另 一 个 可 能 性 :VX (VXh)，, 那 是 表 (2.45) 中 的 (e)。 现 在 如 果 我 们 应 用 

矢量 等 式 (2. 6) : 
AX(BXC) = B(A:C)—C(A.:8), (2.55) 
便 可 以 把 一 个 旋 度 的 旋 度 写成 不 同 的 形式 。 为 了 使 用 这 一 公式 ,我 们 应 当 用 算 符 V 来 代替 
其 中 的 A 和 8B, 并 令 C = h。 这 样 就 得 到 : 
VX(VXh) = VV h)—hV. V777 

但 请 等 一 等 ! 有 点 不 对 了 。 前 两 项 不 错 , 那 都 是 矢量 ( 算 符 被 满足 了 ) ,可 是 末 项 就 不 知 会 产 


生出 什么 东西 来 。 它 仍然 是 一 个 算 符 。 麻 烦 在 于 我 们 曾经 不 够 小 心 ,以 致 不 能 保持 各 项 的 
前 后 次 序 。 然 而 , 若 你 再 看 一 看 式 (2. 55) ,就 会 见 到 我 们 同样 可 以 把 它 写成 : 


AX(BXC) = B(A:C)—(A.:B)C. (2. 56) 
这 几 项 的 次 序 看 来 要 好 些 。 现 在 在 式 (2. 56) 中 做 代 换 , 便 得 : 
VX(VXh) = V(V .IN 一 (了 Vh. (2.57) 


这 个 形式 看 来 不 错 。 事 实 上 , 它 是 正确 的 ,例如 你 可 以 通过 计算 分 量 给 以 证 明 。 末 项 就 是 拉 
普 拉 斯 算 符 ,因而 我 们 同样 可 以 写成 : 


VX(VXh) = V(V -hk)— Vih. (2.58) 


除了 (ec)Y(V ' h) 以 外 ,我 们 对 于 表 中 的 双 V 的 组 合 全 都 谈 过 一 些 了 。 它 可 能 是 一 个 矢 
量 场 ,但 却 没有 什么 特殊 情况 可 说 的 。 那 不 过 是 偶尔 会 出 现 的 一 种 矢量 场 罢 了 。 
把 我 们 的 结论 列 成 一 表 将 很 方便 : 
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(a)V. (VT) = VT= 标量 场 ; 
(b)Vx(VT)=0; 
(c) V(V . h) = 矢量 场 ; 
(d)V: (VXh)= 0; (2.59) 
(e) VX(VXh) = VV iD 一 Ai 
(f) (VV)h 二 Vh == 矢量 场 . 
你 可 能 会 注意 到 ,我 们 从 未 试图 发 明 一 个 新 的 矢量 算 符 (VXV)。 你 看 这 是 为 什么 ? 


$2-8 陷 阱 


我 们 正在 把 关于 一 般 矢 量 代数 的 知识 应 用 到 算 符 V 的 代数 上 来 ,可 是 必须 当心 ,因为 有 
可 能 误 入 歧途 。 存 在 两 个 即将 提 到 的 陷阱 ,虽然 它们 并 不 会 出 现 于 本 课程 中 。 对 于 含有 两 
个 标量 函数 少 和 g 的 下 列表 示 式 : 
(V) x (W), 


你 该 说 些 什么 呢 ? 你 也 许 会 说 : 它 必然 等 于 零 ,因为 它 恰巧 像 
(4a) x (Mb), 


而 两 个 相同 矢量 的 又 积 始终 是 零 。 但 是 在 这 个 例子 中 两 个 算 符 V 却 不 相同 ! 前 一 个 算 符 
作用 于 函数 py 上 ;而 另 一 个 则 作用 于 一 个 不 同 的 函数 $ 上 。 所 以 尽管 所 用 的 是 同一 个 符 
号 V, 但 它们 仍 应 被 认为 是 不 同 的 算 符 。 很 明显 ,Vy 的 方向 取决 于 函数 y, 因 而 它 不 大 可 
能 平行 于 唤 。 因 此 ， 

(VW) X ( 邓 ) 关 0 (一 般 地 ). 


幸而 ,我 们 今后 无 需 用 到 这 些 表示 式 ( 刚 才 所 说 的 不 会 改变 这 么 一 个 事实 , 即 对 于 任 一 标量 
场 %, VX W = 0, 因为 这 里 两 个 V 是 对 同一 函数 的 作用 )。 

第 二 号 陷阱 (在 这 门 课程 中 我 们 没有 必要 去 研究 它 ) 如 下 : 当 应 用 直角 坐标 系 时 这 里 提 
出 的 法 则 既 简 单 而 又 美妙 。 比 方 , 若 有 了 V*h, 而 希望 获得 它 的 分 量 , 那 便 是 


(Vi = (六 + 放 + 芒 j 二 (2.60) 


但 如 果 我 们 所 要 求 的 是 V*h 的 径 向 分 量 , 则 这 同一 个 表 式 就 不 行 了 。V*h 的 径 向 分 量 并 
不 等 于 V*h,。 原 因 是 ,如 果 我 们 同 矢量 代数 打交道 ,矢量 的 方向 就 都 是 十 分 确定 的 。 但 当 
我 们 与 矢量 场 打交道 时 ,它们 的 方向 则 处 处 不 同 。 如 果 我 们 试图 用 (比如 说 ) 极 坐标 来 描 
述 一 个 矢量 场 , 则 称 为 “ 径 向 "的 那个 方向 便 会 逐 点 不 同 。 因 此 , 当 我 们 开始 对 它 的 分 量 
进行 微分 时 ,就 会 陷入 一 大 堆 麻烦 之 中 。 例 如 ,甚至 对 一 恒定 不 变 的 矢量 场 , 它 的 径 向 分 
量 仍然 逐 点 变化 。 

坚持 只 用 直角 坐标 系 往往 是 最 保险 和 最 简单 的 做 法 ,而 且 避 免 了 麻烦 ,但 有 一 个 例外 值 
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得 一 提 : 由 于 拉 普 拉 斯 算 符 Y 是 一 个 标量 ,所 以 我 们 就 可 能 在 我 们 想 要 的 任意 坐标 系 (例如 
在 极 坐标 系 ) 中 把 它 写 出 来 ;但 由 于 它 是 一 个 微分 算 符 ,所 以 只 可 以 把 它 用 到 其 分 量 各 保持 
在 固定 方向 上 一 一 即 在 直角 坐标 上 一 一 的 那些 矢量 。 因 此 , 当 我 们 用 分 量 来 写 出 矢量 微分 
方程 时 ,就 必须 把 矢量 场 全 部 用 它们 的 +z, y, z 分 量 来 表达 。 





第 3 章 矢量 积分 运算 
$3-1 矢量 积分 ;vy 的 线 积分 


在 第 2 章 中 ,我 们 已 找到 对 场 进行 微 商 的 各 种 方法 ,结果 有 的 得 出 矢量 场 ,有 的 得 出 标 
量 场 。 虽 然 我 们 曾 导出 许多 不 同 公式 ,但 从 第 2 章 所 得 的 一 切中 可 以 归纳 成 一 个 法 则 : 算 符 
a/ar, 3/93y 和 3 /az 就 是 一 个 矢量 算 符 V 的 三 个 分 量 。 现 在 我 们 希望 对 场 的 微 商 的 意义 获 
得 某 种 理解 ,然后 才 会 对 矢量 场 方程 的 含义 有 更 深 的 体会 。 

我 们 已 讨论 过 梯度 运算 (V 作 用 于 一 标量 上 ) 的 意义 ,现在 将 转 到 散 度 和 旋 度 运算 的 
意义 上 来 。 对 于 这 些 量 的 解释 最 好 用 某 些 矢量 积分 及 与 这 些 积分 有 关 的 方程 来 进行 。 
可 惜 这 些 方程 并 不 能 通过 某 种 简单 的 代入 法 从 矢量 代数 中 求 得 ,因而 只 得 将 其 当 作 新 的 
东西 来 学 习 。 在 这 些 积分 公式 中 ,有 一 个 实际 上 是 不 重要 的 ,但 其 他 两 个 则 不 是 这 样 ,我 
们 将 导出 它们 并 解释 其 涵义 。 下 面 将 要 研究 的 方程 其 实 都 是 数学 定理 ,它们 不 但 对 于 解 
释 散 度 与 旋 度 的 意义 及 其 内 容 将 会 有 用 ,而 且 对 从 事 一 般 的 物理 理论 工作 也 同样 有 用 。 
这 些 数 学 定理 对 于 场 的 理论 的 作用 ,正如 能 量 守恒 定理 对 于 质点 力学 的 作用 一 样 。 像 这 
类 普遍 定理 对 更 深刻 地 理解 物理 学 是 很 重要 的 。 然 而 ,你 将 发 现 , 它 们 对 于 求解 问题 一 一 
除去 那些 最 简单 情况 一 一 用 处 并 不 很 大 。 但 令 人 高 兴 的 是 ,在 我 们 这 一 课程 的 开头 ,就 有 
许多 简单 问题 可 用 我 们 即将 处 理 的 三 个 积分 公式 来 求解 。 可 是 ,我 们 也 将 看 到 , 当 问 题 
变 得 较 困 难 时 ,就 不 能 再 用 这 些 简单 方法 了 。 

首先 着 手 处 理 涉及 梯度 的 一 个 积分 公式 ,这 个 关系 式 含 有 一 个 非常 简单 的 概念 。 既 然 
梯度 代表 一 个 场 量 的 变化 率 ,如 果 我 们 对 这 一 变化 率 进行 积分 , 则 可 能 获得 总 的 变化 。 假 设 
有 标量 场 y(z, y, <) ,在 任意 两 点 (1) 和 (2) 处 ,函数 少将 分 别 取 值 %(1) 和 以 2)[ 我 们 采用 一 
种 方便 的 符号 ,用 (2) 代 表 点 (za，>， zs:) ,而 y(2) 意 味 着 和 yx， y:， zz) 相同 ]。 如 果 厂 是 
连接 (1) 和 (2) 两 点 间 的 任意 曲线 ,如 图 3-1 所 示 , 则 下 述 关 系 就 是 正确 的 。 


vw 
O) 


曲线 三 





(D (D 


图 3-1 式 (3.1) 中 的 各 项 。 矢 量 Vy 是 在 
线 元 ds 处 计算 出 来 的 图 3-2 线 积 分 是 和 的 极限 


b 
aS, 
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定理 1: 
a 
w2) 一 MD = | (WD + as. (3.1) 
最 


这 个 积分 是 一 线 积分 , 它 是 对 矢量 W 和 另 一 个 代表 沿 曲线 了 的 无 限 小 线 元 的 矢量 ds[ 从 点 
(1) 指 向 点 (2)] 点 积 的 积分 ,积分 沿 着 由 点 (1) 至 点 (2) 的 曲线 了 进行 

首先 ,我 们 应 该 复习 一 下 线 积分 的 含义 是 什么 。 试 考虑 一 个 标量 函数 f(z，y,z) 和 一 
条 连结 (1) 和 (2) 两 点 间 的 曲线 P。 在 曲线 上 划分 出 许多 点 ,再 用 直线 段 连接 这 些 点 ,如 图 
3-2 所 示 。 每 段 具有 长 度 Asi ,其 中 i 是 依次 取 1, 2, 3, … 等 值 的 下 脚 标 。 所 谓 线 积分 


是 指 这 么 一 个 和 的 极限 : 
Difias, 
其 中 f, 是 在 第 i 段 上 的 函数 值 。 极 限 值 就 是 当 所 分 的 段 数 越 来 越 增加 时 (说 得 明显 些 , 就 
是 使 最 大 的 As 一 0) 这 个 和 所 趋 近 的 数值 。 
在 上 述 定理 中 的 积分 , 即 式 (3. 1) ,也 是 指 同样 的 事 ,虽然 看 起 来 稍 有 不 同 。 我 们 不 用 
了 ,而 用 另 一 个 标量 一 一 W 在 As 方向 上 的 分 量 。 如 果 我 们 把 这 一 分 量 写成 (W),, 则 很 清楚 ， 
(W)iAs = (W) .As. (3.2) 
式 (3.1) 中 的 积分 就 意味 着 对 这 种 项 求 和 。 
现在 让 我 们 看 看 为 什么 式 (3. 1) 是 正确 的 。 在 第 2 章 中 ,我 们 曾 证 明 ,W 沿 一 小 位 移 
AR 的 分 量 乃 是 y 在 AR 方向 上 的 变化 率 。 考 虑 图 3-2 中 由 点 (1) 至 点 (a) 间 的 线段 As, 按 
照 我 们 的 定义 ， 
Am = pla) — (1) = (W): As (3.3) 
同样 ,我 们 有 
yp(6) — ya) = (VW): As (3.4) 
当然 ,上 式 中 的 (W): 是 指 在 线段 As 处 计算 出 来 的 梯度 ,而 (W), 则 是 在 As, 上 计算 出 来 
的 梯度 。 如 果 我 们 把 式 (3. 3) 和 (3. 4) 相 加 , 便 得 : 


6) — $1) = (Wi As + (W): * Asz. (5) 
你 可 以 看 到 , 若 继 续 加 进 这 样 的 项 ,就 能 获得 结果 : 
多 2) 一 MI) = BD iW As- (3.6) 


左边 并 不 与 我 们 所 选取 的 间隔 有 关 一 一 如 果 (1) 和 (2) 两 点 始终 保持 固定 不 变 的 话 一 一 所 以 
我 们 可 以 取 右边 的 极限 。 这 样 ,我 们 就 已 经 证 明了 式 (3. 1)。 

你 可 从 上 述 的 证 明 中 看 到 ,正如 该 等 式 并 不 依赖 于 点 a, 6, c … 如 何 选取 ,同样 它 也 不 
依赖 于 我 们 所 选取 的 用 以 连接 (1) 和 (2) 间 的 曲线 F。 对 于 由 点 (1) 至 点 (2) 间 的 任何 曲线 ， 
我 们 的 定理 都 是 正确 的 。 
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关于 符号 的 一 点 说 明 : 你 将 会 看 到 ,如 果 为 了 方便 而 将 上 式 写成 


(W) .d= 区 :ds， (3.7) 
将 不 致 引起 混乱 。 利 用 这 一 符号 ,上 述 定理 为 
定理 1: 
Dy)= was. (3.8) 


GD 
从 (1) 至 (2) 
的 任何 晶 线 


$3-2 矢量 场 的 通 量 


在 讨论 下 一 个 积分 定理 一 一 关于 散 度 方面 的 定理 一 一 之 前 ,我 们 想 学 习 一 下 物理 意义 
较 明显 的 关于 热流 的 某 种 概念 。 我 们 曾 定义 过 矢量 h, 它 代表 单位 时 间 内 通过 单位 面积 的 热 
量 。 假 设 在 一 块 材料 内 部 ,有 一 个 包围 着 体积 V 的 某 闭合 曲面 S( 图 3-3)。 我 们 希望 求 出 从 这 
个 体积 里 流出 去 的 热量 有 多 少 。 当 然 ,我 们 可 以 通过 
计算 流出 表面 S 的 总 热量 来 求 得 它 。 

我 们 用 da 记 为 一 个 面积 元 的 面积 ,这 符号 代 
表 一 个 二 维 微分 ,例如 , 若 该 面积 碰巧 处 在 xy 面 
上 , 则 应 有 

da = dzdy. 


由 于 以 后 还 将 对 体积 进行 积分 ,所 以 ,为 方便 起 见 ， 
考虑 一 个 小 立方 体 的 微分 体积 。 这 样 , 当 我 们 写 出 
dy 时 , 指 的 就 是 





图 3-3 闭合 面 S 规 定 了 体积 V。 单 位 
dV = dzrdydz. 矢量 是 面积 元 da 的 外 法 线 ,而 请 则 是 


有 些 人 不 喜欢 写成 ua ,而 喜欢 写成 da 以 提醒 入 部 站 的 交汇 条 昌 


人 们 注意 那 是 一 个 二 级 量 。 他 们 同样 不 想 用 dV 而 要 用 d*V。 我 们 则 将 采用 那 种 较 简单 的 
符号 ,并 假定 你 确 能 记 住 面积 具有 二 维 ,而 体积 具有 三 维 。 
通过 面积 元 da 流出 的 热量 等 于 该 面积 乘 以 垂直 于 da 的 分量。 我们 已 把 n 定义 为 与 
表面 成 直角 而 指向 外 的 单位 矢量 (图 3-3)。 希 望 得 到 的 请 分 量 为 : 
h. =h.n. (3.9) 
于 是 ,通过 da 流出 的 热量 为 
h + nda. (3.10) 
为 了 得 到 通过 任意 表面 的 总 热量 ,我们 对 来 自 所 有 面积 元 的 贡献 求 和 。 换 句 话说 ,将 在 整个 
表面 对 式 (3. 10) 进 行 积分 : 


通过 S 向 外 流出 的 总 热量 一 |.h - nda. (3.11) 


我 们 将 把 这 个 面积 分 称 为 “h 通过 该 表面 的 通 量 "。 通 量 这 个 词 的 原 有 意义 是 流量 , 因 
而 面积 分 恰好 意味 着 h 通过 该 表面 的 流量 。 可 以 认为 :h 是 热量 流动 的 “ 流 密 度 ”, 而 它 的 面 
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积分 则 是 指向 表面 外 的 总 热量 流 ,也 就 是 单位 时 间 流出 的 热能 (每 秒 的 焦耳 数 ) 。 

我 们 希望 把 这 一 概念 推广 到 矢量 并 不 代表 任何 流动 的 东西 那 种 情况 。 例 如 , 它 或 许 是 
电场 。 如 果 我 们 乐意 的 话 , 肯 定 也 能 对 电场 的 法 向 分 量 在 一 个 面 上 积分 。 尽 管 这 并 不 是 什 
么 东西 的 流动 ,但 我 们 仍 称 之 为 “ 通 量 "。 我 们 说 ， 


己 通过 曲面 S 的 通 量 一 |,E -nde. (3.12) 


这 就 把 “ 通 量 "这 一 词 推广 到 指 一 矢量 的 “法 向 分 量 的 面积 分 "了 。 即 使 所 考虑 的 表面 不 是 闭 
合 的 情况 ,我 们 也 将 使 用 同样 的 定义 ,就 像 这 里 讨论 闭合 面 那样 。 

回 到 热流 的 特殊 情况 ,让 我 们 以 热量 守恒 的 情况 为 例 。 例 如 ,设想 有 某 件 材料 初始 加 热 
以 后 就 不 再 有 热量 产生 或 吸收 。 于 是 ,如 有 净 热量 从 闭合 表面 流出 去 , 则 该 体积 内 热 的 含量 
就 一 定 会 减少 。 所 以 ,在 这 种 情况 下 热量 应 该 守恒 ,我 们 说 : 





nda = 号 (3.13) 


式 中 Q 是 表面 S 内 的 热量 。 从 S 面 出 来 的 热 通 量 等 于 S 面 内 总 热量 Q 对 于 时 间 变 化 率 的 
负 值 。 这 种 解释 是 可 行 的 ,因为 我 们 正在 谈论 热流 ,而 且 已 假定 热量 是 守恒 的 。 当 然 ,假如 
那 时 热量 正在 产生 , 则 我 们 也 许 就 不 能 谈论 该 体积 内 的 总 热量 了 。 

现在 我 们 要 指出 一 个 关于 任意 矢量 的 通 量 的 有 意义 的 事实 。 如 果 愿 意 ,你 可 以 认为 这 
矢量 是 热流 矢量 ,但 我 们 所 要 讲 的 内 容 对 任 一 矢量 场 C 都 将 是 正确 的 。 设 想 有 一 包围 体积 
V 的 闭合 曲面 S , 现 用 如 图 3-4 所 示 的 某 种 “截面 "将 体积 分 成 两 部 分 ,我们 就 有 两 个 闭合 曲 
面 和 体积 。 体 积 V 被 曲面 5, 包围 ,由 原来 表面 的 一 部 分 5。 和 截面 Ss。 构成。 体积 V; 被 曲 
面 S, 包围 ,由 原来 表面 的 其 余部 分 S, 再 加 上 截面 Ss。 构成。 现在 考虑 下 述 问题 :假设 要 计 
算 通 过 曲面 5S, 的 向 外 通 量 ,再 加 上 通过 曲面 5; 的 向 外 通 量 。 这 个 总 和 是 否 会 等 于 通过 开 
始 时 那个 完整 表面 的 通 量 呢 ? 答案 是 肯定 的 。 通 过 S, 和 S: 所 共有 的 Ss 面部 分 的 通 量 恰 
好 互相 抵消 。 关 于 从 w 出 来 的 矢量 C 的 通 量 ,我们 可 以 写成 : 





图 3-4 包围 在 S 面 内 的 体积 V 被 一 “截面 "Ss 分 成 两 半 。 现 在 就 有 了 包围 在 
Si = S. 十 Ss 面 内 的 体积 V; 和 包围 在 S: = S, 十 Ss 面 内 的 体积 V 





通过 S, 的 通 量 一 |.c . ndae 十 |，c .mda. (3.14) 
而 从 V 流出 的 通 量 , 则 是 : 
通过 S, 的 通 量 一 |.c . nda 十 |、c .mda- (3.15) 


注意 ! 在 这 两 个 积分 中 ,m 表示 Ss。 属 于 S, 时 的 外 法 线 ,而 m 则 表示 Se 属于 S, 时 的 外 法 
线 ,分 别 如 图 3-4 所 示 。 显 然 , m = 一 ns, 因而 


C.mda -| C .mda. (3.16) 


现在 若 把 式 (3. 14) 和 (3. 15) 相 加 , 则 通过 S, 和 S; 两 通 量 之 和 恰好 等 于 那 两 个 积分 之 和 ,而 
把 这 两 个 积分 合 在 一 起 ,就 给 出 通过 原来 的 曲面 S = S. 十 S, 的 通 量 。 

我 们 看 到 ,通过 整个 外 表面 S 的 通 量 ,总 可 以 认为 是 该 体积 分 成 两 部 分 后 所 得 到 的 通 
量 之 和 。 还 可 以 照样 再 分 割 下 去 一 一 例如 把 V, 再 分 成 两 块 ,你 会 看 到 同样 的 论证 仍然 适 
用 。 因 此 ,不 管 将 原来 体积 按 何 种 方式 分 割 ,普遍 正 确 的 结果 应 该 是 :由 原来 积分 表示 的 、 通 
过 外 表面 的 通 量 ,等 于 出 自 内 部 所 有 各 小 块 的 通 量 之 和 。 


$3-3 来 自 小 立方 体 的 通 量 ; 高 斯 定理 


现在 考虑 一 个 小 立方 体 * 的 特殊 情况 ,并 求 出 其 通 量 的 一 个 令 人 感 兴趣 的 公式 。 设 想 
各 边 与 坐标 轴 平 行 而 构成 的 一 个 立方 体 ,如 图 3-5 所 示 。 假 设 最 接近 于 原点 的 那个 角 点 的 
坐标 为 x，>，z。 令 Az 为 该 立方 体 在 z 方向 上 的 
长 度 ,Ay 为 y 方向 的 长 度 ,而 Az 为 在 z 方向 的 长 
度 。 希 望 求 出 矢量 场 C 通过 该 立方 体 表面 的 通 量 ， 
这 将 由 算出 通过 小 立方 体 每 个 面 的 通 量 之 和 而 获得 。 
首先 ,考虑 图 中 标明 为 1 的 面 。 在 这 个 面 上 ,向 外 的 
通 量 等 于 C 的 z 分 量 的 负 值 对 该 面 面 积 的 积分 。 这 1 
个 通 量 为 人 有 


(rp+Anz) 





— [cdydz. 


(ep, z+Az) 3 


由 于 我 们 考虑 的 是 一 个 小 立方 体 ,所 以 可 用 该 图 3-5 来 自 一 小 立方 体 的 通 量 的 计算 
面 中 心 一 一 我 们 称 之 为 点 (1) 一 一 的 C: 值 乘 以 该 面 面 积 AyAz 作为 这 一 积分 的 近似 ; 


出 自 面 1 的 通 量 = 一 C-(1)AyAz. 
同 理 ,出 自 面 2 的 通 量 , 也 可 以 表达 为 : 
出 自 面 2 的 通 量 = C.(2)AyAz. 





* 下 面 的 推导 也 同样 适用 于 任何 一 个 直角 平行 六 面体 。 
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以 上 两 式 中 的 C:(1) 和 C-(2) ,一 般 说 来 ,是 有 点 差别 的 。 如 果 Az 足够 小 , 则 可 以 写成 : 
C.(2) = CD 十 2C 


当然 ,还 有 更 多 的 项 ,不 过 它们 将 包含 (Az)* 和 更 高 竺 次 的 项 ,因而 如 果 只 考虑 小 量 Az 的 
极限 情况 , 则 它们 都 可 以 被 忽略 。 所 以 ,通过 面 2 的 通 量 就 是 : 


出 自 面 2 的 通 量  [C.(1) 十 3:Az]AyAz 
把 通过 面 1 和 面 2 的 通 量 相 加 ,得 : 
出 自 面 1 和 2 的 通 





上 式 中 的 微 商 ,实在 应 在 面 1 的 中 心 处 、 即 在 点 [zx, y 十 (Ay/2), z 十 (Az/2)] 处 计算 。 但 在 
一 个 无 限 小 立方 体 的 极限 情况 下 ,即使 在 角 点 (z+，y，, z) 处 计算 ,所 造成 的 误差 也 是 可 以 忽 
略 的 。 

依 此 类 推 ,对 其 他 每 一 对 面 ,我 们 也 会 得 到 : 


出 自 面 3 与 面 4 的 通 量 = arAye; 
出 自 面 5 与 面 6 的 通 量 一 SAzAyAz. 
通过 所 有 面 的 总 通 量 是 这 些 项 之 和 。 我 们 得 出 : 


fac: nda =- ( 称 + 驶 + 双 们 ]ArAyAz， 





而 式 中 微 商 之 和 恰好 就 是 Y，C。 并 且 , AzAyAz 二 AV, 即 该 立方 体 的 体积 。 所 以 对 于 一 
个 无 限 小 立方 体 ,可 以 讲 


| cnda= (VOaV. (3.17) 
表面 


这 就 证 明 , 一 无 限 小 立方 体 表面 向 外 的 通 量 等 于 该 矢量 的 散 度 乘 以 该 立方 体 的 体积 。 现 在 
我 们 看 到 了 一 个 矢量 的 散 度 的 “意义 "。 一 个 矢量 在 P 点 的 散 度 就 是 P 点 附近 单位 体积 的 
通 量 一 一 C 的 向 外 “流量 ”。 

我 们 已 把 C 的 散 度 与 每 个 无 限 小 体积 向 外 的 C 通 量 联系 起 来 了 。 对 于 任何 有 限 体 积 
来 说 ,我 们 可 用 上 面 证 明 过 的 事实 一 一 来 自 一 体积 的 总 通 量 等 于 从 其 中 每 一 部 分 出 来 的 通 
量 之 和 。 这 就 是 说 ,我 们 可 遍及 整个 体积 对 散 度 进行 积分 。 它 向 我 们 提供 了 这 样 一 个 定理 : 
任何 矢量 的 法 向 分 量 对 任何 闭合 曲面 的 积分 ,也 可 以 写成 该 矢量 的 散 度 对 该 曲面 所 包围 的 
体积 的 积分 。 这 个 定理 以 高 斯 命名 。 

高 斯 定理 : 





|.c .nd =|, V.cav， (3.18) 


式 中 S 是 任 一 闭合 曲面 ,而 V 是 这 个 曲面 内 的 体积 。 


8$3-4 热传导 ;扩散 方程 


仅仅 为 了 熟悉 高 斯 定理 ,让 我 们 考虑 应 用 该 定理 的 一 个 例子 。 仍 然 举 金属 中 的 热流 为 
例 , 假 定 其 中 所 有 热量 都 已 预先 输入 、 而 此 刻 正在 冷却 的 那 种 简单 情况 。 这 里 没有 热源 ,所 
以 热量 是 守恒 的 。 那 么 ,在 任意 时 刻 存 在 于 某 个 特定 体积 里 的 热量 到 底 有 多 少 呢 ? 它 所 减 
少 的 量 必须 恰好 等 于 从 该 体积 表面 流出 的 量 。 如 果 我 们 的 体积 是 一 个 小 立方 体 , 则 根据 式 
(3. 17) 就 应 该 写成 : 


流出 的 热量 一 | 。 :nda 一 六. hAV. (3.19) 


这 必然 要 等 于 小 立方 体内 部 热量 的 损失 率 。 设 4 为 单位 体积 内 的 热量 , 则 在 该 立方 体内 的 
热量 为 gAV, 其 损失 率 则 为 ; 


过 it 
元 (eaAV) =— FAV. (3.20) 


比较 式 (3. 19) 和 (3. 20) ,我 们 见 到 : 
一 强 = 六 .和 (3.21) 


仔细 注意 这 个 方程 的 形式 , 它 是 物理 学 中 经 常 出 现 的 形式 , 即 表达 了 一 个 守恒 定律 一 一 
这 里 是 热量 守恒 。 我 们 曾经 在 式 (3. 13) 中 以 另 一 种 方式 表示 过 相同 的 物理 事实 。 这 里 是 守 
恒 方程 的 微分 形式 ,而 式 (3. 13) 则 是 一 种 积分 形式 。 

我 们 通过 把 式 (3. 13) 应 用 于 一 无 限 小 立方 体 而 获得 了 式 (3. 21)。 我 们 也 可 用 别 的 方法 
去 做 。 对 于 一 个 以 S 面 为 边界 的 大 体积 V, 高 斯 定理 表达 为 ， 


[ihe nda = [viaav. (3.22) 


应 用 式 (3. 21) ,得 出 右边 的 积分 恰 是 一 dQ/dz, 因 而 我 们 又 一 次 得 到 了 式 (3. 13)。 

现在 让 我 们 考虑 一 个 不 同 的 情况 。 想 象 在 一 大 块 材料 中 有 一 个 很 小 的 洞 ,里 面 正在 进 
行 某 种 产生 热量 的 化 学 反应 。 我 们 也 可 以 这 样 设想 ,用 导线 连接 一 个 小 小 的 电阻 器 ,然后 通 
电 使 之 发 热 。 我 们 将 假设 热量 实际 上 是 在 一 点 上 产生 的 ,并 令 W 代表 在 该 点 每 秒 释放 出 来 
的 能 量 。 我 们 还 假定 在 体积 的 其 余部 分 热量 始终 守恒 ,而 且 该 热量 的 产生 也 已 持续 了 足够 
长 的 时 间 一 一 使 得 现在 任何 一 处 的 温度 都 不 再 发 生变 化 了 。 问 题 是 :金属 里 各 处 的 热流 矢 
量 h 是 什么 样子 ? 在 每 一 点 有 多 少 热量 流 过 ? 

我 们 知道 ,如 果 在 包围 着 该 热源 的 闭合 曲面 上 对 h 的 法 向 分 量 进行 积分 , 则 总 会 得 到 
W。 所 有 在 该 点 源 处 陆续 产生 的 所 有 热量 都 必定 通过 该 表面 流出 ,因为 我 们 已 假定 其 流动 
是 稳定 的 。 这 里 有 一 个 困难 问题 , 即 要 找 出 一 个 矢量 场 ,在 包围 源 的 任意 曲面 上 积分 时 该 矢 
量 场 总 给 出 W。 然 而 ,我 们 可 以 取 一 个 稍微 有 点 特殊 的 曲面 而 使 场 相当 容 易 地 求 出 。 比 如 
取 一 个 半径 为 R 而 其 中 心 在 源 处 的 球面 ,并 设想 热流 是 沿 着 径 向 的 (图 3-6)。 直 党 告诉 我 
们 ,如 果 该 块 材料 足够 大 ,而 我 们 又 不 令 所 取 的 球面 太 接近 边缘 , 则 h 应 该 是 径 向 的 ,而 且 ， 
在 球面 上 所 有 点 其 值 的 大 小 均 应 相同 。 你 看 ,我 们 正在 加 入 一 些 猜测 工作 一 一 常 称 为 “物理 
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直觉 "一 一 于 数学 方面 来 说 ,是 为 了 获得 答案 。 

当 h 沿 着 径 向 而 又 具有 球 对 称 性 时 ,h 的 法 向 
分 量 对 整个 球面 的 积分 将 会 十 分 简单 ,因为 法 向 分 
量 恰好 就 是 的 大 小 而 且 是 不 变 的 。 因 积分 时 所 取 
的 面积 为 4rR* ,于 是 就 有 


[hnda =h. 4nR’ (3.23) 


( 式 中 是 的 大 小 )。 这 积分 应 等 于 W, 即 为 源 处 
热量 的 产生 率 。 因 而 得 : 


图 3-6 在 临近 一 个 点 热源 的 区 域 中 , 热 Eee 
流 沿 径 向 朝 外 4rR 





或 


ho 1 ， (3.24) 


式 中 e 照例 代表 沿 径 向 的 单位 矢量 。 我 们 的 结果 说 明 ,h 与 W 成 正比 而 与 离 源 的 距离 的 平 
方 成 反比 。 

刚才 所 得 到 的 结果 , 仅 适 用 于 点 热源 附近 的 热流 。 现 在 让 我 们 尝试 寻求 那 种 仅 在 热量 
守恒 的 条 件 下 ,对 最 普遍 的 热流 类 型 也 能 适用 的 方程 式 。 这 样 ,我 们 将 只 与 在 任何 热源 或 热 
吸收 体 之 外 的 那些 地 方 所 发 生 的 情况 打交道 。 

关于 热传导 的 微分 方程 , 曾 在 第 2 章 中 推导 过 了 。 根 据 式 (2. 44) 

h =— «VT. (3.25) 

应 记 住 这 一 关系 式 是 近似 的 ,不 过 对 于 某 些 像 金 属 之 类 的 材料 该 近似 相当 好 。 当 然 , 它 只 在 
材料 里 那些 没有 热量 产生 或 吸收 的 区 域内 才 适 用 。 我 们 已 在 上 面 导 出 了 另 一 个 关系 , 即 式 
(3. 21) , 它 在 热量 守重 情况 下 成 立 。 如 果 把 该 方程 与 式 (3. 25) 相 结合 , 则 可 得 : 


— =V.h=—v. (eVT. 
若 « 是 一 常数 , 则 
2 =v VvT. (3.26) 
你 会 记得 ,9 是 单位 体积 内 的 热量 ,而 .VV = V 是 拉 普 拉 斯 算 符 
= 于 + EA + 恋 : 
如 果 我 们 另外 做 一 个 假定 , 便 可 得 到 一 个 十 分 有 趣 的 方程 式 。 假 定 材 料 中 的 温度 与 单位 
体积 的 热 容 成 正比 一 一 即 该 材料 有 确定 的 比 热 。 当 这 一 假定 有 效 时 (往往 如 此 ) ,就 可 以 写成 : 


Ag = cvAT， 
或 


一 一 一 一 第 3 章 矢量 积分 运算 | 35 


ag dT, 
at “dt 


热量 的 变化 率 正比 于 温度 的 变化 率 。 这 里 的 比例 常数 c。 就 是 单位 体积 材料 的 比 热 。 应 用 
式 (3.27) 和 (3. 26) ,得 : 


(3.27) 


aT_« 2 


Be (3.28) 


我 们 已 求 得 ,每 一 点 上 T 的 时 间 变化 率 与 T 的 拉 普 拉 斯 算 符 成 正比 , 即 与 了 的 空间 关系 的 
二 阶 微 商 成 正比 。 这 样 ,我 们 就 有 一 个 以 x, y, z 和 + 为 变量 的 关于 温度 T 的 微分 方程 。 
微分 方程 式 (3. 28) 称 为 热 扩 散 方程 。 它 经 常 被 写成 : 
aT 


3 = (3.29) 


式 中 DD 叫 扩散 常数 ,在 这 里 等 于 x/c,。 

这 个 扩散 方程 在 许多 物理 问题 中 都 会 出 现 一 一 气体 扩散 、 中 子 扩散 以 及 其 他 各 种 扩散 ， 
我 们 曾 在 第 1 卷 第 43 章 中 讨论 过 这 类 现象 的 物理 性 质 。 现 在 你 们 有 了 一 个 在 最 普遍 合理 
的 情况 下 描述 扩散 的 完整 方程 。 往 后 某 个 时 候 我 们 还 将 学 习 一 些 求解 该 微分 方程 的 方法 ， 
以 便 找 出 在 特定 条 件 下 温度 是 怎样 变化 的 。 现 在 我 们 回来 考虑 有 关 矢 量 场 的 其 他 一 些 定理 。 


$3-5 矢量 场 的 环流 


现在 ,我 们 想 用 某 些 考虑 散 度 的 同样 方法 来 看 待 旋 度 。 通 过 考虑 在 一 个 曲面 上 的 积 
分 ,我 们 得 到 了 高 斯 定理 ,尽管 当初 我 们 打算 处 理 散 度 时 这 事 还 不 太 明 显 。 我 们 当时 怎 
么 会 知道 为 了 得 到 散 度 必须 在 曲面 上 进行 积分 呢 ? 根本 不 清楚 会 是 这 个 结果 。 而 现在 
由 于 显然 同样 缺乏 正当 的 理由 ,所 以 我 们 还 将 对 矢量 做 某 些 计算 并 证 明 它 与 旋 度 有 关 。 
这 次 计算 的 将 是 所 谓 矢量 场 的 环流 。 如 果 C 是 任意 矢量 场 , 取 其 沿 一 曲线 的 分 量 , 并 对 这 
一 分 量 自始至终 绕 整 个 回路 进行 积分 。 这 一 积分 被 称 为 该 矢量 场 绕 该 回路 的 环流 。 在 本 章 
的 开头 ,我 们 曾经 讨论 过 Vy 的 线 积分 ,现在 我 们 


将 对 任 二 种 矢量 场 C 求 线 积分 。 回路 三 入 
设 古 为 空间 中 的 任意 闭合 回路 一 一 当然 是 fr 
在 想象 中 的 。 有 一 个 例子 如 图 3-7 所 示 。C 的 
切 向 分 量 绕 该 回路 的 线 积分 可 写成 : 
中 cd = 中 c .ds (3.30) 
/ 
你 应 该 注意 ,这 积分 是 始终 绕 回路 取 的 ,并 不 像 e 
以 前 那样 从 一 点 至 另 一 点。 在 积分 符号 上 的 那 。 图。 Cc 缠绕 的 环流 为 C.( 即 的 切 
个 小 图 轿 便 是 为 了 提醒 人 们 ,该 积分 是 始终 线 回 etd 


路 进行 的 。 这 一 积分 叫 作 该 矢量 场 绕 曲 线 古 的 
环流 。 这 个 名 称 原本 是 从 考虑 液体 的 环流 来 的 。 但 这 一 名 字 一 一 正如 通 量 一 样 一 一 已 被 推 
广 应 用 于 即使 没有 物质 做 “环流 "的 任何 场 了 。 
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用 对 待 通 量 同 样 的 手法 ,我 们 可 以 证 明 , 绕 一 个 回路 的 环流 等 于 绕 两 个 分 回路 的 环流 之 
和 。 假 设 我 们 在 原来 曲线 上 的 (1) 和 (2) 两 点 间 用 如 图 3-8 所 示 的 市 线 来 连结 ,就 可 以 将 图 
3-7 所 示 的 曲线 分 成 两 个 回路 。 现 在 存在 两 个 回 
二 路 攻 和 TT。T, 是 由 处 在 (1) 和 (2) 左 边 部 分 的 原 
n 有 曲线 忆 再 加 上 "捷径 "Tu 而 构成 的 。rs 则 是 由 
原 有 曲线 的 其 余部 分 加 上 该 捷径 而 构成 的 。 
绕 T 的 环流 等 于 沿 F。 和 沿 ru 两 个 积分 之 
和 。 同 理 , 绕 T, 的 环流 也 是 两 部 分 之 和 ,其 一 沿 
加 Th, 而 另 一 沿 Ts。 对 于 曲线 来 说 , 沿 Pu 的 积分 
具有 与 对 曲线 Pi 中 沿 ru 的 积分 相反 的 符号 , 因 
环流 守 了 统 丙 人 中 路 。 为 它们 的 绕 行 方向 相反 一 必须 按 相同 的 旋转 
“指向 "来 进行 这 两 项 线 积分 。 
按照 我 们 以 前 使 用 过 的 同样 关 型 的 论据 ,你 们 可 以 看 到 ,这 两 个 环流 之 和 将 恰好 给 出 绕 
原来 曲线 的 线 积分 。 那 来 自 P. 的 部 分 互相 抵消 了 。 绕 其 中 一 部 分 的 环流 再 加 上 绕 第 二 
部 分 的 环流 等 于 绕 整 条 外 环线 的 环流 。 我 们 可 以 
重复 这 一 过 程 ,把 原 有 回路 分 割 成 任意 数目 的 小 
回路 。 当 将 这 些小 回路 的 环流 相 加 时 ,在 它们 的 
相 邻 部 分 总 会 互相 抵消 ,从 而 使 其 总 和 相当 于 绕 
原来 单个 回路 的 环流 。 
现在 让 我 们 假设 该 原 有 回路 就 是 某 一 个 曲面 
的 边界 。 当 然 ,会 有 无 限 多 个 曲面 全 都 以 该 原 有 
回路 为 边界 。 然 而 ,我 们 的 结果 将 与 所 选取 的 曲面 。 图 3-9 选取 某 一 被 回路 下 包围 着 的 表面 。 
无 关 。 首 先 ,将 原 有 回路 分 割 成 若干 条 全 部 落 在 所 。 这 个 面 被 分 抽 成 考 二 个 小 面积 ,每 个 近似 于 
选取 的 曲面 上 的 小 回 线 ,如 图 3-9 所 示 。 不 管 该 曲 。 一 正方 形 。 人 
面 形状 如 何 ,如 果 我 们 选取 的 小 回路 足够 小 , 则 可 人 四 申 的 环 光 和 
以 假定 每 一 小 回路 包围 的 面 基本 上 是 平面 。 并 且 ,我 们 也 能 选取 那些 小 回路 使 得 每 个 都 非常 
接近 正方 形 。 现 在 就 可 以 通过 求 绕 所 有 小 回路 的 环流 ,再 取 其 和 ,从 而 算出 绕 回路 的 环流 。 




















$3-6 围绕 一 正方 形 的 环流 ;斯 托 克 斯 定理 


我 们 将 怎样 求 得 沿 每 一 小 正方 形 的 环流 呢 ? 首先 就 要 问 ,这 一 正方 形 在 空间 中 的 取向 
如 何 ? 要 是 它 有 一 个 特殊 取向 , 那 计算 起 来 就 会 方便 得 多 。 例 如 ,假使 它 位 于 一 个 坐标 平面 
内 。 由 于 对 坐标 轴 的 取向 我 们 还 未 做 过 任何 假设 ,因此 就 可 以 这 样 选取 坐标 轴 , 使 此 刻 我 们 
正 专注 的 那个 小 正方 形 正好 落 在 zy 面 内 ,如 图 3-10 所 示 。 若 该 结果 用 矢量 符号 来 表示 ， 
那 就 可 以 说 ,不 管 该 面 的 特殊 取向 如 何 ,结果 都 是 一 样 的 。 

现在 我 们 希望 求 出 场 C 绕 该 小 正方 形 的 环流 。 如 果 令 该 正方 形 足够 小 ,使 得 矢量 C 
沿 它 的 任 一 边 都 不 会 改变 很 多 ,进行 线 积分 就 较 容易 (正方 形 越 小 ,这 个 假定 就 越 好 ,而 
实际 所 谈 的 正 是 无 限 小 的 正方 形 )。 从 位 于 图 的 左下 角 那 一 点 (z，?) 出 发 ,按照 箭头 所 指 
的 方向 绕 行 一 周 。 沿 标记 为 (1) 的 第 一 条 边 ,其 切 向 分 量 为 C-(1) 而 长 度 为 Az。 该 积分 的 


和 


第 一 部 分 就 是 C.(1)Ar。 沿 第 二 条 边 ,我 们 获 
得 C,(2)Ay。 沿 第 三 条 边 得 一 C, (3)Az, 而 沿 第 
四 条 边 得 一 C, (4)Ay。 这 些 负 号 是 需要 的 , 因 
为 这 里 要 求 的 是 沿 绕 行 方 向 的 切 向 分 量 。 因 
此 ,整个 线 积 分 就 是 : 


$c ds= CDArtC, 2)Ay 


一 Cr(3)Az 一 Cv(4)Ay- 
(3.31) 


现在 让 我 们 注意 第 一 和 第 三 部 分 。 它 们 合 
起 来 就 是 : 





[C:(1) — C.(3)]Jaz. (3.32) 


你 也 许 认为 ,对 我 们 的 近似 程度 来 说 这 个 差 值 
为 零 。 这 对 于 一 级 近似 是 对 的 。 然 而 可 以 更 精确 一 些 , 计 及 C; 的 变化 率 。 如 果 这 样 便 
可 以 写 出 : 


图 3-10 计算 绕 行 一 个 小 正方 形 的 C 的 环流 


aC: 

C3) = CD + 3AY. (3.33) 
假如 把 次 级 近似 也 包括 进去 , 则 会 涉及 到 (Ay)* 等 项 ,但 由 于 我 们 最 终 将 取 Ay 一 0 时 的 极 
限 ,所 以 这 样 的 项 都 可 以 忽略 。 将 式 (3. 33) 和 (3. 32) 结 合 起 来 ,会 得 出 


[C:(1)—C.(3)]Az = 一品 way (3.34) 


对 于 我 们 的 近似 ,上 式 中 的 微 商 可 以 在 (z, y) 处 计算 出 来 。 
同 理 ,环流 中 的 其 他 两 项 ,也 可 以 写成 : 


Ci(2)ay 一 C,(4)ay = PArAy. (3.35) 
于 是 , 绕 上 述 那个 小 正方 形 的 环流 为 : 


( 哆 - 苔 )aray (3.36) 


这 很 有 趣 , 因 为 括号 内 两 项 恰好 就 是 旋 度 的 = 分 量 。 并 且 , 我 们 还 注意 到 ,ArAy 就 是 该 正 
方形 的 面积 。 因 此 ,可 以 将 环流 式 (3. 36) 写 为 : 


(VXO).Aa. 


这 个 = 分 量 实际 上 就 是 沿 该 表面 元 法 向 的 分 量 。 因 此 ,还 可 以 将 绕 一 个 微分 正方 形 的 环流 
写成 一 种 不 变 的 矢量 形式 : 


$e: d= (Vx. = (VXO) nAa. (3.37) 


我 们 的 结果 是 : 任 一 矢量 C 绕 一 个 无 限 小 正方 形 的 环流 ,等 于 C 的 旋 度 垂直 于 表面 的 
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分 量 乘 以 该 正方 形 面积 。 

现在 , 绕 任 一 条 回路 的 环流 ,可 以 轻而易举 地 同 矢量 场 的 旋 度 联系 起 来 了 。 用 任 
意 合适 的 曲面 S 将 回路 填 满 ,如 图 3-11 所 示 ， 
并 把 绕 这 个 面 上 一 系列 无 限 小 正方 形 的 环流 加 
起 来 。 这 个 和 可 以 写成 一 个 积分 。 其 结果 是 以 
斯 托 克 斯 命名 (为 纪念 斯 托 克 斯 先生 ) 的 一 个 十 
分 有 用 的 定理 。 

斯 托 克 斯 定理 : 


Cc 


$c "ds 一 [vx C),da， (3.38) 








式 中 S 是 以 为 边界 的 任意 曲面 。 
we 现在 必须 谈 谈 关于 符号 的 一 个 惯例 。 在 图 
图 3-11 C 统 的 环流 等 于 VXc 的 法 向 分 。 3-10 中 ,采用 “常用 "的 一 也 即 “右手 "的 一 毕 
量 的 面积 分 标 系统 ,z 轴 将 指向 你 们 。 当 按照 旋转 的 “ 正 " 指 


向 进行 线 积分 时 ,我们 发 现 环流 等 于 YXC 的 > 
分 量 。 要 是 我 们 绕 行 的 方向 相反 , 即 会 获得 一 个 相反 的 符号 。 那 么 ,一 般 说 来 ,我 们 怎么 会 
知道 应 选取 哪个 方向 作为 VXC 的 法 向 分 量 的 正 向 呢 ? 正法 线 始终 必须 与 旋转 的 指向 联系 
起 来 ,如 图 3-10 所 示 的 。 对 于 普遍 情况 , 则 如 图 3-11 所 示 。 
“右手 法 则 ”是 记 住 这 个 关系 的 一 种 办 法 。 如 果 你 用 右手 手指 围绕 曲线 了 , 指 尖 指向 ds 
的 正方 向 ,那么 你 的 大 拇指 就 指向 S 面 的 正法 线 方向 。 


$3-7 无 旋 度 场 与 无 散 度 场 


现在 我 们 要 来 讨论 上 述 新 定理 的 某 些 结果 。 首 先 ,考虑 一 个 矢量 其 旋 度 处 处 为 零 的 情况 。 
这 时 斯 托 克 斯 定理 说 , 绕 任何 回路 的 环流 等 于 零 。 现 在 若 在 一 闭合 曲线 上 选取 两 点 (1) 和 (2) 
(图 3-12), 则 从 (1) 至 (2) 的 切 向 分 量 的 线 积 分 将 与 这 两 条 可 能 路 线 中 选取 哪 一 条 无 关 。 我 们 
可 以 断定 ,从 (1) 至 (2) 的 积分 只 取决 于 这 两 点 的 位 置 一 一 也 就 是 说 , 它 仅 是 位 置 的 函数 。 同 样 
的 推理 方法 也 曾 在 第 1 卷 第 14 章 中 使 用 过 ,在 那里 我 们 曾 证 明 如 果 某 量 绕 一 闭合 回路 的 积分 
总 是 零 , 则 该 量 对 任 一 曲线 的 积分 可 以 表达 为 两 端点 位 置 的 
某 一 函数 之 差 。 这 一 事实 使 我 们 创立 了 势 的 概念 。 而 且 ,我 们 
证 明 该 矢量 场 就 是 这 一 势 函 数 的 梯度 [ 见 第 1 卷 式 (14. 13)]。 

由 此 可 见 , 任 一 旋 度 为 零 的 矢量 场 等 于 某 个 标量 函数 的 
梯度 。 这 就 是 说 ,如 果 处 处 VXC = 0, 则 存在 某 个 y, 使 得 
C = W, 这 是 一 个 有 用 的 概念 。 如 果 愿 意 ,我 们 可 以 用 一 个 i 
标量 场 来 描述 这 一 特殊 类 型 的 矢量 场 。 (D 

让 我 们 再 来 证 明 另 一 件 事 。 假 设 有 任意 的 标量 场 % 图 3-12 如 果 VXc 为 零 , 则 绕 
如 果 取 它 的 梯度 即 Wy, 那 么 这 个 矢量 绕 任意 闭合 回路 的 积分 ”一 闭合 曲线 F 的 环流 等 于 零 。 
就 必然 为 零 。 这 矢量 从 点 (1) 至 点 (2) 的 线 积分 为 [$(2) 一 从 (1) 至 (2),C . ds 沿 a 的 线 积 
$(1)]。 如果 (1) 和 (2) 是 同一 点 ,那么 定理 1、 即 式 (3. 8) 告 诉 分 与 沿 的 线 积分 必 相 同 


| 





(2) 
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我 们 ,该 线 积分 等 于 零 : 


W.ds=0. 
回路 


应 用 斯 托 克 斯 定理 ,我 们 可 以 得 出 结论 :在 任何 曲面 上 
[vx (W),da = 0. 


但 如 果 在 任何 曲面 上 的 积分 都 等 于 零 , 则 该 被 积 函数 必定 为 零 。 所 以 ,总 有 
Vx(W)= 0. 


这 个 结果 与 我 们 在 $ 2-7 中 应 用 矢量 代数 证 明 过 的 结果 相同 。 

现在 让 我 们 考虑 一 种 特殊 情况 , 即 用 一 个 大 曲面 S 来 填 满 一 个 小 回路 了 ,如 图 3-13 所 
示 。 实 际 上 我 们 希望 看 看 , 当 该 回路 缩小 至 一 点 、 使 得 曲面 的 边缘 消失 不 见 而 成 为 一 闭合 曲 
面 时 ,究竟 会 发 生 什么 情况 。 现 在 ,如 果 矢 量 C 处 处 
有 限 , 则 当 我 们 缩小 该 回路 时 , 绕 T 的 线 积分 应 该 趋 
于 零 一 一 该 积分 大 体 上 正比 于 本 的 周 长 , 而 周 长 趋 于 
零 。 按 照 斯 托 克 斯 定理 , (VXC), 的 面积 分 也 必 为 零 。 
不 知 为 什么 , 当 我 们 把 曲面 关闭 时 ,就 会 加 进 一 些 贡献 
将 以 前 那里 存在 的 东西 抵消 掉 。 因 而 我 们 得 到 一 个 新 
的 定理 : 





vxc 


图 3-13 在 趋向 于 一 个 闭合 曲面 的 
(VXxO),.da = 0. (3.39) 极限 上 ,我 们 发 现 (VXC), 的 面积 分 


J 必 为 零 


这 看 来 很 有 意思 ,因为 我 们 已 经 有 一 个 关于 矢量 
场 曲面 积分 的 定理 。 按 照 高 斯 定理 , 即 式 (3. 18) ,这 样 的 面积 分 等 于 该 矢量 的 散 度 的 体积 
分 。 当 应 用 于 VXC 上 时 ,高 斯 定理 表明 : 


| (VXO).da -| V.: (VX 人 COC)dV. (3.40) 
闭合 曲面 曲面 内 体积 
所 以 我 们 得 出 结论 ,第 二 个 积分 也 应 等 于 零 , 即 


| Y: (VxOdv =0, (3.41) 
任意 体积 


这 对 于 任何 矢量 场 C 都 正确 。 由 于 式 (3. 41) 对 于 任何 体积 都 正确 ,所 以 在 空间 每 一 点 该 被 
积 函 数 为 零 就 必然 正确 。 因 此 ,我 们 就 恒 有 


VvV:(VxC)=0, 


但 这 是 $ 2-7 中 我 们 曾 从 矢量 代数 方面 得 到 过 的 相同 结果 。 现 在 我 们 开始 来 看 看 如 何 把 每 
样 东西 配合 起 来 。 


$3-8 总 结 


让 我 们 把 所 得 到 的 关于 矢量 微 积分 的 结果 做 个 总 结 。 这 些 结果 ,实际 上 是 第 2 章 和 
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第 3 章 的 要 点 : 
1. 算 符 3 bz, 3 /9y, 3 /9z 可 以 认为 是 矢量 算 符 V 的 三 个 分 量 ,而 把 这 一 算 符 


VvV= ( RR; ) 


ar’ 9y’ az 
作为 矢量 处 理 后 ,从 矢量 代数 所 获得 的 那些 公式 都 是 正确 的 。 

2. 标量 场 在 两 点 的 差 值 等 于 该 标量 梯度 的 切 向 分 量 沿 连接 (1) 和 (2) 这 两 点 间 任意 曲 
线 的 线 积分 : 


(2)—y(1) = Wds. (3.42) 


三 间 向 线 


3. 任意 矢量 的 法 向 分 量 在 一 个 闭合 曲面 上 的 面积 分 等 于 该 矢量 的 散 度 对 该 闭合 曲面 
内 体积 的 积分 : 


| cnda=| Vv Cdy. (3.43) 
闭合 曲面 曲面 内 体积 


4. 任意 矢量 的 切 向 分 量 绕 一 闭合 回路 的 线 积分 ,等 于 该 矢量 旋 度 的 法 向 分 量 对 以 该 回 
路 为 边界 的 任意 曲面 的 面积 分 , 即 


fic: = | (VX nde. (3.44) 
边界 曲面 


第 4 章 静 电 学 
$4-1 和 静 电 


现在 我 们 开始 对 电磁 学 理论 做 详细 的 研究 。 全 部 电磁 学 都 包含 在 麦克 斯 韦 方程 组 中 。 
麦克 斯 韦 方程 组 : 


VvV:E=2£; (4.1) 
本 
二 
vYxE=- 绊 ， (4.2) 
evxB=2E+1i, (4.3) 
at to 
VvV.B=0. (4.4) 


由 这 些 方程 所 描述 的 情况 可 能 十 分 复杂 。 我 们 将 首先 考虑 那些 相对 简单 的 情况 ,以 便 
在 研究 更 复杂 的 问题 以 前 ,学 会 如 何 去 处 理 这 些 简单 情况 。 其 中 最 容易 处 理 的 是 任何 事物 
都 与 时 间 无 关 一 一 叫 作 静态 一 一 的 情况 。 所 有 电荷 都 永远 固定 在 空间 里 ,即使 它们 确实 在 
运动 ,也 只 是 作为 电路 中 的 恒定 电流 而 运动 (使 得 和 j 都 不 随时 间 而 变 )。 在 这 种 情况 下 ， 
麦克 斯 韦 方程 组 中 所 有 场 对 时 间 微 商 的 项 都 等 于 零 。 这 样 , 麦 克 斯 韦 方程 组 变 成 : 

静电 学 





VE 一 了 上; (4.5) 
本 
VxE=0. (4.6) 
静 磁 学 
VxB= 起 ，; (4.7) 
oC 
V:B=0. (4.8) 


关于 这 四 个 方程 组 ,你 将 会 注意 到 一 个 有 趣 情节 。 这 组 方程 可 以 分 成 两 对 ,电场 E 仅 
出 现在 前 两 个 方程 中 ,而 磁场 B 仅 出 现在 后 两 个 方程 中 ,E 场 和 B 场 并 不 互相 关联 。 这 意 
味 着 ,只 要 电荷 和 电流 是 静止 的 , 则 电 和 磁 就 是 两 个 性 质 不 同 的 现象 。 直 到 诸如 电容 器 充电 
或 移动 磁铁 引起 电荷 或 电流 的 变化 ,E 与 B 的 相关 性 仍 不 会 显露 出 来 。 只 有 变化 足够 迅 
速 ,使 得 麦克 斯 韦 方程 组 中 那些 时 间 微 商 变 得 显著 时 ,E 与 B 才 会 相互 关联 起 来 。 

现在 ,如 果 你 注意 那些 静止 情况 的 方程 ,你 将 会 看 到 ,从 弄 清楚 关于 矢量 场 的 数学 特性 
的 观点 来 看 ,学 习 这 两 门 称 为 静电 学 与 静 磁 学 的 学 科 是 理想 的 。 因 为 静电 学 是 矢量 场 具有 
零 旋 度 和 某 一 给 定 散 度 的 一 个 极 佳 例子 ;而 静 磁 学 则 是 矢量 场 具有 零散 度 和 某 一 给 定 旋 度 
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的 极 佳 例子 。 更 规范 的 一 一 而 你 可 能 认为 是 更 满意 的 一 一 表达 电磁 学 理论 的 方法 是 先 从 静 
电学 出 发 ,于 是 学 习 有 关 和 散 度 方面 的 知识 ; 稍 后 再 处 理 静 磁 学 和 旋 度 ;最 后 , 才 把 电学 和 磁 学 
结合 起 来 。 我 们 已 决意 从 矢量 运算 的 完整 理论 开始 。 现 在 就 把 这 种 理论 应 用 于 静电 学 的 特 
殊 情况 , 场 E 由 第 一 对 方程 给 出 。 

我 们 将 从 最 简单 的 情况 一 一 即 所 有 各 电荷 的 位 置 都 已 被 规定 的 情况 一 一 开始 。 要 是 只 
需 学 这 种 水 平 的 静电 学 (就 像 下 面 两 章 中 所 做 的 那样 ) , 那 生活 将 显得 多 么 简单 ,事实 上 , 几 
平 毫 无 价值 。 正 如 你 将 会 看 到 的 ,一切 事情 都 可 以 从 库仑 定律 和 某 个 积分 得 出 。 但 事实 并 
非 如 此 ,在 许多 实际 的 静电 学 问题 中 ,开始 时 我 们 并 不 知道 电荷 在 哪里 ,只 知道 它 是 按照 物 
性 所 规定 的 方式 来 分 布 的 。 电 荷 所 占据 的 位 置 取决 于 场 EE, 而 这 个 场 反 过 来 又 取决 于 电荷 
的 位 置 。 于 是 ,事情 可 能 变 得 很 复杂 。 例 如 ,如 果 把 一 个 带电 物体 移 近 导体 或 绝缘 体 ,导体 
或 绝缘 体 中 的 电子 和 质子 就 会 到 处 运动 。 式 (4. 5) 中 的 电荷 密度 p, 有 一 部 分 可 能 是 我 们 原 
先 就 已 知 的 带 上 去 的 电荷 ,另外 一 部 分 则 是 那些 在 导体 中 到 处 运动 的 电荷 所 引起 的 。 要 是 
所 有 这 些 电 荷 都 必须 考虑 进去 的 话 ,将 会 把 人 们 引入 到 一 些 相当 微妙 而 又 有 趣 的 问题 中 去 。 
所 以 尽管 这 一 章 是 关于 静电 学 方面 的 ,但 它 仍 将 不 会 包括 这 一 课题 中 的 那些 更 瑰丽 而 微妙 
的 部 分 ,而 只 是 处 理 我 们 能 够 假定 一 切 电荷 位 置 均 已 知 的 那 种 情况 。 自 然 ,你 应 当 在 试图 处 
理 其 他 问题 之 前 就 能 对 付 这 一 情况 。 


$4-2 ”库仑 定律 ;全 加 原理 


把 式 (4. 5) 和 (4.6) 作 为 我 们 的 起 点 , 照 理应 该 是 合乎 逻辑 的 。 然 而 ,如 从 另外 的 某 处 出 
发 再 回 到 这 些 方程 式 上 来 ,将 会 容易 一 些 , 而 所 得 的 结果 是 相同 的 。 我 们 就 从 已 谈 及 的 那个 
被 称 为 库仑 定律 的 定律 着 手 , 它 表明 在 两 静止 不 动 的 电荷 间 有 一 个 与 这 两 个 电荷 之 积 成 正 
比 而 与 它们 之 间距 离 的 平方 成 反比 的 力 ,这 个 力 沿 着 从 一 电荷 至 另 一 电荷 的 直线 。 

库仑 定律 











Er 
i ee 于 加 (4.9) 


FF, 是 作用 于 电荷 % 上 的 力 ;erz 是 从 @ 至 的 方向 上 的 单位 矢量 ;而 ma 则 是 % 与 9 间 的 
距离 。 作 用 于 q 上 的 力 F; 与 F, 大 小 相等 而 方向 相反 。 

基于 历史 原因 ,比例 常数 写成 1 re 。 在 我 们 采用 的 单位 制 一 一 米 ， 千克， 秒 (mkgs) 
制 一 一 中 , 它 被 定义 为 精确 地 等 于 10“ 乘 光速 平方 。 光 速 近似 地 等 于 3X 10* ms ,因此 这 
个 常数 近似 地 为 9 X 10”， 而 其 单位 则 可 证 明 为 Nm'C“, 或 者 是 VmC '。 


起 = 107c (根据 定义 ) 
一 9.0 X 10?( 通 过 实验 ). (4.10) 
单位 :NmzC 或 VmC '。 
当 存在 两 个 以 上 的 电荷 时 一 一 唯一 真正 有 意义 的 时 候 一 我 们 就 必须 用 自然 界 的 另 一 
事实 来 补充 库仑 定律 。 这 个 事实 是 :作用 于 任 一 电荷 上 的 力 等 于 其 他 每 一 电荷 对 它 所 施 库 
仓 力 的 矢量 和 。 这 个 事实 叫做 “又 加 原理 ”。 这 就 是 静电 学 所 包含 的 全 部 内 容 了 。 如 果 把 库 


仓 定律 和 又 加 原理 结合 起 来 ,就 不 再 有 别 的 东西 了 。 式 (4. 5) 和 (4. 6) 一 一 静电 学 方程 一 一 
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正好 包含 这 些 。 

应 用 库仑 定律 能 很 方便 地 引进 电场 的 概念 。 我 们 说 , 场 E(1) 是 作用 于 g 上 单位 电 
获 的 力 (由 所 有 其 他 电荷 所 施 )。 对 于 除 q 外 存在 另 一 个 电荷 的 情况 ,我 们 对 式 (4.9) 除 
以 &, 便 得 


E(D) = ze ns (4.11) 


此 外 我 们 还 认为 ,即使 gq 不 存在 ,E(1) 仍 描述 了 有 关 点 (1) 的 某 些 情况 一 一 假设 所 有 其 他 电 
荷 都 保持 其 原 有 位 置 。 我 们 讲 :E(1) 是 点 (1) 处 的 电场 。 

电场 E 是 一 个 矢量 ,因而 式 (4. 11) 实 际 指 的 是 三 个 方程 式 一 一 对 于 每 一 分 量 就 是 一 个 
方程 。 把 其 中 的 zx 分 量 清楚 地 写 出 时 , 式 (4. 11) 便 意味 着 


ma 工 ! 一 工 ? 
POs DT ln 





(4.12) 


其 他 分 量 均 与 此 相仿 。 
如 果 有 许多 电荷 , 则 在 任意 一 点 (1) 处 的 场 E 就 是 其 他 每 个 电荷 的 贡献 之 和 。 这 个 总 
和 中 的 每 一 项 ,看 来 都 像 式 (4. 11) 或 (4.12)。 令 q 为 第 j 个 电荷 的 大 小 ,而 ru 为 从 gj 至 点 
(1) 的 位 移 , 则 可 以 写 出 
E(D) = Da Yes. (4.13) 
当然 ,该 式 意味 着 


-1 g(x — x) 
Fly, 0) = Dre tm aT re 





(4.14) 


等 等 。 

不 把 电荷 看 作 像 电子 和 质子 那样 的 组 成 单元 ,而 把 它们 想象 成 是 铺展 开 的 连续 涂 片 或 
连续 “分 布 ”往往 会 很 方便 。 只 要 不 去 关注 在 尺度 过 小 的 范围 内 所 发 生 的 事情 ,这 是 可 行 
的 。 这 样 , 我 们 便 可 通过 “电荷 密度 "o(z，?，z) 来 描述 电荷 分 布 。 如 果 在 点 (2) 处 一 个 小 体 
积 AV; 内 含有 电量 Ag: , 则 p 便 由 下 式 定义 


Aq: = 6(2)AV:. (4.15) 


为 了 将 这 种 描述 方法 用 到 库仑 定律 上 去 ,我们 将 式 (4. 13) 、(4. 14) 中 的 那些 求 和 ,用 对 
包含 电荷 的 全 部 体积 的 积分 来 代替 。 这 样 就 得 到 


E(1) = 去 snan (4.16) 
有 些 人 却 喜 欢 写成 
式 中 rz 是 从 (2) 至 (1) 的 位 移 矢 量 ,如 图 4-1 所 示 。 因 此 ,对 于 E 的 积分 就 可 以 写成 

E(1) = br (4.17) 





4 reo J 全 部 空间 i 
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当 我 们 要 用 这 个 积分 进行 具体 计算 时 ,通常 还 得 详尽 地 把 它 写 明 白 ,对 于 式 (4.16) 或 (4. 17) 
的 z 分 量 , 该 写成 





(zi — xz)p(xs, y2, z2)drdy: dz 
Elz, Ym) 网 二 二 —z2)* + (yO—y) + (nO— zx) 


这 个 公式 我 们 不 会 常用 。 之 所 以 把 它 写 在 这 
O0123》 里 ,只 是 为 了 强调 ,电荷 位 置 都 已 知 的 所 有 静电 学 问 
| 题 ,我 们 已 完全 解决 了 。 给 定 了 电荷 , 场 怎么 样 呢 ? 
答案 :算出 这 一 积分 。 因 此 ,对 于 这 一 课题 便 再 没有 
什么 可 说 了 , 那 只 是 一 个 复杂 的 三 维 积分 工作 一 一 
严格 说 来 ,是 一 项 计算 机 的 工作 ! 

借助 这 些 积分 ,我 们 就 能 够 求 出 各 种 电荷 产生 

的 场 : 面 电荷 ` 线 电荷 、 球 面 电荷 或 任何 特殊 分 布 的 
电荷 。 重 要 的 是 要 知道 : 当 我 们 画 场 线 、 谈 论 电势 或 

图 4-1 分 布 电荷 在 点 (1) 处 产生 的 电场 二 S 
下 可 由 对 该 分 布 的 积分 求 得 。 点 (1) 也 ”计算 散 度 时 ,我 们 所 有 的 答案 都 已 在 这 里 了 。 不 过 
可 以 落 在 该 分 布 区 域 之 内 问题 在 于 ,有 时 某 些 聪 明 的 猜测 工作 , 比 直接 计算 这 

个 积分 还 要 容易 。 这 种 猜测 工作 要 求人 们 学 习 各 种 

奇妙 的 东西 。 实 践 中 ,比较 容易 做 的 也 许 还 是 忘记 追求 聪明 、 总 是 直接 而 不 是 灵巧 地 把 那些 
积分 算出 来 。 然 而 ,我 们 打算 尝试 做 得 巧妙 点 。 下 面 将 继续 讨论 有 关 电 场 的 某 些 其 他 特点 。 


$4-3 电势 


(4.18) 





(2),(%, 7,2,) 


首先 ,我 们 讲 讲 电势 的 概念 , 它 与 电荷 从 一 点 移 至 另 一 点 所 做 的 功 有 关 。 设 有 某 种 电荷 
分 布 ,产生 了 一 电场 。 我 们 要 问 :如 把 一 个 小 电荷 从 一 处 移 至 另 一 处 需 做 多 少 功 ? 沿 某 一 路 
径 移动 电荷 反抗 电力 所 做 的 功 ,等 于 这 电力 在 运动 方向 分 量 的 负 值 沿 该 路 径 的 积分 。 如 果 
我 们 把 一 电荷 从 点 a 移 至 点 5, 则 


=—[r .ds， 


式 中 下 是 在 每 一 点 施 于 电荷 上 的 电力 ,而 ds 则 是 沿路 径 的 微分 位 移 矢量 ( 见 图 4-2)。 
对 于 我 们 来 说 ,考虑 移动 一 个 单位 电荷 所 做 的 功 会 更 有 意义 。 因 此 ,作用 于 电荷 上 的 力 
在 数值 上 就 等 于 电场 。 在 这 种 情况 下 反抗 电力 所 做 的 功 称 为 W( 单 位 电荷 ) ,我 们 写 为 


到 (单位 电荷 ) = 一 Eds.。 (4.19) 


一 般 地 说 ,用 这 类 积分 所 得 的 结果 与 所 取 的 路 径 有 9 

关 。 但 是 ,假如 式 (4. 19) 的 积分 与 从 a 至 6 的 路 径 

有 关 的 话 , 那 我 们 就 可 通过 把 电荷 沿 一 条 路 径 从 a 另 一 条 路 径 
移 至 4、 然 后 又 沿 另 一 条 路 径 返 回 到 a 而 从 场 中 获 。 。 

得 功 。 这 样 ,可 以 沿 W 较 小 的 那 条 路 线 达到 6 ,而 图 4-? 把 电荷 从 a 移 至 5 所 做 的 功 ,等 
沿 另 一 条 路 线 返回 来 ,这 样 我 们 所 得 到 的 功 就 会 大 于 下 . ds 沿 所 取 路 径 进行 积分 的 负 值 





一 一 一 一 第 4 章 前 电学 | 有 5 


于 所 付出 的 功 。 

原则 上 说 ,从 场 中 得 到 能 量 并 不 是 不 可 能 的 。 事 实 上 ,我 们 将 遇 到 有 这 种 可 能 的 场 。 有 
可 能 当 你 移动 电荷 时 ,你 就 对 这 部 “机 器 ”的 另 一 部 分 施加 了 力 。 若 这 部 机 器 抵抗 此 力 而 运 
动 , 则 它 会 损失 能 量 ,从 而 保持 世界 上 的 总 能 量 不 变 。 然 而 ,对 于 静电 学 来 说 ,并 没有 这 样 一 
种 “机 器 "存在 ,我 们 对 反作用 于 场 源 上 的 力也 很 清楚 ,它们 是 作用 于 产生 该 场 的 那些 电荷 上 
的 库仑 力 。 如 果 其 他 电荷 者 国定 在 其 位 置 上 一 这 是 静 忠 学 中 我 们 所 做 的 唯一 假设 一 这 
些 反作用 力 就 不 能 对 它们 做 功 ,因而 无 法 从 它们 那里 获得 能 量 一 当然 ,这 是 以 能 量 守恒 原 
理 对 静电 学 的 情况 有 效 为 条 件 的 。 我 们 相信 它 是 有 效 的 ,请 让 我 们 证 明 ,从 力 的 库仑 定律 必 
然 可 以 得 出 它 来 。 

首先 ,考虑 在 一 个 起 源 于 单个 电荷 g 的 场 中 所 发 生 的 情况 。 令 点 a 与 电荷 4 间 的 距离 
为 7., 而 点 5 与 4 的 距离 为 r*。 现 在 选择 另 一 个 大 小 为 1 个 单位 \ 称 为 “试验 "电荷 的 电荷 ， 
从 a 移 至 5, 我们 开始 用 最 简易 的 可 能 路 径 来 计算 。 使 试验 电荷 最 初 沿 一 贺 弧 、 然 后 再 沿 某 
一 半径 移动 ,如 图 4-3(a) 所 示 。 求 在 这 一 条 特殊 路 径 所 做 之 功 ,和 小 孩 玩 游戏 一 样 简单 ( 否 
则 我 们 就 不 会 选择 这 条 路 线 了 )。 首 先 ,在 从 a 至 a' 的 路 径 上 根本 没有 做 功 。 场 是 沿 径 向 
的 (根据 库仑 定律 ) ,因而 它 与 移动 的 方向 成 直角 。 其 次 ,在 从 a' 至 6 的 路 径 上 , 场 与 移动 方 
向 相同 ,大 小 随 1 变化 。 于 是 ,把 试验 电荷 从 a 移 至 6 所 做 之 功 应 为 

= 人 ;二 各 


hneoder’ 


= 一 (二 一 二 )- (4.20) 


4xeo \re rs 


现在 ,再 让 我 们 取 另 一 条 简易 路 径 。 例 如 , 取 图 4-3(b) 所 示 的 那 条 路 径 。 它 一 会 儿 沿 一 
加 弧 , 一 会 儿 沿 某 一 半径 ,然后 又 沿 一 贺 缴 ,又 沿 一 半径 ,等 等 。 每 次 当 我 们 沿 加 周 部 分 移动 
时 ,并 没有 做 功 。 而 当 沿 径 向 部 分 移动 时 ,就 只 需 
对 1 包 积 分 。 沿 第 一 径 向 线段 ,我 们 从 六 积 至 六 ， 
然后 沿 第 二 径 向 线段 ,又 从 咏 积 至 r ,如 此 等 等 。 
所 有 这 些 积分 之 和 与 直接 从 =” 至 ns 的 单一 积分 
相同 。 对 于 这 一 路 径 所 得 答案 与 上 面 对 第 一 条 路 
径 所 得 的 一 样 。 很 清楚 ,对 于 任 一 条 由 任意 数目 
的 同 种 线段 构成 的 路 径 , 我 们 将 会 得 出 相同 答案 。 

若是 一 条 光滑 路 径 又 将 如 何 呢 ? 会 得 出 相 
同 的 答案 来 吗 ? 在 第 1 卷 第 13 章 中 ,我 们 就 曾 
经 讨论 过 这 一 点 。 应 用 与 那里 所 用 的 相同 论据 ， 
可 以 得 出 结论 :把 一 单位 电荷 从 a 移 至 6 所 做 的 
功 应 与 所 经 历 的 路 径 无 关 , 即 

Ma ， 


a>b 


由 于 该 功 只 与 端点 有 关 , 所 以 它 就 可 以 表示 。” 图 4-3 把 一 试验 电荷 从 a 移 至 5 时 ,无 论 沿 
为 两 个 数值 之 差 。 我 们 可 按 下 述 办 法 看 到 这 一 哪 一 条 路 径 所 做 的 功 都 相等 





b 





E.ds. 
任意 名 和 
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点 。 试 选 定 一 参考 点 P, ,并 约定 用 一 条 总 会 经 过 P。 点 的 路 径 来 计算 我 们 的 积分 。 令 $(a) 
代表 从 P。 至 点 a 反抗 场 力 所 做 的 功 ,并 令 $(5) 为 从 P。 至 点 5 所 做 的 功 (图 4-4)。 这 样 ,从 

a 点 (在 去 5 的 路 上 ) 至 P。 点 所 做 的 功 就 会 等 于 
OA Ka) 中 $(a) 的 负 值 ,所 以 我 们 有 


i —JE as= $6) ga). (4.21) 


a 


由 于 所 涉及 的 仅 是 函数 $ 在 两 点 之 差 , 所 以 
mr ord) 户 我 们 实在 没有 必要 去 规定 P。 的 位 置 。 然 而 ,一 
图 4-4 沿 任意 路 径 从 a 至 6 所 做 的 功 ,等 。 旦 我 们 选 定 了 某 个 参考 点 , 则 就 已 确定 了 空间 任 
于 从 某 点 P。 至 a 的 功 的 负 值 加 上 从 P。 点 ”二 点 的 一 个 数目 g 于 是 ,% 就 是 一 个 标量 场 , 它 

至 6 的 功 是 zy, = 的 函数 。 我 们 称 这 标量 函数 为 在 任 
一 点 的 静电 势 。 


静电 执 #(P) 一 一 | Eds. (4.22) 


为 了 方便 ,我 们 常 把 参考 点 选 在 无 限 远 。 于 是 ,对 于 位 于 原点 的 单个 电荷 来 说 ,应 用 式 
(4. 20) ,任意 点 (z,y, <) 处 的 势 $ 为 


$(z, y, +) = 5 i. (4.23) 


若干 个 电荷 所 产生 的 电场 ,可 写 为 第 一 个 、 第 二 个 ,第 三 个 等 等 电荷 所 产生 的 电场 之 和 。 
当 对 和 进行 积分 以 求 电 势 时 ,我 们 便 得 到 一 些 积 分 之 和 。 其 中 每 个 积分 就 是 一 个 电荷 所 产 
生 的 势 的 负 值 。 我 们 断定 ,许多 电荷 所 产生 的 势 乡 等 于 所 有 各 个 电荷 所 产生 的 势 之 和 。 这 
也 就 是 势 的 全 加 原理 ,应 用 过 去 求 一 群 电荷 或 分 布 电荷 的 电场 的 相同 论据 ,就 可 得 出 称 为 点 
(1) 处 电势 的 完整 公式 : 


志高 过 过 - 姑 
二 和 (4. 24) 


四 2(2)dV: 
A ne ~ 28) 


记 住 势 $ 的 物理 意义 : 它 是 单位 电荷 在 空间 从 某 个 参考 点 被 移 至 指定 点 时 所 具有 
的 势能 。 


§4-4 E=—v$ 


谁 在 乎 $ 呢 ?因为 作用 于 电荷 上 的 力 都 是 由 电场 EE 提供 的 。 关 键 在 于 ,E 可 以 容易 地 
由 $ 求 得 一 一 事实 上 ,这 如 同 取 微 商 那样 容易 。 试 考虑 两 个 点 ,一 点 在 处 , 另 一 点 在 (x 十 
Az ) 处 ,而 这 两 点 处 于 相同 的 y 和 z。 试 问 把 一 单位 电荷 从 一 点 移 至 另 一 点 时 做 了 多 少 功 ? 
该 路 径 是 沿 = 至 十 Ar 的 一 条 水 平 线 ,所 做 之 功 等 于 这 两 点 的 电势 之 差 : 


AW = $(z+Azr, y, <) —#$(z, y, <) 一 中 Ar 
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而 对 相同 路 径 抵抗 电场 力 所 做 的 功 为 


AW =-je 3 


= 
E. =— 7 


同 理 , E, = 一 9$/9y, E, = 一 9$/9z。 或 者 ,用 矢量 分 析 的 符号 把 它们 综合 起 来 , 则 
=—V#. (4.27) 


这 个 方程 是 式 (4. 22) 的 微分 形式 。 任 何 具有 确定 电荷 的 问题 ,都 可 以 通过 式 (4. 24) 或 
(4.25) 算 出 电势 ,再 用 式 (4. 27) 求 场 加 以 解决 。 式 (4. 27) 与 我 们 从 矢量 微 积分 学 所 求 得 的 
式 子 相符 , 即 对 于 任 一 标量 场 $， 


J vg ads = $6)—#(a). (4.28) 


(4.26) 


根据 式 (4. 25) ,标量 势 # 由 一 个 三 维 积分 给 出 , 它 同 我 们 以 往 对 EE 的 积分 相似 。 算 # 是 
否 比 算 EE 有 优点 呢 ? 有 的 ! 对 于 $ 来 说 ,只 用 到 一 个 积分 ,而 对 于 EE 则 有 三 个 积分 
为 它 是 一 个 矢量 。 而 且 , 对 1/7 的 积分 往往 比 对 xj 的 积分 稍微 方便 。 在 许多 实际 情况 
中 , 先 算出 然后 取 其 梯度 以 求 得 电场, 比 计算 忆 的 三 个 积分 较为 容易 。 当 然 这 仅仅 是 
一 个 实际 问题 。 

$ 这 个 势 还 有 更 深刻 的 物理 意义 。 我 们 已 经 证 明 , 当 $ 由 式 (4. 22) 给 出 时 ,库仑 力 中 的 
可 以 由 E = 一 V#$ 获 得 。 但 如 果 忆 等 于 一 个 标量 场 的 梯度 ,那么 ,我 们 从 矢量 运算 知道 
的 旋 度 必定 等 于 零 ， 





VXxE=0. (4.29) 


这 恰好 就 是 静电 学 中 第 二 个 基本 方程 , 即 式 (4. 6)。 我 们 已 经 证 明 ,由 库仑 定律 会 给 出 一 个 
满足 该 条 件 的 EE 场 。 到 目前 为 止 , 事 事 都 很 顺利 。 

我 们 在 定义 电势 之 前 ,实际 上 已 经 证 明 VXE = 0。 我 们 曾经 指出 , 绕 一 闭合 路 径 所 做 
的 功 为 零 。 这 就 是 说 ,对 于 任何 路 径 ， 


把 .ds=0. 


在 第 3 章 中 ,我 们 曾 见 到 对 任何 这 类 场 ,VXE 必定 处 处 为 零 。 静 电学 中 的 电场 是 无 旋 场 的 
一 个 例子 。 

你 可 以 用 另 一 种 方法 一 一 对 于 由 式 (4. 11) 所 给 出 的 点 电荷 的 场 ,计算 VX EE 的 分 
量 一 一 证 明 VXE 等 于 零 ,借以 练习 你 们 的 矢量 运算 。 如 果 你 得 到 零 , 则 又 加 原理 告诉 说 ， 
对 于 任何 电荷 分 布 的 场 ,其 旋 度 你 也 会 得 到 零 。 

应 当 指出 一 个 重要 事实 :对 于 任何 径 向 力 ,做 的 功 与 路 径 无 关 , 因 而 存在 着 势 。 如 果 你 
想到 这 一 点 ,上 面 为 证 明 功 的 积分 与 路 径 无 关 的 全 部 论据 , 仅 有 赖 于 来 自 单个 电荷 的 力 是 径 


向 和 球 对 称 的 这 个 事实 。 它 并 不 取决 于 与 距离 的 关系 为 走 的 事实 一 一 很 可 能 存在 与 的 
任何 依赖 关系 。 势 的 存在 以 及 E 的 旋 度 等 于 零 的 事实 ,实际 上 只 是 由 于 静电 力 具 有 方向 及 
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对 称 性 的 缘故 。 基 于 此 , 式 (4. 28) 或 式 (4. 29) 只 可 能 包含 了 电学 规律 的 一 部 分 。 
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我 们 现在 要 来 导出 一 个 场 方程 式 , 它 明 确 而 又 直接 地 与 力 的 平方 反比 规律 这 个 事实 有 
关 。 场 随 距 离 的 平方 反比 地 变化 ,这 对 于 某 些 人 来 说 ,似乎 是 “理所当然 的 ”, 因 为 “ 那 是 事情 
扩展 的 途径 "。 试 考虑 一 个 光源 及 正 从 它 发 射出 的 光 : 通 过 一 个 顶端 位 于 源 处 的 锥 体 所 割 出 
的 面 的 光量 ,不 管 这 个 面 所 在 处 的 半径 大 小 如 何 ,处 处 相等 。 只 要 光 能 守恒 ,这 就 是 必然 的 。 
单位 面积 的 光量 一 一 光 强 一 一 必然 与 锥 体 所 割 出 的 面积 成 反比 地 变化 ,也 就 是 与 光源 的 距 
离 的 平方 成 反比 。 由 于 同样 的 理由 ,电场 肯定 会 与 距离 的 平方 反比 地 变化 ! 可 是 ,这 里 并 没 
有 “同样 的 理由 "这 种 东西 。 没 有 人 能 够 讲 ,电场 就 像 光 那样 ,是 某 种 守恒 的 东西 流动 的 量 
度 。 假 如 有 一 个 电场 “模型 ", 其 中 电场 矢量 代表 流 或 某 种 飞 出 去 的 小 “子弹 "的 运动 方向 和 
速率 ,而 且 如 果 模 型 要 求 这 些 子弹 守恒 , 即 一 旦 被 射出 去 就 没有 一 颗 子 弹 会 丢失 ,那么 也 许 
我 们 能 够 “看 到 "该 平方 反比 定律 是 必需 的 。 另 一 方面 ,要 求 有 某 种 能 够 表达 这 一 物理 概念 
的 数学 方式 。 假 如 电场 像 发 射出 去 的 守恒 的 子弹 ,那么 它 就 将 随 距离 的 平方 成 反比 地 变化 ， 
而 我 们 也 将 可 能 用 一 个 方程 一 一 那 纯 粹 是 一 种 数学 形式 一 一 来 描写 那 种 行为 了 。 现 在 不 妨 
想 想 这 个 方法 ,只 要 我 们 不 说 电场 是 由 子弹 构成 的 ,但 要 认识 到 ,我 们 是 在 用 一 个 模型 协助 
求 得 正确 的 数学 答案 。 

甚至 假定 ,我 们 想象 一 下 电场 确实 代表 某 种 守恒 东西 的 流 一 一 在 除了 电荷 所 在 处 外 的 
一 切 地 方 (电场 总 得 从 某 处 开始 产生 !1)。 我 们 设想 ,不 管 什么 东西 ,都 是 从 电荷 流出 进入 周 
围 空间 的 。 如 果 E 就 是 这 种 流 的 矢量 (正如 热流 中 的 h) ,那么 在 点 源 附近 它 将 有 一 个 1 /7 
的 依赖 关系 。 现 在 ,我 们 要 用 这 个 模型 找 出 如 何 用 一 种 更 深刻 或 更 抽象 的 办 法 来 陈述 这 一 
平方 反比 定律 ,而 不 仅仅 是 说 “平方 反比 "(你 也 许 觉得 奇怪 ,我 们 为 什么 要 避免 对 这 么 一 个 
简单 定律 的 直接 陈述 ,而 要 用 另 一 种 方式 隐蔽 地 暗示 同样 的 事情 。 但 请 忍耐 一 点 ! 它 将 会 
证 明确 实 很 有 用 )。 

我 们 要 问 :从 点 电荷 附近 的 任 一 个 闭合 曲面 出 来 的 E* 流 "是 什么 ? 首先 ,让 我 们 取 一 
个 简易 闭合 面 一 一 如 图 4-5 所 示 的 一 个 。 如 果 巨 场 像 流 , 则 从 这 一 个 箱子 里 出 来 的 净 流 
应 该 等 于 零 。 只 要 从 这 一 个 面 跑 出 去 的 所 谓 “ 流 量 " 指 的 是 下 的 法 向 分 量 的 面积 分 一 一 
即 五 的 通 量 , 则 我 们 就 得 到 上 述 结果 。 在 那些 侧 向 面 上 ,法 向 分 量 为 零 。 而 在 那些 球 
面 上 ,法 向 分 量 已 , 恰好 就 是 巨 的 大 小 一 一 对 于 那个 较 小 的 面 为 负 , 而 对 于 那个 较 大 的 
面 为 正 。E 的 大 小 随 1 /而 减少 ,但 表面 积 却 正比 于 一 ,因而 两 者 之 积 就 与 无关 了 。 
进入 a 面 的 EE 的 通 量 恰 好 被 跑 出 5 面 的 那个 通 量 所 抵消 。 从 S 出 来 的 总 流量 为 零 ,也 
就 是 说 ,对 于 这 个 曲面 ， 





| Eda=o. (4. 30) 


其 次 ,我们 将 证 明 两 个 端面 可 以 相对 于 径 线 倾斜 而 不 会 改变 该 积分 式 (4. 30)。 尽 管 这 
是 普遍 正确 的 ,但 对 于 我 们 的 目的 来 说 , 却 只 需 证 明 当 两 个 端面 很 小 ,以 致 它们 对 着 来 自 源 
心 的 一 个 小 角 一 一 实际 上 是 一 个 无 限 小 角 一 一 时 , 它 是 对 的 就 行 了 。 在 图 4-6 中 ,我 们 画 出 
了 一 个 其 “侧面 "为 径 向 而 其 “端面 "倾斜 着 的 曲面 S$。 在 这 图 中 的 端面 不 小 ,但 你 仍 想象 端 
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图 4-5 从 曲面 S 出 来 的 E 的 通 量 为 零 





图 4-6 从 曲面 S 出 来 的 E 的 通 量 为 零 


面 非常 小 的 情况 。 因 此 ,在 面 上 场 EE 将 足够 均匀 ,以 致 我 们 可 以 只 用 它 在 曲面 中 心 处 的 值 。 
当 我 们 把 该 面 倾斜 一 个 角度 9 时 , 它 的 面积 会 增 大 一 个 因子 1 /cos bg。 但 已 垂 直 于 该 面 的 分 


量 已 , 则 减少 一 个 因子 cos b, 乘 积 EAa 保持 不 变 。 
这 样 ,从 整个 曲面 S 出 来 的 通 量 仍 为 零 。 

到 此 不 难看 出 ,从 任何 曲面 S 包围 着 的 体积 中 
出 来 的 通 量 必 为 零 。 任 何 一 个 体积 都 可 认为 是 由 
如 图 4-6 所 示 的 单元 构成 的 。 整 个 体积 的 表面 完 
全 可 分 割 成 一 对 一 对 的 端面 ,而 由 于 进出 这 些 端 面 
的 通 量 成 对 地 互相 抵消 ,所 以 从 整个 曲面 S 出 来 的 
总 通 量 就 等 于 零 。 这 个 意思 由 图 4-7 说 明 。 这 样 ， 
我 们 就 有 了 一 个 普 适 的 结果 。 那 就 是 ,在 一 个 点 电 
荷 的 场 中 ,从 任何 闭合 曲面 S 出 来 的 通 量 均 为 零 。 

可 是 要 注意 ! 上 述 证 明 只 是 在 曲面 S 不 包 
电荷 时 做 出 的 。 假 如 有 一 个 点 电荷 位 于 该 曲面 之 
内 , 那 将 会 怎样 呢 ? 我 们 仍 可 将 该 曲面 分 割 成 由 通 











图 4-7 任 一 个 体积 都 可 想象 成 完全 由 无 

限 多 个 前 去 两 头 的 锥 体 构成 。 从 每 一 锥 

体 断 面 一 端的 巨 的 通 量 与 从 另 一 端的 通 

量 相 等 而 相反 。 因 此 ,从 曲面 S 出 来 的 总 
通 量 就 是 零 
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过 电荷 g 的 各 径 向 线 所 围 成 的 各 成 对 面积 ,如 图 4-8 所 示 。 通 过 这 两 个 面 的 通 量 仍旧 相 
想 风 和 包围 一 个 电 
荷 的 曲面 出 来 的 通 量 并 不 等 于 零 。 那 么 , 它 等 于 什么 呢 ? 我 们 可 用 一 点 小 小 技巧 把 它 求 出 
来 。 假 想 一 个 完全 在 原来 曲面 S 之 内 的 小 曲面 S 包围 该 电荷 ,如 图 4-9 所 示 。 这 样 ,就 将 
此 电荷 从 “内 部 “移出 ”, 从 而 在 由 S 和 S' 两 个 曲面 之 间 所 包围 的 体积 内 就 没有 电荷 了 。 应 
用 与 上 面 所 给 出 的 相同 的 论证 ,从 这 一 个 体积 出 来 的 总 通 量 (包括 通过 S' 的 ) 就 是 零 。 这 些 
论证 实际 上 告诉 我 们 ,通过 S' 面 而 进入 该 体积 的 通 量 与 通过 S 面 跑 出 去 的 通 量 彼此 相等 。 
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图 4-8 ”如果 曲面 内 存在 电荷 , 则 出 来 的 通 
量 不 等 于 零 图 4-9 通过 S 面 的 通 量 与 通过 S' 面 的 通 量 相同 


由 于 我 们 可 以 任意 选取 任何 形状 的 S' 面 ,所 以 就 让 我 们 

使 它 成 为 一 个 以 该 电荷 为 中 心 的 如 图 4-10 所 示 的 那 种 球 

A 面 吧 。 这 样 , 便 可 以 很 容易 地 算出 通过 这 个 面 的 通 量 。 如 果 
该 小 球面 的 半径 为 r, 则 在 球面 上 的 E 值 处 处 都 是 





@， a 
3 
状 其 方向 始终 垂直 于 球面 。 如 果 把 E 的 法 向 分 量 乘 以 该 面 面 
积 , 则 可 以 求 出 通过 S' 面 的 总 通 量 : 
图 4-10 通过 一 个 含有 点 电 闪 这 
4 的 球面 的 通 量 为 9 通过 9 本 的 通 量 (和 号 ) (ne) 一 各 (4.31) 
这 是 一 个 与 球面 半径 无 关 的 数值 ! 因此 ,我 们 知道 :通过 S 
面 出 来 的 通 量 也 为 g 一 一 一 个 与 S 的 形状 无 关 的 值 ,条 件 是 电荷 q 必须 处 在 该 面 之 内 。 
可 以 把 此 结论 写 为 : 
0, 9 在 S 之 外 ; 
i (4. 32) 


让 我 们 回 到 “子弹 "的 比拟 上 来 ,并 看 看 它 是 否 有 意义 。 上 述 定理 说 明 : 如 果 闭 合 曲面 内 
没有 那 支 发 射 子弹 的 枪 , 则 穿 过 该 面 的 净 子 弹 流 为 零 ; 但 若 枪 已 包围 在 曲面 之 内 , 则 无 论 该 
面 的 大 小 及 形状 如 何 , 穿 出 去 的 子弹 数目 相同 
子弹 来 说 ,所 有 这 一 切 似乎 很 合理 。 这 个 模型 告诉 我 们 的 东西 ,是否 比 仅仅 由 式 (4. 32) 得 到 
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的 东西 要 多 呢 ? 迄今 还 没有 谁 能 成 功 地 使 这 些 “ 子 弹 "除了 产生 这 一 定律 以 外 ,还 能 完成 其 他 
任务 。 此 后 ,它们 就 只 会 产生 错误 。 这 就 是 今天 我 们 宁愿 完全 抽象 地 去 表达 电磁 场 的 原因 。 


$4-6 ”高 斯 定理 ;E 的 散 度 


我 们 的 优美 结果 一 一 式 (4. 32) ,是 为 单个 点 电荷 而 证 明 的 。 现 在 ,假设 存在 两 个 电荷 , 电 
荷 q 位 于 一 点 ,而 电荷 9 位 于 另 一 点 ,问题 看 来 比较 困难 。 为 了 求 得 通 量 ,我 们 要 对 电场 的 法 
向 分 量 取 积分 ,而 这 电场 是 由 两 个 电荷 产生 。 这 就 是 说 ,如 果 也 代表 由 @ 单独 产生 的 电场 ， 
而 E, 代表 由 9: 单独 产生 的 电场 , 则 总 电场 为 E = E, 十 E;。 通 过 任 一 闭合 曲面 S 的 通 量 为 


(Est En)da = | Ewdat | Eda. (4.33) 


两 个 电荷 存在 时 的 通 量 , 等 于 单个 电荷 的 通 量 加 上 另 一 个 电荷 的 通 量 。 如 果 两 个 电荷 都 在 
S 面 之 外 , 则 通过 S 面 的 通 量 为 零 。 如 果 gq, 在 S 面 内 而 9 在 S 面 外 , 则 第 一 个 积分 为 qh ， 
而 第 二 个 积分 为 零 。 如 果 两 电荷 都 包围 在 曲面 内 , 则 每 一 电荷 都 将 做 出 自己 的 贡献 ,因而 通 
量 为 (q 十 gq) lo。 普遍 的 法 则 显然 是 ,从 一 个 闭合 曲面 出 来 的 总 通 量 等 于 在 该 曲面 内 的 总 
电荷 除 以 @。 

我 们 的 结果 是 静电 场 一 条 重要 而 普遍 定律 , 称 为 高 斯 定律 。 





高 斯 定律 
[ame Ede i 此 是 内 电 从 的 总和 ， (4.34) 
曲面 S 全 
或 
ensE :nda = om， (4.35) 
曲 量 5S $ 

式 中 

Qn = Pg. (4.36) 
在 5 内 


如 果 我 们 用 电荷 密度 p 来 描述 电荷 的 位 置 , 则 可 认为 每 个 无 限 小 体积 dV 内 含有 “点 "电荷 
pedV。 这 样 ,对 所 有 电荷 的 和 ,就 是 积分 


Qa = | oa. (4.37) 


从 上 述 的 推导 可 以 看 出 ,高 斯 定律 乃 起 因 于 库仑 力 中 的 壬 指数 精确 地 等 于 2 这 个 事实 。 
让 或 任何 n 关 2 的 1/r" 的 场 ,不 可 能 给 出 高 斯 定律 。 因 此 ,高 斯 定律 只 不 过 是 用 一 种 不 同形 


式 来 表述 两 电荷 间 力 的 库仑 定律 而 已 。 事 实 上 ,如果 倒 过 来 ,你 将 会 从 高 斯 定律 导出 库仑 定 
律 。 这 两 定律 完全 等 价 ,只 要 我 们 记 住 电荷 之 间 的 作用 力 是 径 向 的 。 

现在 ,我 们 想 用 微 商 来 写 出 高 斯 定律 。 为 此 ,把 高 斯 定律 应 用 于 一 个 无 限 小 的 立方 体 表 
面 。 在 第 3 章 中 ,我 们 曾经 证 明 过 ,从 这 样 一 个 立方 体 表面 出 来 的 下 的 通 量 仍 等 于 Y ' 忆 乘 
以 该 立方 的 体积 dV。 按 照 p 的 定义 ,在 dV 内 的 电荷 等 于 pdV ,所 以 高 斯 定律 给 出 
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VvV.Edv =ev, 


@o 


VE= 人 上 . (4.38) 
高 斯 定律 的 这 个 微分 形式 ,是 静电 学 的 四 个 基本 场 方程 式 中 的 第 一 个 , 即 式 (4.5)。 现 在 我 
们 已 经 证 明 , 静 电学 的 两 个 方程 式 (4. 5) 和 (4. 6) 与 库仑 定律 等 价 。 下 面 将 要 讨论 应 用 高 斯 
定律 的 一 个 例子 (以 后 我 们 将 碰 到 更 多 的 例子 ) 。 


$4-7 带电 球体 的 场 


过 去 我 们 学 习 引 力 吸引 理论 时 , 遇 到 的 困难 问题 之 一 就 是 要 证 明 :一 个 实心 球体 物体 所 
产生 的 力 ,与 所 有 物质 都 集中 在 其 中 心 或 位 于 球面 所 产生 的 力 是 相同 的 。 牛 顿 经 过 了 许多 
年 都 没有 把 他 的 引力 理论 公 诸 于 世 ,就 是 因为 他 当时 还 不 敢 肯 定 这 个 定理 是 正确 的 。 我 们 
在 第 1 卷 第 13 章 中 ,曾经 通过 算出 关于 势 的 积分 ,然后 利用 梯度 求 得 引力 来 证 明 这 个 定理 。 
现在 ,我 们 能 够 用 最 简单 的 方式 来 证 明 它 ,只 是 这 次 将 证 明 关 于 一 个 均匀 带电 球体 的 相应 定 
理 (由 于 静电 学 定律 与 引力 定律 相同 ,所 以 同样 的 证 法 也 可 用 于 引力 场 )。 

我 们 要 问 , 在 一 个 充满 均匀 分 布 电 荷 的 球体 外 











i 面 任 一 点 P 处 的 电场 是 什么 ? 既然 不 存在 “ 特 
/ pe 殊 " 的 方向 ,我 们 便 可 以 假定 忆 处 处 都 是 从 球 心 向 
6 六 \ 外 。 考 虑 一 个 与 该 带电 球体 同心 的 、 并 通过 忆 点 的 
本 Kk 信 各 可。 球面 (图 4-11)。 对 于 这 个 面 ,向 外 通 量 为 
Ne [Eda = E. 4xR’. 
国生 应 用 高 和 定律 一 个 均 色 带电。 高 斯 定律 告诉 我 们 ,这 一 通 量 等 于 该 带电 球体 的 总 
电荷 Q( 除 以 @) 
E.4xR' —Q, 
或 
。 
Si 作风 


这 与 一 个 点 电荷 Q 的 公式 相同 。 我 们 比 求 积分 更 容易 地 证 明了 牛顿 的 问题 。 当 然 ,这 种 容易 
是 不 真实 的 一 一 由 于 你 已 花 了 某 些 时 间 才 能 理解 高 斯 定律 ,所 以 你 也 可 以 认为 实际 上 没有 节 
省 时 间 。 但 是 当 你 越 来 越 多 地 应 用 这 一 定理 以 后 , 便 会 开始 有 所 收获 。 这 是 一 个 效率 问题 。 





$4-8 场 线 ;等 势 面 


现在 ,我 们 想 要 给 出 静电 场 的 一 种 几何 描述 。 静 电学 的 两 定律 ,一 个 为 通 量 正比 于 内 部 
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电荷 , 另 一 个 表明 电场 是 势 的 梯度 ,它们 也 可 以 用 几何 方法 来 表示 。 下 面 用 两 个 例子 来 说 明 。 
首先 ,我 们 取 一 个 点 电荷 的 场 为 例 。 在 场 方向 画 线 一 一 总 是 与 场 相 切 的 线 ,如 图 4-12 
所 示 。 这 些 线 称 为 场 线 ,它们 处 处 指明 电 矢 量 的 方向 。 但 我 们 还 希望 表达 出 该 矢量 的 大 小 。 
为 此 ,我 们 可 以 制定 这 样 的 规则 :电场 强度 将 由 场 线 的 “密度 "表示 。 所 谓 场 线 的 密度 ,是 指 
通过 与 该 线 垂直 的 单位 面积 的 线 的 数目 。 应 用 这 两 条 规则 就 可 以 得 出 一 幅 电场 图 像 。 对 于 
一 个 点 电荷 来 说 , 场 线 的 密度 必须 按 1 / 减少 。 但 在 任何 半径 ~ 处 与 线 垂直 的 球面 面积 却 
会 随 王 而 增 大 ,所 以 如 果 对 于 离 电荷 的 二 切 距离 处 我 们 都 保持 线 的 数目 相同 , 则 密度 将 保 
持 与 场 的 大 小 成 正比 。 只 要 我 们 坚持 所 画 出 来 的 线 是 连续 的 一 一 即 一 旦 线 已 从 电荷 发 出 ， 
它 就 永远 不 会 停止 ,那么 ,我们 就 能 保证 在 每 个 距离 处 线 的 数目 都 相同 。 依 赖 场 线 ,高 斯 定 
律 说 ,这 些 线 只 应 从 正 电荷 出 发 而 终止 于 负电 荷 。 离 开 电 荷 9 的 线 的 数目 一 定 等 于 gq /oo。 





图 4-12 一 个 正点 电荷 的 场 线 和 等 势 面 


现在 ,对 于 势 $ 来 说 ,我 们 也 能 找到 一 个 相似 的 几何 图 像 。 表 达 势 最 方便 的 方法 是 画 出 
$ 为 常数 的 那些 面 。 这 种 面 称 为 等 势 面 一 一 势 相 等 的 面 。 那 么 ,等 势 面 与 场 线 间 的 几何 关 
系 又 是 如 何 呢 ? 电场 是 势 的 梯度 。 梯 度 是 在 势 变化 最 迅速 的 那个 方向 ,所 以 它 垂直 于 等 势 
面 。 假 如 下 并 不 垂直 于 这 种 面 ,那么 它 会 有 一 个 没 面 分 量 。 此 时 , 势 会 在 面 上 发 生变 化 ,于 
是 该 面 就 不 会 是 等 势 的 了 。 因 此 ,等 势 面 必然 会 处 处 与 电场 线 成 直角 。 

对 于 一 个 孤立 的 点 电荷 来 说 ,等 势 面 是 以 该 电荷 为 中 心 的 球面 。 我 们 已 在 图 4-12 中 显 
示 出 这 些 球面 与 一 个 通过 该 电荷 的 平面 的 交 线 。 

作为 第 二 个 例子 ,我 们 考虑 在 两 个 大 小 相等 而 符号 相反 的 电荷 附近 的 场 。 要 获得 这 个 
场 挺 容 易 。 总 场 由 该 两 电荷 各 自 的 场 琶 加 而 成 。 因 此 ,我 们 可 以 取 两 幅 如 4-12 那样 的 图 并 
把 它们 得 加 起 来 一 一 不 可 能 ! 这 样 我 们 会 有 彼此 相交 的 场 线 ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 E 不 能 
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在 同一 点 上 有 两 个 方向 。 场 线 图 的 缺点 现在 就 显而易见 了 。 根 据 几何 论证 不 可 能 用 十 分 简单 
的 方法 去 分 析 那 些 新 场 线 的 去 向 。 从 两 个 独立 图 像 我 们 不 能 获得 一 个 综合 的 图 像 。 番 加 原理 
固然 是 关于 静电 场 的 一 个 简单 而 又 深刻 的 原则 ,但 在 场 线 的 图 像 方 面 ,还 没有 一 个 容易 的 表达 
方式 。 


关于 单位 的 备忘录 
量 单位 量 单位 
F N 1/o~FL: /@ NmiC- 
Q 总 E~F/Q NC-! 
和 m $~WARR Jc-: 一 V 
w J E~$/L Vm 
p~QN’ Cm 1/e~EL: /Q VmC”! 


然而 , 场 线 图 形 毕竟 有 它 的 用 途 , 所 以 对 于 一 对 相等 (而 相反 的 ) 电 荷 我 们 也 许 仍 乐 于 去 
画 出 其 图 像 来 。 若 我 们 由 式 (4. 13) 算 出 场 ,又 由 式 (4. 24) 算 出 势 ,那么 , 便 可 描绘 出 场 线 和 
等 势 面 。 图 4-13 显示 这 个 结果 。 但 我 们 得 先 在 数学 上 解决 这 个 问题 ! 








图 4-13 ”两 个 相等 而 相反 的 点 电荷 的 场 线 和 等 势 面 


第 5 章 高 斯 定律 的 应 用 
$ 5-1 静电 学 就 是 高 斯 定律 加 …… 


静电 学 有 两 个 定律 :从 某 一 体积 出 来 的 通 量 正比 于 其 中 的 电荷 一 一 高 斯 定律 ;电场 的 环 
流 等 于 零 一 —E 是 一 种 梯度 。 所 有 静电 学 的 预言 都 可 以 从 这 两 个 定律 推出 。 但 这 些 事情 从 
数学 上 来 说 是 一 回 事 ;而 熟练 地 、 巧 妙 地 应 用 这 些 定律 , 却 是 另 一 回 事 。 在 本 章 中 ,我 们 将 完 
成 若干 项 可 以 直接 由 高 斯 定律 进行 的 计算 。 我 们 将 证 明 一 些 定理 ,并 描述 一 些 效应 ,特别 是 
在 导体 中 ,这 些 可 以 很 容易 从 高 斯 定律 得 到 理解 。 高 斯 定律 本 身 不 能 对 任何 一 个 问题 提供 
答案 ,因为 还 有 另 一 条 定律 必须 遵守 。 因 此 , 当 我 们 应 用 高 斯 定律 解决 某 些 特定 问题 时 ,还 
得 对 它 加 点 东西 。 例 如 ,将 必须 假定 场 看 来 会 怎样 的 某 些 概念 一 一 基于 诸如 对 称 性 的 论据 。 
不 然 的 话 ,我 们 可 能 就 不 得 不 明确 地 引入 场 是 势 的 梯度 这 么 一 个 概念 了 。 








$5-2 静电 场 中 的 平衡 


首先 ,考虑 下 述 问题 :一 个 处 于 其 他 电荷 的 电场 中 的 点 电荷 何 时 才能 处 于 稳定 的 力学 平 
衡 状 态 呢 ? 作为 一 个 例子 , 试 设想 在 一 水 平面 上 有 一 个 等 边 三 角形 ,在 每 个 角 上 各 放置 一 负 
电荷 。 一 个 置 于 该 三 角形 中 心 处 的 正 电荷 是 否 会 保持 在 那里 (如 果 暂 时 略 去 重力 ,问题 就 会 
简单 些 ,尽管 把 它 包括 进去 也 不 会 改变 所 得 结果 )? 作用 于 该 正 电荷 上 的 力 为 零 ,但 这 个 平 
衡 稳定 吗 ?要 是 稍微 移动 一 下 电荷 , 它 会 回 到 平衡 位 置 上 来 吗 ? 答案 是 否定 的 。 

在 任何 静电 场 中 都 不 会 有 稳定 的 平衡 点 一 一 除非 这 一 点 恰好 得 在 一 个 电荷 上 。 应 用 
高 斯 定律 很 容易 看 出 其 原因 。 首 先 ,要 使 电荷 在 任 一 特定 P。 点 上 处 于 平衡 , 场 就 必须 等 
于 零 。 其 次 ,如 果 平 衡 是 一 稳定 平衡 , 则 还 要 求 若 把 电荷 沿 任 一 方向 移 离 P。 点 , 便 应 有 
一 个 与 位 移 反 向 的 恢复 力 。 在 一 切 邻近 点 的 电场 都 必须 指向 内 一 一 即 指向 P。 点 。 但 如 
果 在 P, 点 没有 电荷 存在 , 那 就 会 违反 高 斯 定律 ,这 点 我 们 可 以 很 容易 看 出 来 。 

考虑 一 个 包围 着 P, 点 的 小 想象 面 , 如 图 5-1 所 示 。 若 在 P 点 
附近 的 电场 处 处 都 指向 它 , 则 对 场 的 法 向 分 量 的 面积 分 就 朋 定 不 会 《人 、 

等 于 零 。 在 上 图 所 示 的 情况 中 ,通过 该 面 的 通 量 必然 是 一 负 值 。 但 。 / 了 
高 斯 定律 说 明 , 通 过 任何 曲面 的 电场 通 量 正比 于 在 该 面 内 的 总 电 人 mp 
荷 。 如 果 在 P, 点 处 没有 电荷 , 则 我 们 想象 出 来 的 场 便 违反 了 高 斯 “~ > 
和 则 里 ， 一 点 一 些 简 ， 
ry 电荷 来 说 是 一 个 稳定 平衡 
处 于 某 一 分 布 的 负电 荷 中 间 , 则 它 可 以 达到 平衡 。 当 然 ,那些 负 ”点 ,那么 在 其 附近 每 处 的 
电荷 的 分 布 就 必须 由 电力 以 外 的 力 把 它们 固定 在 适当 的 位 置 上 ! 电场 就 都 应 指向 P 点 
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对 于 一 个 点 电荷 我 们 得 到 了 上 述 结 果 。 这 同一 结论 是 否 也 适用 于 被 固定 一 一 比如 用 棍 
子 来 固定 一 一 在 相对 位 置 上 分 布 复杂 的 电荷 呢 ? 我 们 考虑 关于 固定 在 一 条 棍子 上 的 两 个 相 
等 电荷 的 问题 。 这 个 组 合 在 某 个 静电 场 中 能 否 处 于 平衡 呢 ? 答案 再 次 是 否定 的 。 因 为 作用 
于 棍子 上 的 总 力 不 可 能 对 于 每 一 方向 上 的 位 移 都 具有 恢复 作用 。 

设 作 用 于 棍子 上 任意 位 置 的 总 力 为 下 一 一 因此 ,下 就 是 一 个 矢量 场 。 根 据 上 面 所 用 的 
论据 ,我 们 断定 :在 一 个 稳定 平衡 的 位 置 上 ,F 的 散 度 必 定 是 一 个 负 值 。 但 作用 于 棍子 上 的 
总 力 则 等 于 第 一 个 电荷 乘 以 在 其 位 置 上 的 电场 ,加 上 第 二 个 电荷 乘 以 在 其 位 置 上 的 电场 : 


F= gE + gE;,. (5.1) 
下 之 散 度 为 V:F=g(V:E)+g(V. E,). 


倘若 g, 和 9 两 电荷 中 每 一 个 都 处 在 自由 空间 里 , 则 V * E, 和 V… E 均等 于 零 ,因而 V ' 下 也 
就 等 于 零 一 一 不 是 负 值 ,而 负 值 是 对 于 平衡 所 要 求 的 。 可 以 看 到 ,这 论证 的 引申 表明 :在 自由 
空间 的 静电 场 中 ,由 任意 数目 电荷 的 刚性 组 合 都 不 可 能 有 一 个 稳定 的 平衡 位 置 。 

我 们 至 今 没有 证 明 , 即 使 有 一 些 支 点 或 其 他 机 械 约 束 ,平衡 仍然 是 不 可 能 的 。 作 为 一 个 
例子 ,考虑 一 根 空心 管 ,其 中 有 一 电荷 可 以 自由 往复 运动 ,但 却 不 能 向 旁 移动 。 现 在 ,不 难 设 
计 出 这 么 一 个 电场 :在 管 两 端 处 场 都 指向 内 ,而 容许 在 管 中 心 附近 场 可 以 从 管 侧面 指向 外 。 
我 们 只 要 将 正 电 荷 置 于 管 的 两 端 ,如 图 5-2 所 示 。 了 眼下 虽然 E 的 散 度 仍 等 于 零 ,但 可 能 有 
一 个 平衡 点 。 当 然 ,假如 不 是 由 于 从 管 壁 所 加 的 “ 非 电 ” 力 , 则 该 电荷 对 于 侧 向 运动 来 说 还 是 
不 会 处 于 稳定 平衡 的 。 





图 5-2 如 果 有 一 些 机 械 约束 ,电荷 就 可 处 于 平衡 


$5-3 ”有 导体 时 的 平衡 


在 固定 电荷 系统 所 产生 的 场 中 不 存在 稳定 点 。 那 么 ,对 于 带电 导体 的 系统 会 怎样 呢 ? 
由 各 带电 导体 组 成 的 系统 ,能 否 产生 对 于 一 个 点 电荷 来 说 会 有 稳定 平衡 点 的 那 种 场 呢 ( 当 
然 ,我 们 所 指 的 不 是 在 导体 上 的 点 )? 你 知道 ,导体 具有 其 中 电荷 能 够 自由 活动 的 那 种 性 质 。 
也 许 当 该 点 电荷 稍微 移动 一 下 时 ,导体 上 其 他 的 电荷 就 会 以 一 种 将 给 予 该 点 电荷 一 恢复 力 
的 方式 移动 ? 答案 仍然 是 否定 的 一 一 尽管 刚才 所 给 出 的 那 种 证 法 仍 未 对 此 有 所 证 明 。 在 这 
种 情况 下 证 明 比较 困难 ,我们 将 仅仅 指出 证 明 的 方法 。 

首先 ,我 们 注意 到 : 当 电荷 在 导体 上 重新 分 布 时 ,只 有 在 电荷 的 运动 会 减少 其 总 势能 的 
情况 下 才能 进行 ( 当 电荷 在 导体 中 移动 时 ,有 些 能 量 损失 于 发 热 )。 现 在 我 们 已 经 证 明了 :如 
果 那 些 产生 场 的 电荷 都 是 固定 不 动 的 , 则 在 场 中 任 一 个 零点 P。 附近 ,就 会 有 某 一 方向 , 沿 
该 方向 要 把 一 个 点 电荷 移 离 P。 点 会 降低 系统 的 能 量 ( 因 为 力 从 P。 指向 外 )。 导 体 上 任何 
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电荷 的 调整 都 只 能 更 多 地 降低 势能 ,从 而 (按照 虚 功 原理 ) 它 们 的 运动 就 只 能 在 离开 P。 点 
的 特定 方向 上 增 大 该 力 ,而 不 是 相反 。 

我 们 的 结论 并 非 意 味 着 ,不 可 能 用 电力 来 平衡 一 个 电荷 。 只 要 人 们 愿意 采取 适当 措施 ， 
控制 那些 支承 电荷 的 位 置 或 大 小 , 那 便 是 可 能 的 。 你 知道 ,竖立 在 引力 场 中 的 一 根 棍子 是 不 
会 稳定 的 ,但 这 并 未 证 明 它 就 不 能 在 手指 尖 上 达到 平衡 。 同 理 , 一 个 电荷 可 能 会 被 一 些 电场 
固定 在 一 点 上 ,只 要 那些 场 是 可 变 的 。 但 电荷 决 不 会 为 一 个 被 动 的 一 一 也 即 是 静止 不 动 
的 一 一 系统 所 固定 。 

















$5-4 原子 的 稳定 性 


如 果 电荷 不 能 够 稳定 地 保持 在 它们 的 位 置 上 ,那么 把 物质 想象 成 由 受 静 电学 定律 支配 
的 静止 点 电荷 (电子 和 质子 ) 所 构成 ,肯定 是 不 合适 的 。 诸 如 这 样 的 静止 组 态 不 可 能 存在 , 它 
是 会 夫 塌 的 ! 

有 人 曾经 建议 过 ,原子 的 正 电荷 可 以 均匀 地 分 布 在 一 个 球体 中 ,而 负电 荷 ( 各 电子 ) 则 可 
静止 地 处 于 该 正 电荷 之 中 ,如 图 5-3 所 示 。 这 是 第 一 个 原子 模型 ,由 汤姆 孙 所 倡议 。 但 卢 瑟 
福 却 从 盖 革 和 马 斯 登 的 实验 中 得 出 结论 : 正 电 荷 是 很 集中 的 ,集中 于 他 所 称 之 为 核 的 地 方 。 
汤姆 孙 的 静止 模型 就 不 得 不 放弃 了 。 于 是 卢 瑟 福 和 玻 尔 建议 平衡 可 能 是 动力 学 的 ,电子 在 
轨道 上 环行 ,就 像 图 5-4 所 示 的 那 种 情况 。 通 过 轨道 运动 ,电子 将 避免 跌落 到 核 里 去 。 对 于 
这 样 一 种 图 像 我 们 已 知道 至 少 有 一 点 困难 。 电 子 这 样 运动 就 会 有 加 速度 (由 于 圆周 运动 ) ， 
从 而 会 辐射 能 量 。 它 们 将 丧失 待 在 轨道 上 所 需要 的 动能 ,从 而 会 螺旋 式 地 趋向 核 , 再 度 出 现 
不 稳定 ! 















































均匀 的 正 位 于 中 心 的 正 核 
电荷 球体 
在 行星 式 轨道 
4 负电 荷 集 
中 在 球 心 上 的 负电 子 
图 5-3 原子 的 汤姆 孙 模型 图 5-4 原子 的 卢 瑟 福 - 玻 尔 模型 


原子 的 稳定 性 现在 可 由 量子 力学 给 予 解释 。 静 电力 把 电子 尽 可 能 拉 近 核 , 但 电子 却 被 
迫 持续 在 空间 中 扩展 一 定 距离 , 那 是 由 不 确定 性 原理 规定 的 。 假 如 它 被 禁 钢 在 一 个 太 小 的 
空间 里 , 它 便 有 一 个 大 的 动量 不 确定 性 。 但 这 意味 着 它 会 拥有 高 的 期 待 能 量 一 一 将 被 用 来 
摆脱 电 的 引力 的 影响 , 净 结果 是 与 汤姆 孙 想 法 没有 太 大 差别 的 电 的 平衡 一 一 只 是 现在 扩展 
开 来 的 是 负电 荷 (因为 电子 质量 比 质子 质量 小 得 多 )。 


$5-5 线 电荷 的 场 


高 斯 定律 可 以 用 来 解决 许多 其 中 包括 某 种 特殊 对 称 性 一 一 通常 是 球形 、 圆 柱 形 或 平 
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面 形 的 对 称 性 一 的 静电 场 问题 。 在 本 章 的 剩 下 部 分 ,我 们 将 用 高 斯 定律 来 处 理 几 个 这 
样 的 问题 。 应 用 高 斯 定律 很 容易 解决 这 些 问题 ,这 可 能 会 引起 一 种 错误 印象 ,以 为 这 种 
方法 非常 有 效 , 人 们 将 能 够 继续 用 它 去 对 付 其 他 许多 问题 。 可 惜 情况 并 非 如 此 。 人 们 很 
快 就 搜索 尽 能 够 用 高 斯 定律 容易 加 以 解决 的 问题 。 在 以 后 几 章 中 ,我 们 将 发 展 一 些 研究 

静电 场 的 更 强 有 力 的 方法 。 
作为 第 一 个 例子 ,我 们 考虑 一 个 具有 圆柱 形 对 称 性 的 系统 。 假 设 有 一 根 十 分 长 而 均匀 
带电 的 棒 , 电 荷 沿 一 无 限 长 直线 均匀 地 分 布 着 ,单位 长 度 所 带 的 电荷 为 4, 我 们 希望 知道 电 
场 。 当 然 ,问题 可 以 通过 对 来 自 线 的 每 一 部 分 对 场 的 贡献 进行 积分 而 加 以 解决 。 但 我 们 准 
备 不 用 积分 ,而 通过 应 用 高 斯 定律 以 及 某 种 推测 来 求解 。 首 先 , 推 测 该 电场 会 从 直线 径 向 地 
向 外 。 这 是 因为 ,从 线 中 一 边 的 电荷 所 产生 的 场 的 任何 轴 向 分 量 ,将 伴随 着 从 线 的 另 一 边 电 
荷 产 生 的 场 的 相等 的 轴 向 分 量 ,结果 就 只 能 为 径 向 场 。 
三 B 在 与 直线 等 距离 的 所 有 各 点 上 , 场 应 有 相同 大 小 ,这 似 
平 也 是 合理 的 ,而 且 很 明显 (这 一 点 可 能 不 容易 证 明 , 但 
如 果 空 间 是 对 称 的 一 正如 我 们 所 确信 的 那样 一 — 则 

< 它 便 是 正确 的 )。 

(i 我 们 可 按 下 述 方式 来 应 用 高 其 定律。 考虑 一 个 与 
WW a ~ 该 线 同 轴 的 圆柱 形 假想 曲面 ,如 图 5-5 所 示 。 按 照 高 斯 
定律 ,从 这 一 个 面 出 来 的 的 总 通 量 等 于 其 内 部 电荷 
除 以 。。 由 于 场 假定 是 秋 直 于 该 面 的 ,所 以 其 法 向 分 量 
就 是 场 的 大 小 , 叫 作 E。 令 该 柱 面 的 半径 为 ,为 了 方 
便 起 见 其 长 度 取 为 一 个 单位 。 通 过 该 柱 面 的 通 量 等 于 下 乘 以 该 面 面 积 ( 即 2xr)。 因 为 电场 
与 之 相 切 ,通过 两 个 端面 的 通 量 等 于 零 . 因为 在 其 中 的 线 长 为 一 单位 ,在 该 曲面 之 内 总 电荷 

恰好 是 4. 于 是 高 斯 定律 给 出 





图 $5-5 与 线 电荷 同 轴 的 一 个 圆柱 形 
高 斯 面 


E.2xr=Ah, 
E=22 (5.2) 


2mor” 


线 电荷 的 电场 与 从 线 至 该 处 的 距离 的 一 次 塞 成 反比 。 
$5-6 面 电 荷 ;平行 板 


作为 另 一 个 例子 ,我 们 现在 来 计算 均匀 面 电 荷 所 产生 的 场 。 假 设 该 面 延 伸 至 无 限 远 , 而 
且 单位 面积 的 电荷 为 c。 我 们 要 做 一 种 推测 :考虑 到 对 称 性 ,我 们 相信 场 的 方向 处 处 与 该 平 
面 垂直 ,而 倘若 没有 来 自 世 界 上 任何 其 他 电荷 的 场 , 则 两 边 的 场 (大 小 ) 应 相等 。 这 次 我 们 选 
取 的 高 斯 面 是 一 个 穿 过 该 平面 的 四 方 盒子 ,如 图 5-6 所 示 。 平 行 于 该 平面 的 两 个 表面 面积 
相等 ,比如 说 A。 场 垂直 于 此 两 面 , 而 与 其 他 的 四 个 面 平行 。 总 通 量 等 于 下 乘 以 第 一 个 面 
的 面积 ,加 上 已 乘 以 其 对 面 的 面积 一 一 其 他 四 个 面 都 没有 做 任何 贡献 。 包 含 在 该 盒子 里 的 
总 电荷 为 azA。 使 通 量 与 其 内 部 电荷 相等 ,我们 便 有 


EA+EA = 又 ， 


to 
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由 此 得 
E= 过 . (5.3) 


这 是 一 个 简单 而 又 重要 的 结果 。 

你 或 许 记 得 ,这 同样 的 结果 曾 在 前 面 一 章 中 通过 对 整个 面 进行 积分 而 获得 。 在 这 个 例 
子 中 ,高 斯 定律 更 迅速 地 给 出 了 答案 ( 虽 则 它 并 不 如 以 前 的 方法 那么 普遍 适用 ) 。 

必须 强调 ,这 一 结果 仅 适 用 于 面 电荷 的 场 。 如 果 在 面 电荷 附近 还 有 别 的 电荷 , 则 靠近 该 
面 的 总 场 就 应 等 于 式 (5. 3) 与 其 他 电荷 的 场 之 和 。 此 时 ,高 斯 定律 只 会 告诉 我 们 ; 


E+E:= 2, (5.4) 


ee 


式 中 E 和 E, 分 别 代表 从 该 面 每 侧 指向 外 之 场 。 





图 5-6 在 一 均匀 带电 面 附近 的 电场 ,可 通 图 5-7 两 块 带电 板 之 间 的 场 为 
过 应 用 高 斯 定律 于 一 个 想象 的 盒子 而 求 得 


只 要 我 们 再 次 假定 其 外 部 世界 是 对 称 的 , 带 有 相等 相反 电荷 (密度 分 别 为 十 s 和 一 o) 的 
两 平行 板 问题 也 同样 简单 . 通过 对 由 单 块 板 所 得 的 两 结果 恒 加 ,或 者 通过 构成 一 个 包括 两 板 
在 内 的 高 斯 盒 ,都 不 难 见 到 ,在 该 两 板 之 外 的 电场 为 零 [图 5-7(a)]。 由 考虑 一 个 只 包括 这 
块 或 那 块 板 在 内 的 盒 , 如 图 5-7(b) 或 (c) 所 示 的 那样 , 则 能 看 出 两 板 间 的 场 应 两 倍 于 单独 一 
块 板 的 场 。 结 果 是 : 


下 (在 两 板 之 间 ) = och; (5.5) 


| 页 大 更 物理 学 讲义 ( 草 2 着) 一 一 一 一 一 


下 (在 两 板 之 外 ) = 0. (5.6) 
$5-7 带电 球体 ; 球 过 


我 们 曾 (在 第 4 章 中 ) 应 用 高 斯 定律 求 得 一 个 均匀 带电 球体 外 的 场 。 用 同一 方法 也 能 给 
出 球 肉 各 点 的 场 。 例 如 ,这 种 计算 方法 可 用 来 得 到 对 原子 核 内 部 场 的 良好 近似 。 尽 管 核 里 
的 质子 互相 排斥 ,但 由 于 强大 核 力 的 作用 ,它们 还 是 几乎 均匀 地 分 布 在 核 体内 的 。 

假设 有 一 个 半径 为 R 并 均匀 地 充满 着 电荷 的 
球 , 令 p 为 单位 体积 的 电荷 。 再 利用 对 称 性 的 论证 ， 
假定 场 是 径 向 的 ,并 且 在 与 球 心 等 距离 的 一 切 点 上 这 
个 场 的 大 小 都 相等 。 要 求 与 球 心 的 距离 为 r 处 的 场 ， 
我 们 取 一 个 半径 为 r(r<R) 的 球形 高 斯 面 ,如 图 5-8 
所 示 。 从 这 个 面 出 来 的 通 量 为 


4 天 下. 
在 我 们 的 高 斯 面 内 的 电荷 等 于 其 内 部 体积 乘 p, 或 
rp. 


应 用 高 斯 定律 ,可 以 推 得 场 的 大 小 由 下 式 给 出 : 





E=(r<R). (5.7) 


图 5-8 高 斯 定律 可 用 来 求 一 个 均匀 带 和 
电 球体 内 的 声 你 可 以 看 到 ,这 一 公式 对 于 二 RR 也 会 给 出 恰当 的 结 


果 。 电 场 与 半径 成 正比 ,并 沿 径 向 指向 外 。 

刚才 对 于 一 个 均匀 带电 球体 所 提供 的 论证 ,也 可 应 用 于 一 个 带电 注 球 克 。 假 定 场 是 处 
处 径 向 的 并 且 具有 球 对 称 性 , 那 便 可 以 立即 从 高 斯 定律 获得 在 球 这 外 的 场 与 一 个 点 电荷 的 
场 相似 ,而 球 壳 内 的 场 则 处 处 为 零 (在 球 壳 内 的 高 斯 面 将 不 会 包含 电荷 ) 。 


$5-8 点 电荷 的 场 是 否 精确 为 1/r? 


如 果 对 球 壳 内 的 场 为 何 会 等 于 零 这 一 点 更 详细 地 查看 一 下 ,我们 就 能 更 加 清楚 地 看 出 ， 
高 斯 定律 之 所 以 成 立 只 是 由 于 库仑 力 精确 地 依赖 于 距离 的 平方 。 考 虑 一 个 均匀 带电 球 这 里 
面 的 任 一 点 了 ,想象 出 一 个 以 P 为 顶点 的 小 锥 形 伸展 至 球 壳 表 面 ,在 那里 它 割 出 一 个 小 面 
积 Aai ,如 图 5-9 所 示 。 一 个 从 P 的 相对 一 边 发 散 出 去 的 完全 对 称 锥 形 ,将 会 从 球面 割 出 一 
个 面积 Aa;。 如 果 从 P 至 这 两 个 小 面积 元 的 距离 分 别 为 r, 和 7 ,那么 它们 的 面积 比 为 








对 于 在 球面 内 的 任 一 点 已 ,可 以 用 几何 学 来 证 明 这 一 点 。 
如 果 球 面 是 均匀 带电 的 , 则 在 每 一 面积 元 上 的 电荷 Ag 就 正比 于 各 面积 ,因而 


-一 多 5 章 高 斯 定律 的 应 用 | 


于 是 库仑 定律 讲 , 由 这 两 面积 元 在 P 点 上 所 产生 
的 场 其 大 小 之 比 为 


及 -Ada 人 -1 


E Anm ~ 


这 两 个 场 恰 好 互相 抵消 。 由 于 面 上 所 有 各 部 分 都 
可 按 此 办 法 配 成 对 ,因此 ,在 P 点 的 总 场 就 应 等 于 
零 。 但 你 还 可 以 看 出 ,假如 在 库仑 定律 中 + 的 军 数 
不 精确 等 于 2, 那 就 不 会 这 样 了 。 

高 斯 定律 的 正确 性 取决 于 平方 反比 的 库仑 定 
律 。 若 该 力 的 定律 不 精确 是 平方 反比 , 则 在 一 个 均 ”图 5-9 在 带电 球 这 内 的 任 一 点 了 处 , 声 
义 带电 球面 内 部 的 场 严格 为 零 这 一 说 法 就 不 正确 和 
了 。 例 如 ,要 是 力 变化 得 更 快 一 些 , 比 如 与 的 立方 成 反比 ,那么 较 接 近 于 球 内 某 一 点 的 那 
部 分 面积 产生 的 场 将 比较 远 部 分 面积 所 产生 的 场 更 大 ,对 于 正 的 面 电荷 结果 会 形成 一 个 径 
向 的 ,指向 内 的 场 。 这 些 结论 提示 了 一 个 检验 平方 反比 定律 是 否 完全 正确 的 优越 办 法 ,我 们 
只 需 确定 在 一 个 均匀 带电 球 壳 里 的 场 是 否 精确 为 零 。 

很 幸运 存在 这 样 一 种 方法 。 通 常 要 高 精度 测量 一 个 物理 量 是 很 困难 的 一 要 求 精度 
达 百 分 之 一 可 能 不 太 困难 ,但 比如 要 测量 库仑 定律 达到 十 亿 分 之 一 的 精度 , 那 该 怎么 着 
手 呢 ? 用 目前 所 能 达到 的 最 优良 技术 测量 两 带电 物体 间 的 库仑 力 , 要 达到 这 样 的 精度 几 
平 肯定 是 不 可 能 的 。 但 是 只 要 确定 在 一 个 带电 球面 内 部 的 电场 小 于 某 个 数值 ,我 们 就 能 
对 高 斯 定律 的 正确 性 做 出 一 个 高 精度 的 测量 ,因而 这 也 是 对 库仑 定律 平方 反比 关系 的 高 
精度 测量 。 实 际 上 ,人 们 所 做 的 就 是 将 具体 力 的 定律 与 一 标准 的 平方 反比 定律 做 比较 。 

相等 或 几乎 相等 的 事件 的 这 种 比较 ,往往 是 最 精密 














| 的 物理 测量 的 基础 。 

Re 我 们 将 怎样 来 观察 一 个 带电 球面 内 的 场 呢 ? 
一 种 方法 是 , 拿 一 物体 与 一 球形 导体 的 内 部 接触 而 
试图 使 之 带电 。 你 知道 ,如 果 使 一 个 小 金属 球 接触 

绝缘 体 静电 计 到 一 个 带电 物体 ,然后 将 它 同 一 静电 计 接 触 , 则 静 
电 计 就 会 带电 ,其 指针 将 离开 零点 ,如 图 5-10(a) 


所 示 。 小 球 采 得 一 些 电荷 是 由 于 在 该 带电 球 这 外 
面 存在 电场 ,而 这 电场 又 会 驱使 电荷 跑 至 (或 跑 出 ) 


ps 到 小 球 。 你 如 果 将 小 球 接触 该 带电 球 壳 内 部 来 做 这 
同样 的 实验 , 则 发 现 并 没有 什么 电荷 会 被 带 至 静电 
计 上 。 用 这 样 一 个 实验 ,你 就 可 容易 地 证 明 : 在 内 
部 的 场 至 多 是 外 场 的 百 分 之 几 , 因 而 高 斯 定律 至 少 
是 近似 正确 的 。 


图 5-10 在 一 个 闭合 的 导体 壳 内 电场 为 零 似乎 是 富兰克林 最 早 注意 到 导体 壳 内 的 场 为 零 


费 恩 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


的 。 这 一 结果 似乎 令 他 奇怪 。 当 他 把 观察 结果 报告 给 普 里 斯 特 利 时 ,后 者 提出 可 能 与 平方 
反比 定律 有 关 , 因 为 当时 已 知道 一 个 物质 球 这 在 其 内 部 不 产生 引力 场 。 但 一 直到 了 18 年 
后 ,库仑 才 测量 出 那个 平方 反比 关系 ,而 高 斯 定律 的 出 现 就 更 晚 了 。 

高 斯 定律 曾 被 仔细 地 加 以 检查 , 即 把 一 静电 计 放 在 一 个 大 球 壳 中 ,观察 当 用 高 压 使 球 壳 
带电 时 静电 计 是 否 会 发 生 偏转 ,但 结果 总 是 否定 的 。 知 道 了 仪器 的 几何 尺寸 以 及 静电 计 的 
灵敏 度 , 便 有 可 能 算出 被 观察 到 的 最 小 的 场 。 从 这 个 数值 就 可 以 对 寡 指 数 与 2 的 歧 离 设置 
一 个 上 限 。 如 果 把 静电 力 写成 与 一 “有 关 , 则 我 们 便 能 把 上 限 放 在 上 。 通 过 这 个 办 法 , 麦 
克 斯 韦 曾 测定 了 。 小 于 1/10 000。 这 个 实验 于 1936 年 由 普 林 顿 和 劳顿 两 人 重新 做 过 并 加 
以 改进 。 他 们 发 现 库仑 宕 数 与 2 的 差 小 于 十 亿 分 之 一 。 

现在 ,由 此 可 提出 一 个 有 趣 问题 :在 各 种 不 同情 况 下 ,我 们 是 否 知道 这 库仑 定律 有 多 准 
确 呢 ? 刚才 所 描述 的 实验 测量 了 在 几 十 厘米 的 距离 上 场 与 距离 的 关系 ,但 对 于 原子 内 部 的 
距离 一 一 比如 在 氢 原 子 中 ,我 们 相信 那里 的 电子 受 核 的 吸引 也 是 按 相同 的 平方 反比 定律 发 
生 的 一 一 又 究竟 如 何 呢 ? 诚然 ,关于 电子 行为 的 力学 部 分 必须 运用 量子 力学 ,但 力 依然 是 寻 
常 的 静电 力 。 在 对 此 问题 用 公式 来 表示 时 ,电子 的 势能 必须 被 认为 是 与 核 距离 的 函数 ,而 库 
仓 定律 给 出 随 距 离 的 一 次 等 成 反比 变化 的 势能 。 对 于 这 么 小 的 距离 来 说 ,这 宕 指数 会 准确 
到 什么 程度 呢 ? 由 于 在 1947 年 兰 姆 和 莱 索 福 对 氢 的 能 级 的 相对 位 置 进行 了 极为 仔细 的 测 
量 ,所 以 我 们 知道 ,在 这 种 原子 尺度 上 一 一 也 即 在 1 A(10-*cm) 数 量 级 的 距离 上 一 一 该 宕 指 
数 也 准确 到 十 亿 分 之 一 。 

兰 姆 - 莱 索 福 这 一 测量 的 准确 性 所 以 成 为 可 能 ,又 是 由 于 一 次 物理 “偶发 事件 "。 氧 原子 
的 两 个 态 被 预期 具有 几乎 相等 的 能 量 , 只 要 势能 是 严格 随 1/r 变化 。 这 个 十 分 微小 的 能 量 
差别 是 通过 测量 从 一 态 至 另 一 态 的 跃迁 时 所 发 射 或 吸收 的 光子 的 频率 w, 应 用 能 差 AE 一 
有 w 测 出 来 的 。 计 算 的 结果 表明 ,假如 在 力 的 定律 1 / 中 的 等 指数 与 2 会 有 十 亿 分 之 一 那 
么 大 的 误差 , 则 AE 会 显著 地 与 观察 到 的 结果 不 同 。 

这 同一 宕 指 数 对 更 短 的 距离 是 否 仍然 正确 ? 从 核 物 理 中 的 测量 发 现 :在 典型 的 核 距 
离 一 一 约 10 “cm 一 一 处 静电 力 仍然 存在 ,而 且 它 们 仍 近 似 地 与 距离 的 平方 成 反比 。 在 以 
后 一 章 中 将 有 一 些 例证 。 我 们 知道 ,在 10-*cm 量 级 距离 内 ,库仑 定律 至 少 在 某 种 程度 上 仍 
然 是 有 效 的 。 

对 于 10 “cm 的 距离 又 如 何 呢 ? 这 一 范围 可 以 通过 质子 与 很 高 能 量 电子 的 碰撞 及 观察 
它们 如 何 被 散射 来 加 以 研究 。 迄 今 所 得 到 的 结果 似乎 指出 ,该 定律 在 这 种 距离 上 失败 了 。 
电力 在 小 于 10 “cm 的 距离 上 ,似乎 显得 比 预 期 的 要 弱 十 倍 。 现 在 有 两 种 可 能 的 解释 :其 
一 ,是 库仑 定律 在 这 样 小 的 距离 上 已 失效 ; 另 一 种 可 能 解释 , 则 是 我 们 的 客体 一 一 电子 和 质 
子 一 一 并 不 是 点 电荷 。 也 许 电 子 或 质子 ,或 两 者 ,都 是 某 种 涂抹 物 。 大 多 数 物理 学 家 倾向 于 
认为 质子 的 电荷 是 涂抹 上 去 的 。 质 子 与 介子 反应 十 分 激烈 ,这 暗示 一 个 质子 时 时 会 作为 被 
-入 表现 得 如 
同一 个 带 正 电 的 小 球 。 起 因 于 一 个 荷 电 球 体 之 场 并 非 按 1 / 一 直 变化 至 球 心 的 ,质子 的 电 
荷 很 可 能 是 涂抹 物 。 但 关于 介子 的 理论 仍然 很 不 完整 ， 所 以 施 合 定 委 相投 小 潍 品 二 和 区 世 
有 可 能 。 这 一 问题 仍然 未 确定 。 

还 有 一 点 :平方 反比 定律 在 像 1m 和 10 “m 的 距离 上 都 有 效 ; 但 系数 1 人 4re ) 是 否 也 
都 相同 呢 ? 答案 是 肯定 的 ,至 少 达 到 兆 分 之 十 五 的 精度 。 
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现在 ,我 们 回 到 在 上 面谈 及 对 高 斯 定律 的 实验 验证 时 曾 被 忽视 的 一 件 重要 事情 上 来 。 
你 可 能 还 不 知道 麦克 斯 韦 或 普 林 顿 和 劳顿 的 实验 怎么 会 得 到 那么 精确 的 结果 ,除非 他 们 所 
用 的 球形 导体 是 一 个 十 分 完美 的 球 壳 。 十 亿 分 之 一 精度 确实 是 个 辉煌 成 就 ,而 你 也 许 要 问 
他 们 能 否 做 成 那么 精密 的 一 个 球 壳 。 任 何 一 个 实际 球体 都 肯定 会 有 一 些微 小 的 不 规则 性 ， 
而 如 果 有 了 不 规则 性 ,还 不 会 在 球 内 产生 出 一 些 场 来 吗 ? 现在 我 们 想 要 证 明 ,并 不 需要 有 一 
个 完美 的 球 壳 。 事 实 上 也 能 够 证 明 ,在 任何 形状 的 一 个 闭合 导体 壳 中 都 不 会 有 场 存在 。 换 
名 话说 ,实验 与 1p 有关, 而 与 面 是 否 是 球面 却 没 有 什么 关系 (用 球面 的 原因 是 ,假如 库仑 
定律 有 错 , 用 球面 容易 算出 场 会 是 怎么 样 )。 所 以 我 们 现在 就 来 处 理 这 一 课题 。 要 证 明 这 一 
点 ,必须 知道 导电 体 的 某 些 性 质 。 


$5-9 孤立 导体 的 场 


导电 体 是 含有 许多 “自由 "电子 的 固体 。 电 子 能 够 在 材料 中 各 处 自由 地 运动 ,但 却 不 
能 离开 其 表面 。 在 一 块 金属 中 存在 那么 多 的 自由 电子 ,以 致 任何 电场 都 能 使 它们 大 量 地 
进行 运动 。 这 样 所 建立 的 电子 电流 必须 由 外 界 能 源 不 断 来 维持 运动 ,或 者 会 由 于 这 些 电 
子 对 那个 曾 产 生 初 始 电场 之 源 放电 而 停止 运动 。 在 “静电 ”情况 下 ,我 们 并 不 考虑 连续 性 
电流 源 (以 后 学 习 静 磁 学 时 才 将 考虑 到 ) ,所 以 电子 仅 运动 到 它们 自己 被 安排 得 在 导体 内 
部 处 处 都 产生 零 场 为 止 (这 通常 是 在 远 小 于 1 s 的 时 间 里 发 生 的 )。 假 如 还 有 任何 场 存在 
的 话 ,这 个 场 则 应 该 会 推动 更 多 的 电子 运动 ,唯一 的 静电 态 答案 就 是 场 在 导体 内 部 处 
处 为 零 。 

现在 考虑 带电 导体 的 内 部 情况 (所 谓 “ 内 部 "我 们 指 的 就 是 金属 本 身 )。 由 于 金属 是 导 
体 ,其 内 部 的 场 必然 为 零 , 即 势 $ 的 梯度 为 零 。 这 意思 是 说 ,# 不 会 逐 点 变化 。 每 个 导体 是 
一 个 等 势 区 ,而 它 的 表面 是 一 个 等 势 面 。 由 于 在 导电 性 材料 中 电场 处 处 为 零 , 所 以 五 的 散 
度 也 为 零 ,而 根据 高 斯 定律 在 导体 内 部 的 电荷 密度 一 定 等 于 零 。 

如 果 在 导体 中 不 可 能 有 电荷 , 那 它 怎么 还 能 够 带电 呢 ? 当 我 们 说 某 一 导体 “带电 "时 ,其 
意思 到 底 是 指 什么 呢 ? 电荷 在 哪里 ? 答案 是 :它们 会 存在 于 导体 的 表面 上 ,那里 有 强大 的 力 
把 它们 保持 住 而 不 致 离开 一 一 它们 并 非 完 全 “自由 ” 
的 。 今 后 , 当 我 们 学 习 固 体 物理 时 将 发 现 ,在 任何 导体 
上 的 附加 电荷 平均 来 说 都 位 于 表面 的 一 两 个 原子 层 
内 。 对 于 我 们 眼前 的 目的 来 说 ,这 样 说 就 已 经 足够 准 
确 , 即 如 果 任 何 电荷 被 放 上 或 放 进 导 体 之 内 , 它 将 聚集 
在 表面 上 ,在 导体 内 部 没有 电荷。 

我 们 也 注意 到 ,正好 在 导体 表面 外 的 电场 必定 与 
表面 垂直 ,不 可 能 有 切 向 分 量 。 假 如 有 切 向 分 量 ,电子 
就 会 没 表 面 运动 ,没有 任何 力 来 阻止 它们 。 按 男 一 种 
方式 讲 , 我 们 知道 ,电场 线 必须 始终 与 等 势 面 成 直角 。 

利用 高 斯 定律 ,我 们 又 可 把 刚好 在 导体 外 面 的 场 强 
同 表面 的 局 部 电荷 密度 联系 起 来 。 作 为 高 斯 面 ,我 们 取 。 图 5-11 紧 贴 导体 表面 的 电场 与 局 
一 半 在 面 内 \ 一 半 在 面 外 的 一 个 小 柱 形 盒 ,如 图 5-11 所 部 面 电 荷 密 度 成 正比 
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示 。 对 于 巨 的 总 通 量 的 贡献 就 只 有 来 自 导体 外 的 盒子 的 一 边 . 于 是 ,贴近 导体 外 表面 的 场 为 
在 导体 外 


E=£, (5. 8) 
© 


式 中 "是 局 部 面 电荷 密度 。 

为 什么 在 导体 表面 上 的 一 片 电荷 所 产生 的 场 会 不 同 于 仅仅 一 片 电荷 所 产生 的 场 呢 ? 
换 句 话说 ,为 什么 式 (5. 8) 是 式 (5. 3) 的 两 倍 呢 ? 原因 当然 是 ,对 于 该 导体 我 们 并 未 曾 说 
过 附近 没有 "其他" 电荷。 事实 上 ,必然 存在 一 些 电 荷 使 得 导体 里 面 的 一 0. 在 表面 P 
点 附近 的 电荷 的 确 给 出 表面 内 外 两 边 的 场 Eas = oa /26。 但 在 导体 表面 上 的 所 有 其 他 
电荷 “策划 "在 已 点 产生 一 个 大 小 等 于 Enw 的 附加 场 。 使 得 在 内 部 的 总 场 变 成 零 而 外 部 
的 场 变 成 2Emm 一 oh. 





$5-10 导体 空 腔 内 的 场 


现在 ,我 们 转 到 一 个 中 空 容器 一 一 导体 内 留 有 空 腔 一 一 的 问题 。 虽 然 在 金属 中 不 
存在 场 , 但 在 其 空 腔 里 怎样 呢 ? 我 们 将 证 明 :如 果 空 腔 是 空 的 , 则 不 管 导 体 或 空 腔 的 形 
状 如 何 一 一 比方 说 如 图 5-12 所 示 的 那 种 形状 一 一 在 其 中 不 存在 场 。 考 虑 一 个 高 斯 面 ， 
像 图 5-12 中 的 S, 它 包围 着 该 空 腔 , 但 还 处 处 落 在 导电 材料 之 内 。 由 于 在 S 上 的 任何 地 方 
场 均 为 零 , 所 以 并 没有 通 量 通过 S 面 ,因而 在 S 面 内 的 总 电荷 等 于 零 。 对 于 一 个 球 壳 来 说 ， 
人 们 可 以 从 对 称 性 论证 其 内 部 没有 电荷 。 但 在 一 般 情 况 下 ,我 们 只 能 说 在 导体 的 内 表面 上 
存在 等 量 的 正 电荷 与 负电 荷 。 即 可 能 其 中 一 部 分 内 
表面 存在 正 的 面 电荷 而 另 一 部 分 存在 负 的 面 电荷 ， 
如 图 5-12 所 指出 的 那样 。 高 斯 定律 并 不 能 排除 这 种 
情况 。 

当然 ,实际 发 生 的 情形 是 ,任何 在 内 表面 上 出 现 
的 等 量 异 号 电荷 都 会 向 四 周 滑动 而 彼此 相遇 ,从 而 
完全 抵消 掉 。 我 们 可 通过 应 用 EE 之 环流 始终 等 于 零 
这 个 (静电 学 ) 定 律 来 证 明 , 它们 必定 完全 抵消 掉 。 
假定 在 内 表面 的 某 些 部 分 上 存在 电荷 , 则 我 们 知道 ， 
在 其 他 地 方 也 得 有 与 之 数目 相等 而 符号 相反 的 电 
荷 。 那 么 任何 EE 线 就 必须 从 那些 正 电荷 出 发 而 终止 
于 那些 负电 荷 上 (因为 我 们 所 考虑 的 只 是 在 空 腔 里 
并 没有 自由 电荷 的 那 种 情况 )。 现 在 设想 有 这 么 一 
条 回路 工 , 它 沿 一 条 从 某 一 正 电荷 至 某 一 负电 荷 的 力 
线 穿 过 空 腔 , 并 经 由 导体 回 到 原来 的 出 发 点 (如 图 5-12 所 示 )。 沿 这 条 力 线 从 正 电 荷 至 负电 
荷 所 取 的 积分 不 会 等 于 零 。 而 经 过 金属 里 的 积分 则 为 零 ,因为 E 一 0. 因此 ,我 们 就 应 该 有 


Eds 077? 








图 5-12 在 一 个 任意 形状 的 导体 空 腔 里 
其 电场 如 何 


但 在 静电 场 中 ,E 绕 任 一 闭合 回路 的 线 积分 总 是 为 零 。 因 此 ,在 空 腔 里 不 可 能 存在 任何 场 ， 
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而 在 内 表面 上 也 不 会 有 任何 电荷 。 

应 当 仔 细 地 注意 我 们 所 做 出 的 一 个 重要 限制 条 件 。 上 面 我 们 总 是 说 在 一 个 “ 空 的 腔 
里 ”, 但 如 果 有 某 些 电荷 被 置 于 腔 里 的 某 些 固定 位 置 上 一 一 诸如 被 置 在 一 个 绝缘 体 上 或 一 个 
与 该 主导 体 绝缘 的 小 导体 上 一 一 那么 腔 里 就 可 以 有 场 ,但 此 时 这 个 腔 已 经 不 是 “ 空 "的 了 。 

我 们 已 经 证 明 : 如 果 一 个 空 腔 给 导体 完全 包围 住 , 则 任何 外 部 静止 的 电荷 分 布 都 不 可 能 
在 其 内 部 产生 出 任何 场 。 这 说 明了 通过 将 电学 设备 放 在 一 个 金属 盒 内 就 能 把 它们 “屏蔽 "起 
来 的 原理 。 同 样 某 些 论证 也 可 用 来 证 明 ,在 一 导体 闭合 面 内 部 的 任何 静电 荷 分 布 不 可 能 在 
其 外 部 产生 出 任何 场 。 屏 蔽 对 双方 都 有 效 ! 在 静电 学 中 一 一 但 不 是 在 变化 着 的 场 中 
个 闭合 导体 这 两 边 的 场 是 完全 独立 的 。 

现在 你 明白 ,为 什么 以 往 在 核对 库仑 定律 时 能 够 达到 那么 高 的 精度 。 所 用 空 过 的 形状 
是 无 关 重要 的 ,并 不 一 定 是 球形 ,立方 的 也 可 以 ! 如 果 高 斯 定律 严格 正确 , 则 里 面 的 场 始终 
为 零 。 现 在 你 也 懂得 ,为 什么 坐 在 那 百 万 伏 范 德 格拉 夫 起 电机 的 高 压 套 管内 可 以 安然 无 羡 ， 
并 不 必 担 心 会 受到 电击 一 一 这 是 由 于 高 斯 定律 的 缘故 。 











第 6 章 在 各 种 情况 下 的 电场 
$ 6-1 静电 势 的 方程 组 


本 章 将 描述 在 几 种 不 同情 况 下 电场 的 行为 。 它 将 向 我 们 提供 有 关 电场 表现 方式 的 一 些 
经 验 ,并 将 描述 求解 这 种 电场 的 某 些 数学 方法 。 
首先 我 们 要 指出 ,全 部 数学 问题 在 于 解 静电 学 的 两 个 麦克 斯 韦 方程: 


V .= 了 ; (6.1) 


te 


VxE=0. (6.2) 


实际 上 ,上 述 两 方程 也 可 合并 成 一 个 方程 。 从 第 二 个 方程 我 们 立即 知道 可 以 把 场 描述 为 标 
量 的 梯度 ( 见 8 3-7): 
E=—W. (6.3) 


如 果 我 们 乐意 ,就 可 以 用 势 $ 完 整地 描写 任 一 个 特定 电场 。 将 式 (6. 3) 代 入 式 (6. 1) 中 ， 
便 可 得 到 $ 所 应 服从 的 微分 方程 





VvV.W=—2. (6.4) 
o 


$ 梯 度 的 散 度 与 用 V* 对 #$ 进行 运 算 的 结果 相同 , 即 
Vm 
VW= Vt ta (6.5) 
因此 ,我们 便 可 将 式 (6.4) 写 成 
Vi$=—£. (6.6) 


算 符 V* 称 为 拉 普 拉 斯 算 符 ,而 式 (6.6) 则 称 为 泊 松 方程 。 从 数学 的 观点 看 ,静电 学 整个 课题 只 

不 过 是 学 习 这 一 方程 式 (6. 6) 的 解 。 一 旦 # 由 解 方程 式 (6.6) 得 出 , 便 可 立即 由 式 (6. 3) 求 得 E。 

我 们 将 首先 提出 其 中 p 作 为 z, y, z 的 函数 是 已 知 的 那 种 特殊 类 型 的 问题 。 在 这 种 情 

癌 下 问题 几乎 是 琐碎 肤浅 的 ,因为 我 们 已 知道 式 (6. 6) 的 一 般 解 了 。 以 前 就 曾 证 明 过 : 若 p 
在 每 点 均 为 已 知 , 则 在 点 (1) 处 的 势 就 是 

#1) = | 人 Da (6.7) 


dxeorz ” 


式 中 p(2) 和 dV 分 别 代表 点 (2) 处 的 电荷 密度 和 体积 元 ,而 2 则 为 (1) 与 (2) 两 点 间 的 距离 。 
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微分 方程 式 (6. 6) 的 解 已 简化 成 对 整个 空间 的 积分 。 式 (6. 7) 这 种 解 应 加 以 特别 注意 ,因为 
物理 学 中 就 有 许多 情况 都 会 引导 到 如 
六 ( 某 件 东西 ) 一 〈 另 一 件 东西 ) 


这 样 一 种 方程 ,而 式 (6. 7) 便 是 任何 这 类 问题 解 的 典型 。 
这 样 , 当 所 有 电荷 的 位 置 都 已 知 时 ,静电 场 问题 的 解 就 完全 是 直截了当 的 。 让 我 们 在 下 
述 几 个 例子 中 看 看 这 是 怎么 回 事 吧 ! 


$6-2 电 偶 极 子 


首先 , 取 相 距 为 4 的 两 个 点 电荷 十 q 和 一 g。 令 = 轴 沿 这 两 电荷 的 连 线 ,并 选取 原点 在 
其 中 间 ,如 图 6-1 所 示 。 于 是 ,应 用 式 (4. 24), 则 来 自 这 两 电荷 的 势 就 是 





1 遵 

En hc rr 
我 们 不 打算 把 电场 的 公式 写 出 , 因 一 旦 已 有 了 势 ,就 总 可 以 把 场 算出 来 。 因 此 ,我 们 已 解决 
了 两 电荷 的 问题。 

存在 两 电荷 靠 得 非 常 近 的 一 种 重要 特殊 情况 一 一 
即 是 说 ,我 们 所 感 兴趣 的 仅仅 是 在 与 这 两 电荷 的 距离 
远 比 它们 的 间距 为 大 的 那些 地 方 的 场 。 我 们 称 这 样 
靠近 的 一 对 电荷 为 偶 极 子 。 偶 极 子 是 十 分 常见 的 。 

例如 ,* 偶 极 " 天 线 常用 互相 分 开 一 小 段 距离 的 
两 电荷 来 做 近似 一 如果 我 们 不 去 过 问 太 接近 于 天 
线 地 方 的 场 的 话 (我 们 经 常 对 带 有 运动 电荷 的 天 线 
感 兴趣 ,但 这 里 静电 学 方程 组 实际 上 已 不 适用 了 。 
对 于 某 些 目的 来 说 , 那 还 是 足够 近似 的 ) 。 

也 许 更 重要 的 还 是 原子 偶 极 子 。 在 任何 材料 中 ， 
如 果 有 一 电场 存在 , 则 电子 和 质子 将 感受 到 方向 相反 
的 力 并 做 相对 移动 。 你 会 记 起 ,导体 中 有 些 电 子 会 移 





(6.8) 





图 6-1 偶 极 子 :相距 为 4 的 两 个 电荷 
向 表面 ,使 内 部 的 场 变 为 零 。 在 绝缘 体 中 ,电子 不 能 ep 


够 移 得 很 远 ,它们 将 被 核 


吸引 回来 。 然 而 ,它们 的 确 会 移动 一 点 点 。 因 此 ,尽管 一 个 原子 或 
分 子 在 一 外 加 电场 中 仍然 保持 中 性 ,但 它 的 正 电荷 和 负电 荷 间 会 
出 现 一 个 十 分 微小 的 间隔 ,从 而 成 为 一 个 微观 的 电 偶 极 子 。 如 果 


(1) (1) 我 们 所 感 兴趣 的 是 这 些 原子 偶 极 子 在 普通 大 小 物体 附近 的 场 , 那 
了 + 么 ,我 们 正在 与 比 这 些 电荷 对 的 间隔 大 得 多 的 距离 正常 地 打交道 。 
全 于吉 各 在 某 些 分 子 中 ,即使 没有 外 电场 存在 ,电荷 也 还 是 有 点 分 开 ， 


个 得 原 于 各 拥有 稍微 少 于 。 “这 是 由 于 分 子 的 形状 所 致 。 例 如 ,在 一 水 分 子 中 , 氧 原子 附近 有 
其 份额 的 电子 云 ; 氧 原子 。 净 负 电荷 ,而 两 个 氨 原 子 附近 则 都 有 净 正 电荷 ,它们 并 非 对 称 地 
则 稍微 多 些 排列 着 ,而 是 如 图 6-2 所 示 。 尽 管 整个 分 子 的 电荷 为 零 , 但 却 形 
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成 这 样 一 种 分 布 :在 一 方 有 稍微 多 一 点 的 负电 荷 而 在 另 一 方 则 有 稍微 多 一 点 的 正 电 荷 。 这 
种 排列 肯定 不 会 像 两 个 点 电荷 那么 简单 ,但 从 远 处 看 时 ,这 个 系统 的 作用 就 像 一 个 偶 极 子 一 
样 。 正 如 稍 后 我 们 便 将 见 到 的 ,在 远 距离 处 场 对 于 这 种 细节 并 不 敏感 。 

那么 ,就 让 我 们 来 看 看 ,具有 小 间距 4 的 两 个 异 号 电荷 所 产生 的 场 。 如 果 d 变 为 零 ,两 
电荷 互相 重生 ,两 势 则 互相 抵消 ,因而 也 就 没有 场 了 。 但 如 果 它们 并 不 严格 互相 重叠, 那 就 
可 通过 将 式 (6. 8) 中 各 项 (应 用 二 项 式 展开 法 ) 展 开 成 小 量 4 的 客 级 数 ,从 而 可 以 得 到 势 的 
一 个 优良 近似 。 若 仅仅 保留 4 的 一 级 项 , 便 可 以 写成 


(2—8) ~ = 一 zd. 


按 如 下 写法 很 方便 , 即 
++ = 
因此 (2—$) +r+y rd=r (1 于), 
1 1 1 zd 
a B= . 
. (| 


对 于 [1 一 (zd/ 姑 )] ,可 再 应 用 二 项 式 展开 一 一 并 丢掉 d 的 平方 及 更 高 等 次 的 项 一 一 我 
们 便 得 











1 1 六 
(+ 守 ) 
1 1 zd 
2 二 
a (2) 
这 两 项 之 差 就 给 出 了 势 
$x y，z) = 于 于 qd (6.9) 


dno r 


得 到 这 个 势 ,也 就 有 了 电场 ( 那 是 势 的 微 商 ) ,它们 都 会 正比 于 gd, 即 电荷 与 间距 的 乘积 。 这 
个 积 被 定义 为 这 两 个 电荷 的 偶 极 怎 ,我 们 用 符号 p( 切 勿 与 动量 混淆 !) 表 示 , 即 


p= qa- (6.10) 
式 (6. 9) 也 可 写成 
ao, 本 = 本 2 (6.11) 


因为 z/r = cos 9, 其 中 0 是 偶 极 子 轴 与 指向 点 (z，y, z) 的 径 向 矢量 之 间 的 夹 角 一 一 见 
图 6-1。 在 对 轴 给 定 的 方向 上 , 偶 极 子 的 势 按 1 /7 下降 (但 对 于 一 个 点 电荷 , 则 按 1/r 下 降 )。 
于 是 偶 极 子 的 电场 五 便 会 按 1/r 减弱 。 

如 果 定义 一 个 大 小 为 娟 方向 沿 偶 极 子 轴 从 一 94 指向 十 q 的 矢量 P, 则 我 们 可 把 上 式 写 
成 矢量 形式 。 这 样 ， 


pcos0=p:e,, (6.12) 
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式 中 e, 为 单位 径 向 矢量 (图 6-3)。 我 们 也 可 用 r 代表 点 
(z,，?，z)。 于 是 





侦 极 子 势 
-ey Ch | » 
$F ci i (6.13) 
这 一 公式 对 于 具有 任何 指向 和 位 置 的 偶 极 子 都 适用 ,只 要 代表 
从 偶 极 子 至 所 关注 之 点 的 矢量 。 
若 想 要 得 到 电 偶 极 子 的 电场 , 便 可 通过 取 y 的 梯度 获得 。 例 。 图 6-3 电 偶 极 子 的 矢量 
如 , 场 的 < 分 量 为 一 3$/3z。 对 于 一 个 沿 z 轴 指 向 的 电 偶 极 子 ,我 i 


们 可 以 应 用 式 (6. 9): 





9z 4reo 9z 
或 
已 = 让 3eos0 一 1 (6.14) 
工分 量 和 > 分 量 则 分 别 为 : 
E=-b 3 E,=-b 3zy 


这 两 个 分 量 还 可 合成 一 个 垂直 于 = 轴 的 分 量 , 我 们 将 称 其 为 横向 分 量 El : 
El=VETE -VT 


Ee 
或 
B= pb 3cosOsing (6.15) 


dno 用 


ds 61 这 横向 分 量 E, 处 在 zy 平面 内 ,而 且 从 偶 极 子 轴 
(OE) 直 指 向 外 。 总 场 当然 是 
E=V 玉 十 六. 
偶 极 子 场 与 距离 的 立方 成 反比 。 在 轴 上 , 即 
当 09 = 二 0 时 , 它 比 在 9 = 90" 处 要 强 两 倍 。 在 这 两 
个 特殊 角度 上 电场 仅 有 z 分 量 , 但 在 这 两 处 场 的 
图 6-4 偶 极 子 的 电场 符号 却 相反 (图 6-4). 


$6-3 矢量 方程 述评 


到 此 我 们 对 矢量 分 析 做 个 一 般 性 评述 挺 合适 。 那 些 基 本 证 明 , 可 用 一 些 具 有 普遍 形式 
的 优美 方程 式 来 表达 。 但 在 进行 各 种 计算 和 分 析 时 ,以 某 种 便当 方式 去 选择 坐标 轴 , 总 是 个 
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好 主意 。 这 里 要 注意 ,刚才 在 求偶 极 子 的 势 时 ,我 们 曾 选取 = 轴 沿 着 偶 极 子 方向 ,而 不 是 在 
某 个 任意 角度 上 ,这 使 工作 容易 得 多 。 可 是 后 来 我 们 却 又 把 方程 写成 矢量 形式 ,以 便 使 其 不 
再 依赖 于 任何 一 个 特定 的 坐标 系 。 此 后 ,就 可 以 选择 我 们 所 要 的 任何 坐标 系 了 ,因为 已 知道 
该 关系 式 是 普遍 正确 的 。 对 于 某 一 特定 问题 一 一 假如 结果 最 后 能 表达 成 一 个 矢量 方程 , 当 
能 够 选取 一 个 简洁 的 坐标 系 时 却 还 去 费 神 用 一 个 在 某 一 复杂 角度 上 的 任意 坐标 系 ,显然 毫 
无 意义 。 因 此 ,务必 利用 矢量 方程 式 与 任 一 坐标 系 无 关 的 这 一 事实 。 

另 一 方面 ,如 果 你 不 是 仅 对 V ' 下 望 一 望 和 仅 想 知道 它 是 什么 (而 是 正在 试图 算出 一 个 
矢量 的 散 度 ) , 那 便 不 要 忘记 它 总 是 可 以 展开 成 下 式 的 : 


a9E, ,9E, 
art 笔 + 移 : 


这 时 ,你 若 能 算出 电场 的 z, y 和 = 各 分 量 并 对 它们 微 商 , 那 你 就 会 得 到 一 个 散 度 了 。 往 往 
似乎 有 这 样 一 种 感觉 : 若 将 各 分 量 写 出 ,就 会 存在 某 种 不 太 优 美的 一 一 牵涉 到 某 种 失败 
的 一 一 东西 ;不 管 怎样 ,总 会 有 办 法 用 矢量 算 符 去 做 每 件 事情 。 但 这 种 想法 往往 没有 什么 好 
处 。 当 初次 碰 到 一 个 特殊 问题 时 ,诚然 ,我 们 熟悉 将 发 生 什 么 , 它 有 助 于 我 们 写 出 分 量 . 把 数 
字 代 入 方程 之 内 并 不 见得 不 优美 ,而 用 微 商 代替 某 些 悦目 符号 也 未 必 不 文雅 。 实 际 上 ,具体 
写 出 分 量 这 一 件 事情 就 往往 是 一 种 智慧 。 当 然 , 当 你 在 专业 杂志 上 刊登 文章 时 ,如 果 你 能 把 
一 切 东西 都 写成 矢量 形式 , 那 将 会 美观 些 一 一 而 也 更 易于 理解 。 此 外 ,还 节省 篇 幅 。 


$6-4 偶 极 子 势 的 梯度 表示 


关于 偶 极 子 公式 (6. 13) ,我 们 愿意 指出 一 件 相 当 愉 快 的 事情 。 该 势 也 可 写成 





= 一 下 v(t). (6.16) 


如 果 你 算出 1/r 的 梯度 ,你 便 可 以 得 到 


而 式 (6. 16) 与 (6. 13) 就 彼此 相同 了 。 

怎么 会 想到 这 一 点 呢 ? 我 们 刚好 记得 ,er /r* 曾 出 现在 有 关 点 电荷 的 场 公式 中 ,而 场 又 
是 那 具有 1/r 依赖 关系 的 势 的 梯度 。 

之 所 以 能 够 将 偶 极 子 势 写成 式 (6. 16) 的 形式 ,有 其 物理 原因 。 假 设 有 一 个 位 于 原点 的 
点 电荷 9, 则 在 点 P(xz, y, z) 处 的 势 为 


四 一 卫 . 
了 


让 我 们 在 做 这 些 论证 时 先 丢 下 1 人 4xe ) ,最 后 可 以 把 它 插 进 去 。 现 在 若 把 电荷 十 g 向 上 移 
动 距离 Az, 那 么 在 P 点 的 势 就 将 改变 一 点 点 ,比如 说 Ag+ 。 这 Ag+ 有 多 大 呢 ? 唉 呀 ! 这 恰 
好 就 是 一 一 假如 让 电荷 留 在 原点 上 不 动 ,而 将 P 向 下 移 过 同样 距离 Az 一 一 电势 将 要 改变 
的 数量 (图 6-5)。 也 就 是 说 ， 
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At = 一 hs 
az 


式 中 Az 指 的 是 与 4 /2 相同 的 间距 。 因 此 ,引用 
各 二 q/r, 我 们 就 有 该 正 电荷 的 势 


4 


对 于 该 负电 荷 的 势 , 应 用 同样 的 道理 可 写 出 


和 


总 电势 等 于 式 (6.17) 与 (6. 18) 两 者 之 和 : 


i 图 6-5 来 自 原点 顶 上 Az 处 一 个 点 电荷 
到 人 )ee: 在 P 点 上 的 势 ,等 于 来 自 原点 处 同一 电荷 
(6.19) 在 已 点 ( 比 己 点 低下 Az) 上 的 势 


对 于 其 他 指向 的 偶 极 子 ,可 以 将 正 电荷 的 位 移 表示 为 Ar+ 。 然 后 ,我 们 应 该 把 式 (6.17) 
写成 





r F 


A#+ =— Wo * Ar+ 
式 中 Ar+ 以 后 被 4/2 代替 。 和 上 面 一 样 ,在 完成 了 推导 过 程 之 后 , 式 (6. 19) 就 会 变 成 


‘oH) 


如 果 我 们 代入 gd = P, 并 插 进 1 /4re ) , 则 上 式 与 式 (6. 16) 正 好 相同 。 按 男 一 种 方式 来 看 ， 
我 们 见 到 偶 极 子 势 , 即 式 (6. 13) ,可 以 解释 为 


$ 一 一 PP， VB ， (6. 20) 


其 中 B= 1 人 4zxor) 仍 是 一 单位 点 电荷 的 势 。 

尽管 对 一 已 知 的 电荷 分 布 ,我 们 总 能 够 通过 积分 求 得 其 势 ,但 有 时 却 可 能 运用 一 点 聪明 
手法 来 获得 答案 ,以 便 节 省 时 间 。 例 如 ,我 们 经 常 可 利用 亚 加 原理 。 如 果 有 这 样 一 个 电荷 分 
布 , 它 是 由 两 个 电势 已 知 的 电荷 分 布 构成 的 ,那么 只 要 将 所 知 的 两 个 势 相 加 起 来 就 能 很 容易 
地 求 得 所 需 的 电势 。 这 方面 的 一 个 例子 是 关于 式 (6. 20) 的 推导 , 另 一 个 例子 如 下 所 述 。 

假定 有 一 个 球面 ,其 表面 电荷 的 分 布 随 极 角 的 余弦 而 变化 。 对 这 么 一 个 分 布 积分 是 相 
当 麻 烦 的 。 可 是 令 人 惊奇 ,这 样 的 一 个 分 布 却 可 通过 三 加 原理 来 加 以 分 析 。 试 设想 有 一 个 
带 着 均匀 正 电荷 体 密度 的 球体 ,而 另 一 个 球体 则 带 有 相等 的 、 均 匀 的 负电 荷 体 密度 ,它们 原 
来 就 是 互相 重合 ,形成 一 个 中 性 一 一 也 就 是 不 带电 一 一 的 球体 。 然 后 , 若 该 带 正 电荷 球体 相 
对 那个 带 负 电荷 的 球体 稍微 移动 , 则 不 带电 的 那 部 分 球体 仍 将 保持 中 性 ,但 有 少量 正 电荷 会 
出 现在 一 边 ,而 少量 负电 荷 则 出 现在 相反 的 一 边 ,如 图 6-6 所 示 。 若 两 球 的 相对 位 移 很 小 ， 
则 净 电荷 相当 于 (在 球面 上 的 ) 面 电荷 ,而 该 面 电荷 密度 将 与 极 角 的 余弦 成 正比 。 

现在 ,如 果 我 们 要 得 到 来 自 这 种 分 布 的 势 , 则 不 必 再 去 做 积分 。 因 为 我 们 知道 来 自 每 一 
个 荷 电 球 的 势 一 一 对 于 在 球 外 的 点 一 一 与 来 自 一 个 点 电荷 之 势 相 同 。 这 两 个 移动 过 的 球 与 
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加 + 四 = 人 
图 6-6 彼此 间 有 一 微小 位 移 的 两 个 均匀 带电 球体 互相 得 加 ,相当 于 表面 
电荷 的 非 均匀 分 布 


两 个 点 电荷 相似 ,其 势 恰好 就 是 一 个 电 偶 极 子 的 势 。 
用 这 样 的 方法 ,你 可 以 证 明 : 在 一 个 半径 为 a 的 球面 上 面 电荷 密度 的 分 布 为 


og = ocos0, 
在 球 外 产生 的 场 恰好 就 是 偶 极 矩 为 


_ droa’ 


Pg 
的 偶 极 子 产生 的 场 。 也 能 够 证 明 ,在 该 球 内 的 电场 是 常数 ,其 值 为 


一 四 
有 3@ 


若 9 为 相对 正 z 轴 的 角 , 则 在 球 内 的 电场 在 负 =z 方向 。 我 们 刚才 考虑 的 例子 并 不 像 它 表面 
看 来 那么 带 有 人 为 性 ,以 后 将 在 电介质 理论 中 再 次 碰 到 它 。 


$6-5 任意 电荷 分 布 的 偶 极 子 近似 


偶 极 子 场 还 出 现在 另 一 个 既 有 趣 而 又 重要 的 场合 中 。 假 设 有 一 个 具有 复杂 电荷 分 布 的 
物体 一 一 像 水 分 子 (图 6-2) 那 样 一 一 而 我 们 仅仅 对 远 处 的 场 感 兴趣 。 我 们 将 证 明 , 对 于 距 
离 比 物体 尺寸 要 大 的 情况 有 可 能 找到 关于 场 的 一 个 恰当 而 相对 简单 的 表示 式 。 








图 6-7 ”一群 点 电荷 在 一 遥远 点 P 处 产生 的 势 的 计算 
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我 们 可 将 该 物体 设想 成 在 某 一 有 限 区 域 里 的 一 群 点 电荷 9 ,如 图 6-7 所 示 ( 以 后 若 我 们 
愿意 ,可 以 用 pdV 来 代替 9;). 令 每 一 电荷 9 被 置 于 距 原点 (选取 在 该 群 电荷 中 间 的 某 处) 的 
位 移 为 di 的 地 方 。 在 R(R 远大 于 最 大 的 d; 值 ) 处 的 P 点 , 势 究竟 如 何 呢 ? 来 自 整个 电荷 群 
的 势 由 下 式 给 出 : 

$= zDD (6.21) 


4re 蕊 





式 中 x 是 从 P 点 至 电荷 9 的 距离 ( 即 矢量 R 一 di 的 长 度 )。 现 在 ,如 果 这 些 电 荷 至 观察 点 已 
的 距离 巨大 , 则 每 个 7; 都 可 以 用 R 来 作 近 似 。 每 一 项 就 都 变 成 9 /R, 从 而 可 将 1 AR 取出 作 
为 在 求 和 符号 前 的 一 个 因子 。 这 将 向 我 们 提供 一 个 简便 的 结果 





+- 二 到 2- (a 


式 中 ,Q 恰好 就 是 整个 物体 的 总 电荷 。 这 样 我 们 发 现 : 从 距离 任意 一 堆 电 荷 足够 远 的 各 点 上 
来 看 ,该 堆 电 荷 就 像 一 个 点 电荷 似 的 。 这 一 结果 并 不 太 令 人 惊异 。 

但 若 有 等 量 的 正 电荷 和 负电 荷 又 该 怎么 样 呢 ? 此 时 物体 的 总 电荷 Q 为 零 。 这 并 不 是 
一 种 罕见 的 情况 。 事 实 上 ,正如 你 们 所 知道 的 ,物体 往往 具有 电 中 性 。 水 分 子 就 是 电 中 性 
的 ,但 其 中 诸 电 荷 并 非 完 全 位 于 同一 点 ,因而 若 站 得 足够 近 , 就 应 能 见 到 那些 分 开 着 的 电荷 
的 某 些 效应 。 对 于 来 自 电 中 性 物体 中 一 个 任意 电荷 分 布 的 势 ,我 们 需要 一 个 比 式 (6. 22) 更 
好 的 近似 式 。 式 (6. 21) 仍 然 是 准确 的 ,不 过 不 能 再 只 是 令 = R, 我 们 需要 一 个 更 准确 的 7 
表达 式 。 如 果 P 点 位 于 贤 远 距 离 处 ,ri 与 R 的 差异 可 以 通过 d 在 R 上 的 投影 而 得 到 一 个 良 
好 近似 ,正如 从 图 6-7 就 可 以 看 得 出 来 的 那样 (你 应 该 设想 ,实际 上 P 比 图 上 所 示 的 还 要 遥 
远 得 多 )。 换 句 话说 , 若 er 是 在 R 方向 上 的 单位 矢量 , 则 我 们 对 于 x; 的 二 级 近似 为 


nix R—d. er. (6.23) 
我 们 所 真正 需要 的 乃 是 1 /ri, 由 于 di<<R, 对 我 们 的 近似 程度 来 说 ,1/r; 就 可 写成 

(6.24) 
以 此 代入 式 (6. 21) 中 , 便 可 得 到 势 


4 和 (是 + Da 于 +…) (6.25) 
上 式 中 最 后 三 点 代表 已 略 去 的 有 关 di /R 的 较 高 次 项 。 这 些 项 ,再 加 上 已 获得 的 那些 ,就 是 
1 在 1AR 附近 以 d;/R 为 突进 行 的 泰勒 展开 中 的 相继 的 项 。 

式 (6.25) 中 的 第 一 项 ,就 是 在 上 面 获 得 的 ,如 果 物 体 具有 电 中 性 ,这 一 项 则 取消 。 第 二 
项 依赖 于 1 AR: ,正如 偶 极 子 那 种 情况 。 事 实 上 ,如 果 定义 


p= Dad. (6.26) 
为 该 电荷 分 布 的 一 种 特性 ,那么 势 式 (6. 25) 的 第 二 项 便 是 


1 p:en 
I (62 
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这 恰好 就 是 一 个 偶 极 子 势 。p 这 个 量 称 为 该 分 布 的 电 偶 极 矩 。 它 是 对 以 前 的 定义 的 推广 ， 
而 在 两 个 点 电荷 的 特殊 情况 下 , 它 才 简 化 成 以 前 那样 。 

上 述 结果 是 : 若 距 离 整体 是 电 中 性 的 任 一 团 电荷 足够 远 , 势 就 是 一 偶 极 子 势 。 它 按 
1 AR" 递 降 , 并 随 cos 9 变化 一 一 而 其 强度 与 该 电荷 分 布 的 偶 极 矩 有 关 。 正 是 由 于 这 些 缘故 ， 
偶 极 子 场 才 那 么 重要 。 因 为 一 对 点 电荷 的 那 种 简单 情况 是 极为 罕见 的 。 

例如 ,水 分 子 就 有 相当 强 的 偶 极 矩 ,由 于 这 偶 极 矩 而 产生 的 电场 导致 了 水 的 某 些 重要 性 
质 。 在 许多 种 分 子 ,诸如 CO, 中 ,由 于 分 子 结构 的 对 称 性 使 得 其 偶 极 矩 为 零 。 因 此 ,对 于 这 
些 分 子 我 们 理应 展开 得 更 为 准确 些 ,得 到 势 中 随 1 AR: 递 降 之 项 ,而 这 称 为 四 极 子 势 。 对 于 
这 些 情况 我 们 将 在 以 后 讨论 。 





$6-6 带电 导体 的 场 


现在 已 完成 了 我 们 希望 涉及 的 一 些 例子 ,它们 是 从 一 开始 就 知道 了 电荷 分 布 的 那些 情 
况 。 那 是 一 种 不 太 复杂 的 问题 ,至 多 只 牵涉 到 某 些 积分 。 现 在 ,我 们 将 转 到 一 类 全 新 的 问 
题 , 即 对 带电 导体 附近 的 场 的 确定 。 

假设 总 电荷 Q 被 置 于 一 任意 导体 之 上 ,在 这 种 情况 下 ,我 们 将 不 可 能 确切 地 说 出 电荷 
的 位 置 , 它 们 将 以 某 种 方式 分 散在 该 导体 表面 上 。 我 们 怎 能 知道 电荷 在 表面 上 是 如 何 分 布 
的 呢 ? 它们 必须 把 自己 分 布 得 使 该 表面 之 势 是 一 常数 。 假 如 该 面 不 是 一 个 等 势 面 , 则 在 导 
体内 便 会 有 电场 ,而 电荷 就 会 继续 运动 直到 电场 变 为 零 。 这 一 类 普遍 问题 可 以 按 下 述 的 方 
法 得 到 解决 。 我 们 先 猜 测 有 某 一 电荷 分 布 而 算出 了 势 。 若 所 算出 的 势 在 该 表面 上 处 处 是 常 
数 , 则 问题 便 算 了 结 。 如 果 该 表面 不 是 一 个 等 势 面 , 那 就 说 明 我 们 对 电荷 分 布 所 做 的 猜测 有 
误 。 应 该 再 进行 猜测 一 一 希望 得 到 一 个 有 所 改善 的 猜测 ! 如 果 我 们 对 逐步 猜测 不 明智 , 则 
这 一 过 程 可 以 不 断 地 继续 下 去 。 

如 何 猜测 分 布 的 问题 在 数学 上 相当 困难 。 当 然 ,自然 界 自 有 其 完成 此 事 的 时 间 , 电 荷 推 
来 挽 去 直到 它们 互相 平衡 为 止 。 然 而 , 当 我 们 试图 求解 该 问题 时 ,要 做 出 一 次 尝试 就 得 花 很 
长 的 时 间 。 这 办 法 十 分 繁 元 ,对 于 任意 一 群 导体 和 任意 电荷 来 说 ,这 一 问题 可 能 变 得 十 分 复 
杂 。 一 般 说 来 ,如 果 没 有 相当 复杂 的 数值 计算 方法 就 无 从 加 以 解决 。 目 前 ,这 一 类 的 数值 计 
算是 由 计算 机 完成 的 , 它 能 为 我 们 代劳 ,只 要 先 告诉 它 怎样 去 进行 计算 就 行 。 

另 一 方面 ,有 许多 细小 的 实用 情况 ,如 果 通 过 某 种 更 直接 的 方法 一 一 不 必 为 计算 机 编制 
程序 一 一 就 能 够 找到 答案 , 那 该 多 么 好 。 幸 而 ,有 若干 种 场合 ,其 答案 可 以 利用 某 些 巧 计 或 
其 他 办 法 把 它 从 自然 界 挤 出 来 。 我 们 将 要 描述 的 第 一 个 巧 计 就 涉及 对 已 知 解 的 应 用 ,这 些 
解 是 我 们 以 前 在 各 电荷 的 位 置 都 已 被 规定 的 情况 下 获得 的 。 





8$6-7 镜像 法 


比方 说 ,我 们 以 前 就 曾经 解 出 过 两 个 点 电荷 的 场 。 图 6-8 表示 第 4 章 中 通过 计算 而 获 
得 的 某 些 场 线 和 等 势 面 。 现 在 考虑 标明 为 A 的 那个 等 势 面 。 假 设 我 们 造成 一 个 其 形状 恰 
巧 与 这 个 面 吻合 的 金属 薄片 。 若 把 它 准确 地 安放 在 该 面 上 并 调整 其 势 至 恰当 数值 , 那 就 没 
有 谁 能 够 知道 它 是 放 在 哪里 了 ,因为 一 切 都 不 会 改变 。 
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可 是 要 注意 ! 实际 上 我 们 已 经 解决 了 一 个 新 的 问题 。 我 们 有 这 么 一 种 情况 :一 块 具有 
给 定 势 的 弯曲 导体 面 被 放 在 一 个 点 电荷 附近 。 如 果 被 放置 在 该 等 势 面 上 的 金属 片 最 终 能 自 
行 闭合 (或 实际 上 伸展 得 足够 远 ) ,那么 就 有 一 种 在 $ 5-10 中 曾 考虑 过 的 那样 情况 ,其 中 空 
间 被 分 隔 成 两 个 区 域 ,其 一 是 在 闭合 导体 壳 之 内 , 另 一 则 在 其 外 。 我 们 在 那里 已 经 知道 这 两 
个 区 域 里 的 场 是 互相 独立 的 。 因 而 不 管 里 面 怎 么 样 ,在 导体 外 面 我 们 应 该 有 相同 的 场 。 我 
们 甚至 可 以 用 导电 材料 来 填充 整个 内 部 。 因 此 ,就 已 找到 了 图 6-9 那 种 结构 的 场 。 在 导体 
外 部 的 空间 里 , 场 同 图 6-8 中 所 示 的 两 个 点 电荷 之 场 一 样 。 在 导体 内 部 , 场 等 于 零 。 并 且 一 一 
正 应 该 如 此 一 一 刚好 在 导体 外 面 的 电场 会 与 该 面 正 交 。 





1 图 6-9 在 一 个 形状 像 图 6-8 中 的 等 势 
图 6-8 两 个 点 电荷 的 场 线 和 等 势 面 面 A 的 导体 之 外 的 电场 


这 样 ,我 们 便 能 通过 计算 4 以 及 在 适当 位 置 上 一 个 想象 的 点 电荷 一 9 所 产生 的 场 来 算 
出 图 6-9 中 的 场 了 。 那 个 我 们 “想象 "其 存在 于 导体 表面 背后 的 点 电荷 称 为 镜像 电荷 。 

从 书本 中 你 可 以 找到 有 关 双 曲面 形状 的 导体 以 及 其 他 形状 复杂 的 导体 的 各 种 解 的 长 长 
名 单 , 因 而 会 觉得 奇怪 ,怎么 有 人 竟 解 决 了 这 些 可 怕 形 状 的 导体 问题 。 原 来 他 们 是 倒 过 来 求 
解 的 ! 有 人 解决 了 给 定 电荷 的 一 个 简单 问题 。 然 后 ,他 看 到 有 某 一 个 等 势 面 表现 出 新 的 形 
状 ,于 是 就 写 出 一 篇 论文 ,指明 在 这 种 特定 形状 的 导体 外 的 场 可 以 用 某 种 方法 来 描述 。 


$6-8 导电 平面 附近 的 点 电荷 


作为 这 种 方法 最 简单 的 应 用 之 一 ,让 我 们 利用 图 6-8 中 的 等 势 面 B。 有 了 它 , 便 能 求解 
在 一 块 导电 板 面前 放置 一 个 电荷 的 问题 。 我 们 只 需 勾 消 该 图 左边 的 一 半 。 有 关 这 一 解答 的 
场 线 如 图 6-10 所 示 。 注 意 该 平面 ,由 于 在 两 电荷 的 正中 间 , 所 以 具有 零 势 。 这 样 ,我 们 就 解 
决 了 在 一 接地 的 导电 板 附 近 有 一 个 正 电 荷 的 问题 。 

对 于 整个 电场 至 今 我 们 已 告解 决 ,但 造成 这 场 的 真实 电荷 究竟 怎样 呢 ? 除了 这 个 正点 电 
荷 之 外 ,由 于 受到 该 正 电 荷 ( 从 老 远 处 起 ) 所 吸引 ,所 以 在 导电 板 上 出 现 一 些 感 生 负 电荷 。 现 
在 ,假定 由 于 某 种 技术 原因 一 一 或 出 自 好 奇 心 一 一 你 想 知 道 那些 负电 荷 在 该 表面 上 是 怎样 分 
布 的 。 那 你 可 以 利用 我 们 在 $ 5-9 中 由 高 斯 定律 所 算出 的 结果 求 出 面 电荷 密度 ,贴近 导体 
外 面 的 电场 法 向 分 量 就 等 于 面 电 荷 密度 o 除 以 .。。 从 表面 处 电场 的 法 向 分 量 倒 过 来 计算 ， 
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我 们 可 以 获得 表面 上 任 一 点 的 电荷 密度 。 因 为 我 们 已 知道 各 处 的 场 ,所 以 就 知道 面 电荷 
密度 。 

考虑 板 面 上 一 点 , 它 与 正 对 着 正 电荷 的 那 一 点 距离 为 p( 图 6-10)。 在 这 一 点 的 电场 垂 
直 指向 该 表面 。 来 自 该 正 电荷 的 场 其 法 向 分 量 为 

1 
-让 Fry (6. 28) 
对 此 还 必须 加 上 由 那个 负 的 镜像 电荷 产生 的 电场 。 这 不 过 使 该 法 向 分 量 加 倍 ( 并 抵消 了 所 
有 其 他 之 场 ) ,因而 在 该 表面 任 一 点 的 电荷 密度 a 就 是 


E.+= 





o(p) = oE(po) = (6.29) 


SE 
(a + PE 





图 6-10 在 一 导电 平面 附近 一 个 电荷 的 场 ,用 镜像 法 求 得 


对 上 述 结果 的 一 种 有 趣 核对 , 仍 是 在 整个 面 上 对 o 进行 积分 。 我 们 求 得 总 感 生 电荷 为 
一 g, 理 应 如 此 。 

还 有 另 一 个 问题 :是 否 有 力作 用 在 点 电荷 上 ? 有 的 ,因为 有 来 自 板 上 的 感 生 负 面 电荷 的 
吸引 力 。 现 在 我 们 已 知道 面 电荷 的 分 布 ( 式 6. 29) ,本 来 可 通过 积分 算出 对 该 正点 电荷 的 作 
用 力 。 但 我 们 也 知道 ,作用 于 该 正 电 荷 上 的 力 应 该 与 用 一 负 的 镜像 电荷 来 代替 那 块 平板 所 
产生 的 力 完全 相同 ,因为 在 正 电荷 附近 的 场 在 这 两 种 情况 下 都 相同 。 该 点 电荷 会 感到 一 个 
指向 板 面 的 力 而 其 大 小 为 





和 
F = gr 2a’ 可 


这 样 , 比 对 所 有 负电 荷 取 积 分 而 求 得 力 要 容易 得 多 。 
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$6-9 导电 球体 附近 的 点 电荷 


除了 平面 以 外 ,还 有 哪些 面具 有 简单 解 呢 ? 第 二 种 最 简单 的 形状 是 球 。 如 图 6-11 所 
示 , 在 一 金属 球 附近 有 一 个 点 电荷 9, 让 我 们 求 出 该 球体 周围 的 场 。 现 在 ,我 们 必须 寻找 给 
出 的 等 势 面 为 球面 的 那 种 简单 物理 情况 。 如 果 我 们 事前 仔细 考虑 人 们 已 经 解决 的 那些 问 
题 , 就 会 发 现 ,已 有 人 注意 到 两 个 不 相等 的 点 电荷 的 场 会 有 一 个 球形 的 等 势 面 。 啊 哈 ! 如 果 
选择 那个 镜像 电荷 的 位 置 一 一 并 选 出 适量 的 电荷 量 一 一 那么 也 许 就 能 使 一 个 等 势 面 符合 我 
们 的 球面 。 事 实 上 ,的 确 可 以 用 下 述 方法 做 到 这 一 点 。 

假设 你 希望 有 这 样 一 个 等 势 面 :半径 为 a 而 其 中 心 与 电荷 9 相距 为 6 的 球面 。 试 放置 
一 个 大 小 为 % = 一 q(a /6) 的 镜像 电荷 于 该 真实 电荷 与 球 心 的 连 线 上 ,与 球 心 的 距离 为 oz /6。 
这 样 ,球面 就 将 处 于 零 势 。 

数学 方面 的 理由 来 源 于 这 样 的 事实 :球面 是 与 两 固定 点 的 距离 之 比 始终 保持 常数 的 所 
有 各 点 的 轨迹 。 参 考 图 6-11, 在 已 点 由 4 与 9 所 
产生 之 势 正比 于 

2+. 


只 


因此 , 势 就 将 在 下 述 一 切 点 上 为 零 : 





图 6-11 点 电荷 9 在 一 个 接地 的 导电 球体 
如 果 我 们 把 g' 置 于 距离 球 心 为 a? /b 的 一 点 ,那么 。 上 感 生 了 电荷 ,这 些 电荷 的 场 就 是 被 置 在 图 
比 rs /ri 就 有 常数 值 ab。 因 此 , 若 中 所 示 那 一 点 上 的 一 个 镜像 电荷 gy 所 产生 的 


和 二 (6.31) 


则 球面 便 是 一 等 势 面 了 。 事 实 上 , 它 的 势 为 零 。 

如 果 我 们 感 兴趣 的 是 一 个 不 处 于 零 势 的 球 ,情况 又 会 怎么 样 呢 ?原来 只 有 在 其 总 电荷 
碰巧 等 于 q' 时 才 会 有 零 势 。 当 然 , 如 果 球 是 接地 的 , 则 在 其 上 面 所 感 生 的 电荷 就 恰好 是 那 
些 。 但 如 果 它 是 被 绝缘 的 ,并 且 不 带电 荷 , 那 又 会 怎么 样 呢 ? 或 者 已 知 它 带 有 总 电荷 Q 呢 ? 
或 者 它 具 有 的 给 定 的 势 正好 不 等 于 零 呢 ? 所 有 这 些 问题 都 不 难 回答 。 我 们 总 可 以 加 一 个 点 
电荷 % 于 球 心 上 ,通过 香 加 ,该 球面 就 仍 保持 为 一 等 势 面 ,只 是 势 的 大 小 将 改变 罢了 。 

例如 , 若 有 一 个 原来 并 没有 带电 而 且 与 其 他 任何 东西 都 绝缘 的 导电 球 , 并 将 一 个 正 的 点 
电荷 9 带 至 其 附近 ,那么 球 带 的 总 电荷 将 保持 为 零 。 和 以 前 一 样 通过 用 一 个 镜像 电荷 9 ,但 
除 此 之 外 在 球 心 再 加 上 一 个 电荷 9 而 找到 解 。 选 取 


f=--q = 和. (6.32) 


在 球 外 每 一 处 的 场 由 9g, 9 与 9 的 场 丰 加 而 成 。 问 题 就 这 样 解决 了 。 
现在 我 们 能 够 看 到 ,将 有 一 吸引 力 存在 于 球 与 点 电荷 之 间 。 尽 管 在 中 性 球 上 没有 电 
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荷 , 力 仍 不 会 等 于 零 的 。 这 吸引 力 来 自 何 处 呢 ? 当 你 把 一 正 电 荷 带 到 一 导电 球 外 面 时 ,该 正 
电荷 会 把 负电 荷 吸引 到 靠近 它 自己 的 一 边 而 把 正 电荷 留 在 较 远 的 另 一 边 的 面 上 。 受 负电 荷 
的 吸引 作用 大 于 受 正 电荷 的 排斥 作用 ,因而 就 有 一 净 的 吸引 作用 。 可 以 通过 计算 算出 在 @ 
和 和 所 产生 的 场 中 作用 在 9 上 的 力 , 而 找 出 该 吸引 作用 有 多 大 。 总 力 等 于 这 两 者 之 和 :4 与 
置 在 6 一 (a* pp) 距离 上 的 电荷 g = 一 (a /%p)g 之 间 的 吸引 力 ,以 及 9 与 置 在 2 距离 上 的 电荷 
4 二 十 (app)q 之 间 的 排斥 力 。 

那些 曾 在 童年 时 代 对 一 个 发 酵 粉 盒 上 的 商标 里 画 上 一 个 发 酵 粉 盒 ,而 在 此 盒 的 商标 里 
又 画 上 另 一 个 发 酵 粉 盒 …… 感 到 赏心悦目 的 人 可 能 对 下 述 问题 感 兴趣 。 两 个 相等 的 球 ,一 
个 带 有 总 电荷 十 Q, 而 另 一 个 带 有 总 电荷 一 Q, 被 置 在 某 一 距离 上 。 它 们 间 的 互 作用 力 有 多 
大 呢 ? 这 问题 可 以 用 无 限 个 镜像 电荷 来 解决 。 最 初 人 们 用 球 心 上 的 电荷 对 每 个 球 做 近似 ， 
这 些 电 荷 将 在 另 一 个 球 中 有 其 镜像 电荷 ,这 些 镜像 电荷 又 有 其 镜像 电荷 ,如 此 等 等 。 这 个 解 
就 很 像 那 发 酵 粉 盒 上 的 图 画 似 的 一 一 收敛 得 相当 快 。 


$6-10 电容 器 与 平行 极 板 


现在 ,我们 提出 另 一 类 与 导体 有 关 的 问题 。 考 虑 两 块 大 的 金属 板 , 彼 此 互相 平行 并 相隔 
一 个 比 它们 的 宽度 小 得 多 的 距离 。 而 且 , 假 定 它们 分 别 带 有 等 量 异 号 电荷 。 这 样 ,每 一 板 上 
的 电荷 将 被 另 一 板 上 的 电荷 所 吸引 ,而 这 些 电荷 都 将 均匀 地 散布 于 板 内 侧 表面 上 。 两 板 将 
分 别 具 有 电荷 密度 十 和 一 ,如 图 6-12 所 示 。 从 第 5 
章 我 们 知道 :两 板 之 间 的 场 为 ce ,而 在 两 板 外 面 的 场 
则 为 零 。 两 板 将 有 不 同 的 势 册 和 史 。 为 了 方便 起 见 ， 
我 们 将 称 这 差 为 V, 它 常 叫 作 “ 电 压 ” 
图 6-12 平行 板 电 容器 和 一 各 二 VV. 


你 将 发 现 ,有 时 人 们 把 V 当 作 电 势 用 ,但 我 们 却 选 用 # 作 为 电势 。 
势 差 V 是 单位 电荷 从 一 板 移 至 另 一 板 所 需 的 功 ,因而 


V=Ed= £2d= .40, (6.33) 
wa 








式 中 士 Q 为 每 板 上 的 总 电荷 ,A 为 板 的 面积 ,而 4 为 两 板 间距 。 

我 们 发 现 电压 与 电荷 成 正比 。 对 于 在 空间 中 的 任何 两 个 导体 ,只 要 一 个 带 正 电 而 另 一 
个 带 等 量 负电 ,V 与 Q 之 间 的 这 种 正比 性 都 能 找到 。 它 们 间 的 势 差 一 一 也 就 是 电压 一 一 将 
与 电荷 成 正比 (我 们 假定 在 其 周围 没有 其 他 电荷 )。 

为 什么 会 有 这 一 种 正比 性 呢 ? 这 只 不 过 是 三 加 原理 在 起 作用 。 假 定 我 们 已 知道 关于 一 
组 电荷 的 解 , 然 后 把 两 个 这 样 的 解释 加 起 来 。 电 荷 加 倍 , 场 也 加 倍 , 因 此 ,将 单位 电荷 从 一 点 
移 至 另 一 点 所 做 的 功 也 加 倍 。 因 此 ,在 任何 两 点 之 间 的 势 差 就 正比 于 电荷 。 特 别 是 ,两 导体 
之 间 的 势 差 正 比 于 它们 上 面 的 电荷 。 当 初 有 人 把 这 个 正比 的 式 子 写 成 了 另 一 种 形式 。 也 就 
是 说 ,他 们 写成 

Q=CV， 
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式 中 C 是 一 常数 。 这 个 比例 常数 叫做 电容 ,而 这 样 一 种 两 个 导体 的 系统 则 叫 作 电 容器 * 。 
对 于 我 们 的 平行 板 电容 器 来 说 ， 


学 


(平行 板 ). (6. 34) 


这 个 公式 并 非 严 格 准确 ,因为 在 两 板 之 间 场 并 不 像 我 们 设想 的 那样 真正 处 处 均匀 。 在 
边缘 处 场 并 非 刚好 突然 消失 ,而 实际 上 更 像 图 6-13 所 示 的 那 种 情形 。 总 电荷 不 像 我 们 所 假 
定 的 为 oh4 一 一 对 于 边缘 效应 有 一 个 小 的 修正 。 为 了 求 得 这 个 修正 ,我 们 得 更 准确 地 算出 场 
并 找 出 在 边缘 处 究竟 发 生 了 什么 。 然 而 ,这 是 一 个 复杂 的 数学 问题 , 它 可 以 用 技巧 解决 ,我 
们 现在 就 不 加 以 描述 了 。 这 种 计算 的 结果 表明 ,接近 两 极 板 边缘 处 电荷 密度 会 比 中 间 稍 微 
高 些 。( 这 意味 着 平板 电容 器 的 电容 比 我 们 计算 
的 稍 大 。) 

我 们 仅仅 谈 及 了 关于 两 导体 的 电容 。 有 时 人 
们 会 谈 到 单个 物体 的 电容 。 例 如 ,他 们 会 说 ,一 个 
半径 为 a 的 球体 有 4rea 的 电容 。 他 们 把 另 一 端 
设想 为 是 一 个 半径 无 限 大 的 球 一 一 即 当 有 一 电荷 
十 Q 放 在 球面 上 时 ,相反 的 电荷 一 Q 则 在 一 个 无 
限 大 的 球面 上 。 人 们 也 可 以 谈论 当 有 三 个 或 更 
多 个 导体 时 的 电容 ,然而 关于 这 方面 的 讨论 我 
们 将 要 推迟 。 

假设 我 们 希望 有 一 个 电容 很 大 的 电容 器 , 那 
就 可 以 通过 取 极 大 面积 但 间距 极 小 而 获得 。 我 们 
可 以 将 浸 过 蜡 的 纸 片 夹 在 铝 质 薄膜 之 间 而 卷 起 来 图 6-13 在 两 平行 板 边缘 附近 的 电场 
(如 果 把 它 密封 在 一 个 塑料 盒 中 , 那 就 会 形成 一 个 
典型 的 无 线 电 方面 用 的 电容 器 了 )。 它 有 什么 好 处 呢 ? 好 处 在 于 能 贮存 电荷 。 比 如 , 若 我 们 
试图 把 电荷 贮存 在 一 个 球 上 , 则 当 它 充电 时 电势 会 很 快 升 高 ,甚至 可 能 高 到 电荷 开始 通过 火 
花 逃 多 到 空气 中 去 。 可 是 , 若 我 们 把 等 量 电荷 放 在 一 个 电容 十 分 大 的 电容 器 上 , 则 电容 器 间 
所 形成 的 电压 会 很 小 。 

在 电子 线路 的 许多 种 应 用 中 , 凡 能 吸收 或 释放 大 量 电荷 而 又 不 大 会 怎样 改变 其 电势 的 
东西 都 是 有 用 的 ,而 这 就 是 电容 器 。 在 电子 仪器 以 及 计算 机 中 ,电容 器 还 有 许多 种 应 用 。 其 
中 ,有 的 被 用 来 随 着 电荷 的 某 一 特定 变化 ,从 而 相应 地 得 到 电压 的 一 种 特殊 变化 。 在 第 1 卷 
第 23 章 中 我 们 曾 在 描述 共振 电路 特性 的 地 方 见 到 一 种 相似 应 用 。 

我 们 从 C 的 定义 可 以 看 出 , 它 的 单位 是 CV '。 这 个 单位 也 叫 法 (F)。 考 察 式 (6. 34)， 
我 们 见 到 % 的 单位 可 表达 为 Fm ' ,这 是 最 常用 的 单位 。 电 容器 的 典型 容量 约 在 1 pF 至 
1 mF 之 间 。 几 皮 法 的 那 种 小 电容 器 常用 于 高 频 调谐 电路 中 ,而 高 达成 百 上 干 个 微 法 的 电容 器 
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* 有 人 认为 电容 “capacitance" 和 电容 器 "capacitor" 这 两 个 较 新 名 词 应 分 别 代替 电容 “capacity" 和 电容 
器 *condensor" 那 两 个 词 。 我 们 决定 采用 那 较 古老 的 一 套 名 称 , 因 为 在 物理 实验 室 中 一 一 即使 不 是 在 书本 
这 套 旧 名 称 仍 会 普遍 用 到 。 
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则 在 能 源 滤波 器 中 可 以 找到 。 面 积 为 1 dm? 而 间距 为 1 mm 的 一 对 平行 板 约 有 1 pF 的 电容 。 





了 


wa 
wv ri Fe 











$6-11 高 ( 电 ) 压 击 穿 


现在 ,我 们 想 定 性 地 讨论 导体 周围 场 的 某 些 特性 。 若 我 们 对 之 充电 的 导体 不 是 一 个 
球 ,而 是 在 其 上 面 有 一 针尖 或 尖端 ,如 图 6-14 所 示 , 那 么 尖端 周围 的 场 比 起 其 他 区 域 的 
场 就 会 高 出 许多 。 从 定性 方面 讲 ,原因 是 电荷 
企图 尽 可 能 广阔 地 铺 开 在 导体 表面 ,而 尖端 上 
的 尖顶 就 是 与 大 部 分 表面 离 得 尽 可 能 远 的 地 
方 。 板 面 上 有 些 电 荷 被 一 直 推 至 尖顶 ,尖顶 上 
相对 小 量 的 电荷 仍 能 提供 一 个 大 的 面 密 度 ,而 
一 个 高 的 电荷 密度 也 就 意味 着 刚好 在 外 部 的 一 
个 强 电场 。 

要 看 出 导体 上 那些 曲率 半径 最 小 的 地 方 场 
最 高 的 一 种 办 法 ,是 考虑 一 个 大 球 与 一 个 小 球 
被 导线 连接 在 一 起 的 那 种 组 合 ,如 图 6-15 所 
示 。 它 多 少 是 如 图 6-14 所 示 的 那个 导体 的 革 
种 理想 模型 。 导 线 对 于 处 在 球 外 的 场 影响 其 
小 , 它 在 这 里 的 作用 只 是 维持 两 球 处 在 相同 的 
电势 。 现 在 ,究竟 哪 一 个 球 在 其 表面 上 会 有 较 
大 的 场 呢 ? 如 果 左 边 的 球 半径 为 a 并 带 有 电 
荷 Q, 则 它 的 势 约 为 
= 直人 


4xo a 























图 6-14 在 导体 上 接近 尖端 处 的 电场 十 分 强 





(当然 一 个 球 的 存在 总 会 改变 另 一 个 球 上 的 电荷 分 布 ,因而 无 论 哪个 球 上 的 电荷 都 不 是 真正 
球 对 称 的 。 但 若 我 们 感 兴趣 的 只 是 对 场 的 一 种 估计 , 那 就 可 采用 一 个 球形 电荷 的 势 ) 若 那 
个 半径 为 5 的 小 球 带 有 电荷 qa, 则 它 的 势 约 等 于 


Pr 和 
于 二 生生 这 








但 入 = 各, 因而 
丰富 导线 
a 6b. 
另 一 方面 ,在 表面 上 的 场 与 面 电荷 密度 成 正比 ( 见 
式 5.8), 而 电荷 密度 又 正比 于 电荷 除 以 半径 平 ” 图 6-15 一 个 尖锐 物体 的 场 可 以 由 处 于 相 
方 。 因 而 我 们 得 同 电势 的 球 来 近似 
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Ef (6.35) 


所 以 ,在 小 球 表面 处 的 场 较 高 , 场 与 半径 成 反比 。 

这 一 结果 在 技术 上 很 重要 ,因为 若 电场 太 大 ,空气 会 被 击 穿 。 所 发 生 的 情况 是 :一 个 在 
空气 中 某 处 的 游离 电荷 (电子 或 离子 ) 被 场所 加 速 ,倘若 场 很 大 , 则 该 电荷 会 在 打击 另 一 个 原 
子 之 前 就 获得 了 足够 高 的 速率 以 致 能 够 从 该 原子 中 打出 一 个 电子 来 。 结 果 , 越 来 越 多 的 高 
子 产生 了 ,它们 的 运动 构成 放电 或 火花 。 如 果 你 要 对 一 物体 充电 至 一 高 电压 而 又 不 让 它 通 
过 空气 中 的 火花 而 使 它 本 身 放电 , 那 你 就 必须 保证 该 表面 是 平滑 的 ,从 而 不 会 在 任何 一 处 出 
现 异常 强 的 电场 。 


§6-12 场 致 发 射 显微镜 


在 一 带电 导体 上 任何 尖锐 突出 部 分 的 周围 那 种 非常 高 的 电场 ,有 很 有 意义 的 应 用 。 场 致 
发 射 显微镜 的 操作 就 有 赖 于 在 一 金属 尖端 上 所 产生 的 高 场 ”, 它 是 按 如 下 方式 制 成 的 :一 根 非 
常 细小 的 针 , 其 尖端 的 直径 约 为 1 000 ,被 安置 在 一 个 抽 成 真空 的 玻璃 球 泡 的 中 心 (图 6-16)。 
球 的 内 表面 涂 上 薄 层 荧光 材料 导电 膜 ,而 在 这 荧光 涂 层 与 针 之 间 加 上 一 个 非常 高 的 电压 。 

让 我 们 首先 考虑 , 当 针 相对 于 荧光 涂 层 是 负 时 所 
发 生 的 情况 。 场 线 在 尖端 处 高 度 集中 。 电 场 可 以 高 达 
4 GVm“'。 在 这 样 强 的 场 中 ,电子 会 从 针 的 表面 被 拉 出 
去 并 在 针 和 荧光 涂 层 之 间 的 势 差 中 被 加 速 。 当 电子 到 达 
涂 层 时 就 会 引起 发 光 ,正如 电视 显像管 中 的 情况 一 样 。 / 

那些 到 达 荧 光 面 给 定点 上 的 电子 ,在 很 高 的 近似 程 (- 


菊 光 质 涂 层 





度 上 ,可 以 看 作 是 发 源 于 径 向 场 线 的 另 一 端 ,因为 电子 
将 沿 着 场 线 从 该 点 跑 至 面 上 来 。 这 样 , 我 们 在 荧光 面 上 
就 看 到 了 针 的 尖端 的 某 种 像 。 更 正确 地 说 ,是 看 到 了 针 
表面 的 发 射 率 图 像 一 一 也 就 是 电子 离开 金属 尖端 表面 
的 难 易 程度 。 如 分 辩 率 足够 高 ,人 们 还 可 以 指望 能 够 分 
辨 出 在 针 的 尖端 处 个 别 原子 的 位 置 。 利 用 电子 ,由 于 下 
述 一 些 原因 ,这 样 的 分 辩 率 无 法 达到 。 首 先 ,电子 波 存 
在 一 种 量子 力学 效应 的 衍射 , 它 能 使 像 模糊 。 其 次 ,由 
于 电子 在 金属 中 的 内 在 运动 ,它们 在 离开 针 面 时 会 有 一 
个 小 小 的 侧 向 初速 ,而 这 一 种 速度 的 无 规 横向 分 量 就 会 
引起 像 的 某 种 模糊 不 清 。 这 两 种 效应 合 在 一 起 迫使 分 辩 率 限于 25 A 左右 。 

然而 ,如 果 我 们 颠倒 电极 方向 ,并 在 玻 泡 中 引进 少量 氢气 , 那 就 可 能 得 到 高 得 多 的 分 辨 
率 。 当 一 个 氯 原子 与 针尖 碰撞 时 ,那里 的 强 电场 会 把 一 个 电子 从 该 所 原子 中 剥离 出 来 , 剩 下 
的 原子 就 带 上 了 正 电 。 然 后 ,这 个 氨 离 子 就 会 沿 着 场 线 向 外 加 速 直 至 荧光 屏 。 由 于 氨 离 


图 6-16 场 致 发 射 显微镜 





# Mieller E W. The Field-ion Microscope. Advances in Electronics and Electron Physics, 1960, 13: 
83—179. Academic Press, New York. 
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图 6-17 由 一 架 场 致 发 射 显微镜 所 产生 的 
颌 宾夕法尼亚 州 州立 大 学 物理 学 研究 教授 
埃 尔 温 W. 穆 勒 提供 ] 


子 比 电子 重 得 多 ,其 量子 力学 波长 就 小 得 多 。 如 
果 温度 不 太 高 , 则 热 速 度 效应 也 比 电子 的 情况 
小 。 所 以 像 就 有 了 较 少 的 模糊 程度 ,一 个 清楚 得 
多 的 有 关 尖 端的 图 像 就 可 以 得 到 。 用 这 种 正 离 
子 的 场 致 发 射 显微镜 ,有 可 能 获得 高 达 二 百 万 倍 
的 放大 率 一 一 放大 率 比 最 佳 的 电子 显微镜 要 高 
出 十 倍 。 

图 6-17 是 由 一 台 利 用 钨 针 的 场 致 发 射 显 微 
镜 所 得 结果 的 一 个 例子 。 一 个 钨 原子 中 心 对 氨 原 
子 的 离 化 , 比 钨 原子 间 的 空 阶 有 稍微 不 同 的 比率 。 
2 图 样 就 会 显示 出 钨 针尖 端的 单 





一 个 大 箱子 里 用 以 代表 金属 里 原子 的 、 被 
堆积 成 矩形 阵列 的 小 球 而 得 到 理解 。 如 果 你 从 该 
箱子 里 划 出 一 个 粗略 的 球形 的 部 分 , 便 可 以 看 到 
原子 结构 的 环 状 图 样 特性 。 场 致 发 射 显 微 镜 第 一 
次 为 人 类 提供 了 观察 原子 的 工具 。 鉴 于 该 仪器 的 
简单 性 ,这 是 一 项 了 不 起 的 成 就 。 


第 7 章 在 各 种 情况 下 的 电场 ( 续 ) 
$7-1 求 静电 场 的 各 种 方法 


本 章 将 继续 讨论 各 种 特殊 情况 下 电场 的 特性 。 首 先 ,要 来 描述 一 些 求解 导体 问题 的 更 
精确 的 方法 。 并 不 期 望 读者 对 这 些 较 高 级 的 方法 能 够 在 这 个 时 候 就 熟练 掌握 ,虽然 有 些 问 
题 可 能 利用 在 较 高 级 课程 中 学 到 的 技巧 就 能 解决 ,但 从 这 类 问题 得 到 某 种 概念 仍然 可 能 是 
有 意义 的 。 然 后 ,我 们 还 将 提出 两 个 例子 ,其 中 电荷 分 布 既 非 固定 ,也 非 由 导体 所 携带 ,而 是 
要 由 其 他 某 种 物理 规律 来 确定 的 。 

正如 在 第 6 章 我 们 所 发 现 的 , 当 电荷 分 布 已 确定 后 ,静电 场 问题 基本 上 就 很 简单 ,只 要 
求 算出 一 个 积分 。 然 而 , 当 有 导体 存在 时 ,由 于 导体 上 的 电荷 分 布 原先 不 知道 ,复杂 性 便 产 
生 了 . 电荷 必须 这 样 分 布 于 导体 表面 上 ,使 得 该 导体 能 成 为 一 个 等 势 体 。 对 于 这 种 问题 的 解 
法 既 非 直接 也 不 简单 。 

我 们 曾 看 到 过 一 个 解决 这 类 问题 的 间接 方法 ,在 此 方法 中 我 们 找到 了 关于 某 种 特定 的 
电荷 分 布 的 一 些 等 势 面 ,并 用 一 个 导电 面 去 代替 其 中 的 一 个 。 按 这 种 办 法 我 们 就 能 制 成 一 
份 关于 球面 平面 等 形状 导体 的 特殊 解 的 目录 。 在 第 6 章 中 所 描述 的 有 关 镜 像 法 的 应 用 ,就 
是 间接 法 的 一 个 例子 ,我 们 将 在 本 章 中 描述 另 一 个 例子 。 

如 果 所 要 求解 的 问题 并 不 属于 能 够 用 间接 法 构造 解 的 那 一 类 问题 , 则 我 们 不 得 不 采用 
较 直接 的 方法 来 解决 。 直 接 方法 的 数学 问题 是 在 服从 某 些 边界 一 一 各 导体 表面 一 一 上 # 分 
别 为 一 些 恰当 常数 的 条 件 下 , 求 拉 普 拉 斯 方程 


VvV$=0 (7.1) 


的 解 。 凡 属 牵 涉 到 求解 一 个 微分 方程 并 受 某 些 边界 条 件 所 支配 的 问题 ,都 叫 作 边 值 问题 。 
这 种 问题 已 成 为 很 多 数学 研究 的 对 象 。 在 具有 复杂 形状 的 导体 的 情况 下 ,并 没有 普遍 的 解 
析 方 法 ,甚至 像 一 个 带电 的 两 端 都 封闭 着 的 金属 柱 体 钠 一 一 比如 啤酒 铅 一 一 这 种 简单 的 问 
题 都 会 遇 到 可 怕 的 数学 困难 , 它 只 能 用 数值 计算 法 近似 地 给 予 解决 。 唯 一 普遍 的 求解 方法 
就 是 数值 计算 法 。 

方程 式 (7. 1) 对 于 若干 问题 是 可 直接 求解 的 。 例 如 ,具有 旋转 椭 球 面 形状 的 带电 导体 问 
题 ,可 以 用 已 知 的 特殊 函数 严格 解 出 。 对 于 一 个 薄 盘 的 解 ,可 通过 一 个 无 限 扁平 的 椭 球 来 得 
出 。 同 样 ,关于 一 根 针 的 解 , 则 可 用 一 个 无 限 长 的 椭 球 而 获得 。 然 而 必须 强调 ,唯一 具有 普 
遍 适用 性 的 直接 方法 乃 是 数值 计算 技术 。 

边 值 问题 也 可 通过 对 一 个 物理 类 似 体 的 测量 来 解决 。 拉 普 拉 斯 方程 产生 于 许多 不 同 的 
物理 情况 中 :稳定 热流 、 无 旋 液 流 、 推 杂 媒质 中 的 电流 以 及 弹性 膜 的 挠 曲 。 这 些 经 常 能 够 用 
来 建立 一 个 模拟 所 要 求解 的 电学 问题 的 物理 模型 。 通 过 对 在 该 模型 上 适当 模拟 量 的 测量 ， 
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有 关 问 题 的 解 就 可 以 确定 了 。 模 拟 技术 的 一 个 例子 是 用 电解 模 来 解 二 维 的 静电 学 问题 ,这 
个 办 法 所 以 有 效 , 乃 是 由 于 均匀 导电 媒质 中 势 的 微分 方程 与 在 真空 中 的 相同 。 

有 许多 物理 情况 ,在 一 个 方向 上 物理 场 的 变化 为 零 ,或 者 是 与 另外 两 个 方向 上 的 变化 比 
较 ,这 个 变化 可 以 忽略 ,这 样 的 问题 叫 作 二 维 问题 ,其 场 仅 取决 于 两 个 坐标 。 例 如 , 若 沿 = 轴 放 
置 一 根 长 直 带 电导 线 , 则 在 离 导 线 不 太 远 处 的 一 点 ,其 电场 只 与 工 及 > 有 关 , 而 与 = 无 关 。 这 
就 是 一 个 二 维 问 题 。 由 于 在 一 个 二 维 问题 中 3 /3z = 0, 所 以 在 自由 空间 里 关于 $ 的 方程 为 

爱 时 =0. 

由 于 这 个 二 维 方程 相对 简单 ,所 以 就 会 有 一 个 宽广 的 条 件 范围 ,在 这 范围 内 它 可 以 解析 
地 求解 。 事 实 上 ,一 个 强 有 力 的 间接 数学 技巧 依赖 于 复 变 函数 的 一 个 数学 定理 。 现 在 ， 
我 们 就 将 予以 描述 。 


(7.2) 


$7-2 二 维 场 ; 复 变 函数 


复 变数 = 被 定义 为 


z= z+iy. 


( 切 莫 把 这 里 的 = 与 = 坐标 混淆 ,在 下 面 的 讨论 中 我 们 将 不 涉及 = 坐标 ,因为 已 假定 场 与 < 
没有 依存 关系 了 。) 于 是 以 x 和 > 表示 的 每 一 点 就 对 应 于 一 个 复数 =, 可 以 把 = 当成 一 个 单 
独 的 ( 复 ) 变 数 , 并 用 它 来 写 出 通常 类 型 的 数学 函数 F(z)。 例 如 ， 


F(z)=#, 
或 F(z) =1/z2’, 
或 F(z) =zlog z, 


等 等 。 
给 出 任意 特定 函数 F(z) , 便 可 以 代入 = = 工 十 iy, 这 就 可 得 到 一 个 + 和 y 的 函数 一 一 
包括 实 的 和 虚 的 两 部 分 。 例 如 


z= (r+iy): = x: — y+2iry. (7.3) 
任意 函数 F(z) 都 可 以 写成 纯粹 实 部 与 纯粹 虚 部 之 和 ,而 每 一 部 分 都 是 z 和 >? 的 函数 
F(z) =U(z, y)+iV(z, y), (7.4) 


式 中 U(z, y) 和 V(z, y) 都 是 实 函 数 。 于 是 ,从 任意 复 变 函数 F(z) 可 以 导出 两 个 新 的 函数 
U(z, y) 和 V(z, y)。 例 如 , F(z) = zx? 给 出 的 两 个 函数 为 
Ul(z, HW) = —y, (7.5) 
和 
V(z, y) = 2zy- (7.6) 


现在 我 们 来 谈 一 个 不 可 思议 的 数学 定理 , 它 是 那么 令 人 喜悦 ,所 以 我 们 将 把 它 的 证 明 留 
给 你 们 数学 中 一 门 课程 去 做 (不 应 将 所 有 的 数学 奥妙 都 透露 出 来 ,否则 题材 就 未 免 太 枯燥 无 
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味 了 )。 这 个 定理 是 :对 于 任 一 “普通 复 变 函数 ”( 数 学 家 将 把 它 定义 得 更 好 些 ), 上 述 U 和 V 
两 函数 会 自动 地 满足 下 列 关系 : 


i (7.7) 


于 一 一 于 (7.8) 


+ = 0; (7.9) 
+ = 0. (7.10) 


这 两 方程 对 于 式 (7. 5) 和 (7. 6) 那 种 函数 显然 是 正确 的 。 

这 样 ,从 任意 普通 的 函数 出 发 ,我 们 便 能 得 到 两 个 函数 U(xz, y) 和 V(xz，y) ,它们 都 是 
二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 之 解 , 并 各 代表 一 种 可 能 的 静电 势 。 我 们 可 以 失 起 任意 函数 F(z), 它 
就 代表 某 个 电场 问题 一 一 事实 上 是 两 个 ,因为 U 和 V 每 个 都 代表 一 个 解 。 我 们 可 以 随心 所 
欲 地 写 出 尽 可 能 多 的 解答 一 一 只 要 编造 出 各 种 函数 一 一 然后 又 只 要 找 出 与 每 一 解答 相符 合 
的 问题 。 这 听 起 来 似乎 有 点 本 末 倒 置 ,但 毕竟 是 一 种 可 能 方法 。 

作为 一 个 例子 ,让 我 们 看 一 看 函数 F(z) = zx 会 提供 什么 样 的 物理 内 容 。 从 这 一 函数 
我 们 获得 了 两 个 势 函 数 式 (7. 5) 和 (7. 6)。 要 看 出 函数 U 属于 哪 一 种 问题 ,可 令 U = A, 即 
一 常数 ,而 解 出 一 组 等 势 面 来 : 


zy =A. 


这 是 一 个 直角 双 曲 线 方程 。 对 各 
种 不 同 A 值 ,我 们 会 得 到 如 图 7-1 
所 示 的 那些 双 曲线 。 当 A = 0 时 ， 
所 得 到 的 是 通过 原点 的 两 条 交叉 
直线 的 特殊 情况 。 

像 这 样 的 一 组 等 势 面相 当 于 
几 种 可 能 的 物理 情况 。 首 先 , 它 代 
表 两 个 相等 点 电荷 间 其 中 点 附近 
场 的 详细 情况 。 其 次 , 它 代表 导体 
内 一 个 直角 角 隅 内 的 场 。 如 果 我 
们 有 两 个 形状 做 得 像 图 7-2 所 示 
的 、 各 保持 不 同 电势 的 电极 ,那么 
标明 为 C 的 那个 角 附 近 的 场 看 来 
就 像 图 7-1 所 示 的 原点 处 那 种 场 。 
图 中 实 线 组 是 等 势 面 ,而 与 之 成 直 


角 的 虚线 组 则 相当 于 已 线 。 在 尖 。 图 7-1 两 组 正 交 曲线 ,它们 各 可 代表 一 个 二 维 静 电场 中 的 
端 或 突出 部 分 处 电场 趋向 增强 ,而 等 势 面 
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图 7-2 在 C 点 附近 的 场 与 在 图 7-1 所 示 的 相同 


在 凹陷 处 或 坑 谷 里 的 场 则 会 趋向 减弱 。 
我 们 所 找到 的 解 也 相当 于 一 个 双 曲 线形 电极 放 在 一 个 直角 角 隅 附近 或 两 个 各 具有 适 
当 电 势 的 双 曲 线形 电极 的 解 。 图 7-1 所 示 的 场 具有 重要 的 性 质 。 电 场 的 z 分 量 E, 为 


即 电场 与 离 轴 的 距离 成 正比 。 利 用 这 一 事实 ,可 制 
成 一 种 ( 称 为 四 极 透镜 的 ) 装 置 , 它 对 于 使 粒子 束 诊 
焦 很 有 用 (参阅 8 29-7), 所 需 的 场 往往 通过 使 用 四 
个 如 图 7-3 所 示 的 那 种 双 曲 线形 电极 而 获得 。 对 于 
图 7-3 中 的 电场 线 ,我 们 只 要 把 照 图 7-1 中 那 一 组 
代表 V 一 常数 的 虚线 复制 下 来 。 我 们 有 一 意外 收 
获 ! 由 于 式 (7.7) 和 (7. 8) ,所 以 了 一 常数 的 那些 曲 
线 会 与 U 一 常数 的 那些 曲线 正 交 。 每 当 我 们 选取 一 
个 函数 F(z) 时 ,就 从 U 和 V 分 别 得 到 等 势 面 和 场 
线 。 我 们 已 解决 了 两 问题 中 的 任 一 个 ,到 底 是 哪 一 
个 , 则 取决 于 哪 一 组 曲线 将 被 称 为 等 势 面 。 





图 7-3 在 一 个 四 极 透镜 中 的 电场 


作为 第 二 个 例子 ,考虑 函数 


F(z) 一 Vz. (7.11) 
若 我 们 写 出 s+iy= ge, 
其 中 p=VT+y, 


而 tanb = y/r, 





ee 站 一 一 第 7 章 在 各 种 情况 下 的 电场 ( 续 ) 


那么 F(z) = pe = pr (cos +isin 名 





六 二 部 要 本 于 [ett] tt Nl 


利用 来 自 式 (7.12) 的 U 和 V, 对 于 U(z, y) = A 和 V(z, y) = B 的 两 组 曲线 被 画 在 图 
7-4 上 。 另 一 方面 ,有 许多 可 能 情况 也 可 用 这 些 场 来 描述 ,其 中 最 有 趣 的 一 种 是 靠近 一 张 薄 
板 边缘 的 场 。 如 果 B = 0 的 线 一 一 在 y 轴 右 侧 的 那 条 线 一 一 代表 一 块 带电 薄板 ,那么 在 它 
附近 的 场 线 就 是 由 A 等 于 各 种 不 同 值 的 一 组 曲线 给 出 的 。 物 理 情况 如 图 7-5 所 示 。 




















图 7-4 由 式 (7.12) 中 U(z, y) 和 V(x, y) 等 于 常数 的 两 组 曲线 


其 他 的 例子 还 有 : 
F(z) = zz4， (7.13) 
这 给 出 一 个 直角 角 隅 外 面 的 场 ; 
F(z) 一 log =， (7.14) 


给 出 一 根 线 电荷 的 场 ; > 
而 F(z) = 1; (7.15) We 
则 会 给 出 电 偶 极 子 的 二 维 模拟 物 的 场 ,也 就 是 两 5 


条 互相 靠近 而 带 有 异 号 电荷 的 平行 线 的 场 。 
本 课程 中 对 上 述 课题 将 不 再 追寻 下 去 ,但 仍 
必须 强调 ,虽然 复 变 函数 技巧 常常 很 有 效 , 但 它 局 图 7-5 在 一 块 接地 薄板 的 边缘 附近 的 场 


87 


费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 
限于 二 维 问题 ,而 且 还 是 一 种 间接 方法 。 


$7-3 等 离子 体 振荡 


现在 我 们 考虑 某 些 物理 情况 ,其 中 的 电场 , 既 不 是 由 固定 电荷 也 不 是 由 导体 表面 上 的 电 
荷 所 确定 ,而 是 由 两 种 物理 现象 的 组 合 所 确定 。 换 句 话说 , 场 将 同时 由 两 组 方程 决定 :(1) 来 
自 静电 学 的 方程 组 ,把 电场 与 电荷 的 分 布 联系 起 来 ;以 及 (2) 来 自 物理 学 另 一 分 支 的 一 个 方 
程 ,确定 场 存在 时 电荷 的 位 置 或 运动 。 
我 们 将 要 考虑 的 第 一 个 例子 是 动力 学 的 例子 ,其 中 电荷 的 运动 由 牛顿 定律 所 支配 。 这 
种 情况 的 一 个 简单 例子 发 生 在 等 离子 体 中 ,这 是 一 种 分 布 于 某 一 空间 区 域内 由 离子 和 自由 
电子 组 成 的 电离 气体 。 电 离 层 一 一 大 气 的 较 高 一 层 一 一 就 是 这 种 等 离子 体 的 一 个 例子 。 来 
自 太阳 的 紫外 线 把 空气 分 子 内 的 一 些 电 子 撞击 出 来 ,从 而 产生 了 电子 和 离子 。 在 这 样 的 等 
离子 体 中 , 正 离子 比 电子 重 得 多 ,因而 同 电子 的 运动 相 比 ,离子 的 运动 可 以 略 去 。 
假定 分 子 是 被 单一 电离 的 ,并 令 m 为 在 不 受 干扰 的 平衡 状态 下 电子 的 密度 , 则 这 也 必 
然 是 正 离子 的 密度 ,因为 等 离子 体 (在 不 受 干扰 时 ) 是 电 中 性 的 。 现 在 假定 不 知 什么 缘故 电 
子 离开 了 平衡 状态 而 运动 ,试问 将 会 发 生 什 么 情况 ? 如 果 在 一 个 区 域 里 ,电子 的 密度 增 大 ， 
它们 便 将 互相 排斥 而 趋向 于 返回 其 平衡 位 置 。 当 电子 朝 着 原来 位 置 运动 时 ,它们 将 会 获得 
动能 ,但 不 会 在 其 平衡 位 置 上 静止 下 来 ,而 是 过 了 头 。 它 们 将 来 回 振动 。 与 在 声波 中 发 生 的 
情况 相似 ,那里 的 恢复 力 是 气体 的 压强 。 在 等 离子 体 中 ,恢复 力 则 是 作用 于 电子 上 的 电力 。 
为 了 使 讨论 简单 化 ,我 们 将 只 关心 一 维 ( 例 


如 沿 工 轴 ) 运 动 。 让 我 们 假定 原来 位 于 z 处 的 诸 
“” 电子 ,在 上 时 刻 从 它们 的 平衡 位 置 上 移动 了 一 小 
段 距离 s(x, t)。 由 于 电子 已 移 了 位 ,它们 的 密 


度 一 般 将 改变 。 密 度 的 改变 是 容易 算出 的 。 参 
照 图 7-6, 最 初 包含 在 a 与 4 两 平面 间 的 电子 ,已 


| | 经 移动 ,现在 则 包含 在 o' 与 包 两 个 平面 之 间 了 。 
图 位 于 a 与 5 间 的 电子 数目 正比 于 n。Azx; 这 相同 
| 2 数目 的 电子 现在 位 于 宽度 为 Az 十 As 的 空间 中 ， 


加 下 因此 密度 已 经 变 成 
图 7-6 等 离子 体 中 该 的 运动 。 在 a 平面 处 _ 沁 
的 电子 移动 至 ,而 在 5 处 的 电子 则 移动 至 必 yy 人 


如 果 密 度 的 变化 很 小 , 便 可 以 写成 [利用 对 (1 十 0 一 的 二 项 展开 式 ] 
= 一 m(1 一 他). 议和 


假定 正 离子 不 发 生 显著 移动 (由 于 其 大 得 多 的 惯性 ) ,因而 它们 的 密度 仍 保持 为 mw。 每 一 电 
子 所 带 的 电荷 为 一 q. ,因而 在 任 一 点 的 平均 电荷 密度 就 由 下 式 给 出 : 


p=—(n—n)g., 
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P= mq. 时. (7.18) 
式 中 ,我 们 已 把 As /Ar 写成 微分 形式 。 
电荷 密度 与 电场 的 关系 是 通过 麦克 斯 韦 方程 组 ,特别 是 
V.:E=£ (7.19) 


@o 


这 个 方程 确定 下 来 的 。 如 果 问 题 是 属于 一 维 的 (并 且 倘 若 除 来 自 电子 位 移 的 场 外 别 无 其 他 
场 ) ,那么 电场 下 只 有 一 个 分 量 正 :. 式 (7. 19) 同 (7. 18) 一 起 给 出 


9E: _ nog. as 

ar to az 《0 
对 式 (7. 20) 积 分 得 

E. = ws +kK. (7.21) 


由 于 当 s 二 0 时 E, = 0, 所 以 积分 常数 K 为 零 。 
作用 于 移 了 位 的 电子 上 的 力 为 


2 
F, =— es, (7.22) 


‘0 


这 是 一 个 正比 于 电子 位 移 * 的 恢复 力 。 它 将 会 导致 电子 做 谐振 动 。 一 个 移 了 位 的 电子 其 运 
动 方程 为 


一 (7.23) 
我 们 发 现 * 将 做 谐 变化 。* 随时 间 的 变化 将 按照 cos wot ,或 一 一 应 用 第 1 卷 的 指数 函数 符 


号 一 一 按照 
el. (7.24) 


振动 频率 w 由 方程 式 (7. 23) 确 定 ,为 





:mg (7.25) 


ws 称 为 等 离子 体 频率 。 它 是 等 离子 体 的 一 个 特征 数值 。 
在 同 电子 的 电荷 打交道 时 ,许多 人 喜欢 用 一 个 量 e? 来 表示 他 们 的 答案 ,该 量 定义 为 


2 
2 2 一 2.3068X10™* Nmz. (7.26) 
eo 


应 用 这 一 惯例 , 式 (7. 25) 变 成 
i (7.27) 


[7 
站 有 


这 是 你 们 将 在 大 多 数 书 中 见 到 的 一 种 形式 。 
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这 样 ,我 们 就 发 现 ,等 离子 体 的 扰动 会 引起 电子 在 其 平衡 位 置 附近 、 固 有 频率 为 w 的 自 
由 振荡 。 这 固有 频率 与 电子 密度 的 平方 根 成 正比 。 等 离子 体 中 电子 的 行为 很 像 一 个 诸如 在 
第 1 卷 第 23 章 中 所 描述 过 的 那 种 共振 系统 。 

等 离子 体 的 这 种 固有 共振 具有 某 些 重要 的 效应 。 例 如 ,如 果 有 人 试图 把 无 线 电波 通 
过 电离 层 传播 出 去 , 则 他 会 发 现 只 有 当 其 频率 高 于 等 离子 体 频 率 时 才能 穿 透 ,否则 信号 
将 被 反射 回来 。 要 是 我 们 希望 同 空间 的 人 造 卫 星 通信 ,就 必须 采用 高 频 。 反 之 , 若 想 同 
地 平 线 上 远 处 的 一 个 无 线 电台 通信 , 则 必须 利用 比 等 离子 体 频 率 低 的 频率 ,以 便 信号 被 
反射 回 地 面 。 

等 离子 体 振荡 的 另 一 个 有 趣 例子 发 生 于 金属 内 。 金属 里 含有 正 离子 的 等 离子 体 及 自由 
电子 。 这 里 密度 m 十 分 高 ,因而 ww 也 是 这 样 ,但 仍 应 能 观察 到 其 中 电子 的 振动 。 原 来 , 按 
照 量子 力学 , 凡 具 有 固有 频率 为 wn 的 谐振 子 ,都 具有 能 量 间隔 为 io, 的 能 级 。 因 此 ,如 果 把 
一 束 电子 射 进 比如 一 张 铝 条 ,而 在 条 的 另 一 面 十 分 仔细 地 对 电子 能 量 进行 测量 ,那么 可 以 预 
料 发 现 电 子 有 时 把 能 量 直 ov 传 给 等 离子 体 振荡 。 这 件 事情 的 确 发 生 过 。1936 年 第 一 次 从 
实验 上 观测 到 :拥有 几 百 至 几 千 电 子 伏 能 量 的 电子 从 一 薄 金 属 膜 散射 或 穿 透 出 来 时 ,会 以 跳 
跃 的 方式 损失 能 量 。 这 一 效应 从 未 弄 明白 ,直到 1953 年 博 姆 和 派 因 斯 * 才 证 明 这 些 观测 结 
果 可 用 金属 中 等 离子 体 振荡 的 量子 激发 来 解释 。 


$7-4 电解质 内 的 胶 态 粒子 


现在 ,我 们 转 到 各 电荷 的 位 置 受 这 些 电 荷 的 一 部 分 产生 的 势 所 控制 着 的 另 一 种 现象 。 
这 样 产生 的 效应 对 于 胶体 的 行为 有 着 重要 影响 。 胶 体 由 水 中 的 带电 悬浮 物 构 成 ,这 些 带电 
微粒 尽管 微小 ,但 从 原子 的 观点 看 却 已 十 分 巨大 。 要 是 这 些微 粒 不 带电 ,它们 将 有 凝聚 成 一 
大 块 的 倾向 。 但 由 于 带电 ,就 将 互相 排斥 ,并 保持 悬浮 状态 。 

现在 ,如 果 有 某 种 盐 也 溶解 于 水 中 , 则 它 将 分 解 成 正 负离子 ( 像 这 样 的 离子 溶液 称 为 电 
解 质 )。 那 些 负离子 会 被 胶体 微粒 所 吸引 (假定 微粒 带 的 是 正 电 ) ,而 正 离子 则 被 推 开 。 我 们 
要 确定 围绕 着 胶体 微粒 的 那些 离子 在 空间 是 怎样 分 布 的 。 

为 保持 概念 简单 ,我 们 还 是 仅仅 求解 一 维 情况 。 如 果 把 一 胶体 微粒 看 成 一 个 具有 巨大 
半径 的 球 一 一 在 原子 尺度 上 ! 一 一 那么 , 便 可 以 把 它 表面 的 一 小 部 分 看 成 平面 (每 当 试图 理 
解 一 个 新 现象 时 , 取 一 个 有 些 过 于 简化 的 模型 总 是 一 个 好 主意 。 于 是 ,用 这 个 模型 弄 通 了 这 
个 问题 之 后 ,才能 更 好 地 进行 较 精 确 的 计算 )。 

假定 那些 离子 的 分 布 会 产生 一 个 电荷 密度 p(x) 和 一 个 电势 $, 这 两 者 的 关系 遵守 静电 
学 定律 8 = 一 ph，, 或 者 ,对 于 仅 在 一 维 情况 下 变化 着 的 场 , 则 遵守 


























ee (7.28) 


现在 假定 已 有 这 么 一 个 势 %z) ,那么 离子 将 怎样 分 布 在 其 中 呢 ? 这 可 以 通过 统计 力学 
的 原理 来 确定 。 于 是 ,我 们 的 问题 就 是 要 确定 $, 使 得 从 统计 力学 所 获得 的 电荷 密度 也 能 满 


* 关于 这 方面 的 新 近 工 作 和 文献 摘要 可 参考 Powell C J and Swann ] B. Phys. Rev., 1959, 115:869. 
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足 式 (7.28)。 
按照 统计 力学 (参阅 第 1 卷 第 40 章 ) ,在 一 个 力 场 中 处 于 热平衡 的 粒子 是 这 样 分 布 的 ， 
即 在 位 置 = 处 的 粒子 密度 ”由 下 式 给 出 
n(z) = me HT, (7.29) 
式 中 U(z) 为 势能 ,k 为 玻 尔 兹 曼 常 量 ,而 T 为 绝对 温度 。 


假定 每 一 离子 带 有 正 的 或 负 的 一 个 电子 的 电荷 。 在 离 胶 体 微粒 的 表面 为 x 的 地 方 , 一 
个 正 离子 将 有 势能 g.$(z) ,因而 





U(z) = gq$(z). 
这 样 ,在 该 处 的 正 离子 密度 就 是 
n(xT) = noe DMT 
同 理 ,负离子 密度 则 为 
n(z) i noetets)AT., 
总 的 电荷 密度 为 
P= qnt— qn-, 
即 
p= gno (Er — etwtar ). (7.30) 


把 上 式 与 式 (7. 28) 相 结合 ,我 们 发 现势 $ 必 须 满足 


至 =— 2 (eu — ertar ). 人 
这 个 微分 方程 可 立即 得 到 一 个 通 解 [两 边 各 乘 以 2(dg /dz), 并 对 x 积分 ], 但 为 了 尽 可 能 保 
持 问题 简单 ,我 们 在 这 里 仅 考虑 电势 % 很 小 或 温度 T 很 高 的 那 种 极限 情况 。# 小 的 情况 相 
当 于 稀 溶液 。 在 这 些 情况 下 ,该 指数 很 小 ,因而 可 做 如 下 近似 : 


er=1 土 中 (7.32) 
于 是 , 式 (7. 31) 给 出 

dp _ ,2ng: 

坚 -+ 下 各 (z). (7.33) 


注意 ! 这 时 上 式 右边 的 符号 已 经 是 正 的 了 。$ 的 解 就 不 再 是 振动 式 的 ,而 是 指数 式 的 。 
方程 式 (7. 33) 的 通 解 为 


$= Ac 十 BetrP， (7.34) 
式 中 
_ akT 
Da (7.35) 


常数 A 和 B 必须 由 问题 的 条 件 确定 。 在 上 述 情况 下 ,B 应 为 零 ,否则 对 于 大 的 z 值 电 势 将 
趋 于 无 限 大 。 因 此 ,我 们 有 
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$= Ac， (7.36) 


式 中 A 是 在 xz = 0 处 ,也 即 在 胶体 微粒 表面 处 的 电势 。 

每 当 距离 增 大 DD 时 , 势 就 降低 一 个 因子 1/e, 如 图 7-7 的 曲线 所 示 。 数 值 D 称 为 德 拜 长 
度 , 它 是 对 电解 质 中 包围 一 个 巨大 带电 粒子 的 离子 层 厚度 的 一 种 量度 。 式 (7. 35) 表 明 , 当 离 
子 浓度 m 增加 或 当 温 度 降低 时 ,这 离子 层 就 变 薄 。 


9 


A 


0 
0 D 2D 3D x 


图 7-7 在 一 胶体 微粒 表面 附近 电势 的 变化 情形 ,D 为 德 拜 长 度 


如 果 已 知 胶体 微粒 的 表面 电荷 密度 o, 那 么 式 (7. 36) 中 的 常数 A 就 可 以 容易 获得 。 
我 们 知道 


下 . = E.(0) = £2. (7.37) 
但 EE 也 是 #$ 的 梯度 
E.(0) = 一 站 |, -+ 全， (7.38) 
由 此 得 出 
(7.39) 
把 这 一 结果 应 用 于 式 (7. 36) 中 , 便 得 到 (通过 取 z = 0 ) 该 胶体 微粒 的 电势 为 
#0) = 四. : (7.40) 


你 会 注意 到 ,这 一 个 势 与 面 电荷 密度 为 " 而 两 板 间距 为 卫 的 电容 器 的 电势 差 相同 。 
我 们 已 经 讲 过 ,胶体 微粒 受 它们 之 间 电 的 排斥 作用 而 得 以 保持 分 离 。 但 现在 我 们 见 到 ， 
稍微 离开 胶体 微粒 表面 的 场 会 由 于 聚集 在 微粒 周围 的 离子 层 而 被 削弱 。 如 果 这 些 离子 层 变 





~ 一 一 第 7 章 在 各 种 情况 下 的 电场 ( 续 ) E98 


得 相当 薄 , 则 这 些微 粒 便 有 较 大 机 会 互相 对 撞 。 于 是 它们 会 粘 住 ,而 胶体 便 会 凝聚 在 一 起 并 
从 液体 中 淀 积 出 来 。 从 上 面 的 分 析 我 们 明白 ,为 何 对 一 胶体 加 进 足 够 的 盐 类 就 会 使 它 沉淀 
出 来 。 这 一 过 程 称 为 “胶体 的 加 盐 萃 取 "。 

另 一 个 有 趣 例子 则 是 盐 溶液 对 于 蛋白 质 分 子 的 影响 。 一 个 蛋白 质 分 子 乃 是 一 条 既 长 而 
又 可 挠 曲 的 复杂 的 氨基 酸 链 。 在 这 种 分 子 上 面 存在 各 种 电荷 ,而 有 时 碰巧 有 一 些 净 电 
荷 一 一 比如 说 负电 荷 一 一 会 沿 该 链 分 布 着 。 由 于 各 负电 荷 的 相互 排斥 ,所 以 蛋白 质 链 便 会 
保持 拉 长 的 姿态 。 并 且 , 若 溶液 中 还 有 其 他 相似 的 链 存在 , 则 由 于 同样 的 排斥 效应 ,它们 会 
保持 彼此 分 开 。 因 此 ,在 一 液体 中 可 以 有 链 状 分 子 的 悬浮 物 。 但 如 果 我 们 加 盐 于 该 液体 中 ， 
则 会 改变 悬浮 物 的 特性 。 当 盐 加 进 溶液 中 时 , 德 拜 长 度 会 缩短 , 链 状 分 子 能 够 互相 靠近 ,并 
暗 缩 起 来 。 如 果 加 进 溶液 中 的 盐 足 够 多 , 链 状 分 子 便 可 以 从 溶液 中 淀 积 出 来 。 有 许多 这 类 
化 学 效应 都 可 以 用 电力 来 加 以 理解 。 














$7-5 栅 极 的 静电 场 


作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 想 要 描述 电场 的 另 一 个 重要 特性 。 它 是 制造 出 来 应 用 于 电 
学 仪器 设计 、 真 空 管 构造 以 及 其 他 许多 目的 的 一 种 特性 。 这 就 是 带电 导线 机 附近 电场 的 
特性 。 为 了 使 问题 尽 可 能 简单 ,让 我 们 考虑 一 个 由 无 限 长 导线 间隔 均匀 地 平行 排列 在 一 
平面 上 的 阵列 。 

若 我 们 从 在 导线 平面 上 方 远 处 俯视 电场 , 则 见 到 一 个 恒定 的 电场 ,正如 电荷 被 均匀 地 分 
布 在 平面 上 一 样 。 当 接近 导线 栅 时 , 场 开 
始 与 从 远 处 见 到 的 均匀 场 有 所 不 同 。 我 们 
想 要 估计 靠 杨 多 近 才 能 见 到 势 的 明显 变 
化 。 图 7-8 表示 距 柚 不 同 距离 处 等 势 面 的 
粗略 草图 。 越 接近 栅 , 变化 就 越 大 。 当 我 
们 平行 于 栅 运 动 时 ,会 观察 到 一 种 周期 性 
起 伏 的 场 。 

现在 我 们 已 (由 第 1 卷 第 50 章 ) 知 道 
任何 周期 性 量 都 可 以 表示 成 正弦 波 之 和 
《 傅 里 叶 定理 )。 让 我 们 来 看 看 能 否 找到 一 
种 满足 场 方程 的 适当 简 谐 函数 。 





图 7-8 在 带电 导线 构成 的 均匀 栅 上 面 的 
如 果 导线 都 处 在 zy 平面 内 ,并 且 平 等 势 面 


行 于 y 轴 排 列 着 , 则 我 们 可 以 试 试 下 列 这 样 的 项 





$x, 2) 一 F.(z)cos 2mm ， (7.41) 


其 中 为 导线 间距 ,而 为 简 谐 数 (我 们 已 假定 各 导线 很 长 ,从 而 不 会 随 着 y 变化 )。 一 个 通 
解 应 该 由 n 二 1, 2, 3… 这 样 一 些 项 之 和 构成 。 

如 果 这 是 一 个 正确 的 势 , 则 它 应 在 导线 上 面 的 空间 (那里 没有 电荷 ) 内 满足 拉 普 拉 斯 方 
程 , 即 


加 于 直 轴 呈 物 理 站 讲义 ( 重 2 关 ) 一 一 一 一 ee 


En ，32 风 


十 二 2 一 0. 


az gz 
用 式 (7.41) 中 的 上 对 上 式 进 行 尝 试 ,我 们 得 出 





二 
dp Ce)eos 2 cos ZTE = 0， (7.42) 


或 者 说 ,F.(z) 必 须 满足 








= EF,. (7.43) 


因此 ,我 们 就 必然 有 
F. = A.e*%, (7.44) 


式 中 


= 2 (7.45) 


我 们 已 找到 :如 果 存 在 简 谐 数 为 n 的 场 的 伟 里 叶 分 量 , 则 这 个 分 量 将 按照 特征 距离 z。= 
a /2rn 指数 式 地 下 降 。 对 于 第 一 谐 波 (n = 1) 来 说 ,每 当 = 增 大 一 个 顶 间 隔 a 时 ,波幅 将 下 
降 一 个 因子 e ”“( 是 一 个 大 的 降落 ) ,其 他 的 谐 波 在 离开 栅 时 将 下 降 得 更 快 。 我 们 看 到 ,如 果 
仅仅 离开 栅 几 个 a 的 距离 , 场 就 十 分 接近 于 均匀 场 。 也 就 是 说 ,那些 振荡 的 项 都 是 小 项 。 当 
然 ,为 了 给 出 在 大 = 处 的 那个 均匀 场 ,就 始终 应 该 保留 “ 零 级 简 谐 " 场 


$b =— Eoz. 


对 于 通 解 来 说 ,我 们 应 当 把 这 一 项 与 由 诸如 式 (7. 41)[ 其 中 F, 由 式 (7. 44) 给 出 ] 那 些 项 之 
和 组 合 起 来 。 系 数 A, 应 当 这 样 调 整 , 使 得 整个 总 和 在 经 过 了 微分 之 后 ,会 给 出 与 栅 格 导线 
上 的 电荷 密度 4 相符 合 的 电场 。 

我 们 刚才 所 发 展 的 方法 可 以 用 来 说 明 , 为 什么 采用 一 个 屏 栅 作 为 静电 屏蔽 物 往往 会 与 
用 一 块 坚实 金属 板 同样 优良 。 除 非 在 与 屏 顶 相 距 仅 几 倍 于 屏 榭 导线 间隔 的 距离 以 内 ,在 一 
闭合 屏 栅 内 的 电场 等 于 零 。 我 们 见 到 ,为 什么 一 个 铜 屏 栅 一 一 比 铀 片 既 轻 又 便宜 一 一 常 被 
用 来 保护 灵敏 的 电学 设备 不 受 外 面 干扰 电场 的 影响 。 





第 8 章 项 电能 


$8-1 电荷 的 静电 能 ;均匀 带电 球 


在 力学 的 研究 中 ,最 有 意义 而 又 最 有 用 的 发 现 之 一 是 能 量 守恒 定律 。 有 了 力学 系统 的 
动能 和 势能 表达 式 , 我 们 无 需 考察 两 个 不 同时 刻 系统 状态 间 发 生 的 细节 ,而 能 发 现 两 态 间 的 
关系 。 现 在 我 们 要 来 考虑 静电 系统 的 能 量 。 在 电学 中 ,能 量 守恒 原理 也 将 为 发 现 一 系列 有 
意义 的 事情 而 发 挥 它 的 作用 。 

在 静电 学 中 ,相互 作用 的 能 量 定律 十 分 简单 。 实 际 上 ,这 个 问题 我 们 已 经 讨论 过 。 假 设 
两 个 电荷 和 gq ,相距 mi。 在 这 个 系统 中 ,就 存在 一 定 能 量 ;因为 要 把 两 电荷 移 到 一 起 需 
要 做 出 一 定量 的 功 。 我 们 已 计算 过 将 远离 的 两 个 电荷 移 到 一 起 所 做 的 功 , 它 为 


Tq _ (8.1) 
4reora 


从 登 加 原理 我 们 也 知道 ,如 果 存 在 许多 个 电荷 , 则 作用 于 任 一 电荷 上 的 总 力 ,等 于 其 他 各 电 
荷 作 用 于 它 的 力 的 总 和 。 因 此 ,可 以 断定 :由 多 个 电荷 构成 的 系统 的 总 能 量 , 等 于 每 一 对 电 
荷 间 的 相互 作用 的 各 项 之 和 。 若 % 和 gq; 是 任 一 对 相距 为 rs 的 电荷 (图 8-1) , 则 这 一 特定 电 
荷 对 的 能 量 为 : 


9 O 
Re: (8.2) o° 9 
9 
总 静电 能 U 等 于 所 有 可 能 的 电荷 对 之 间 的 能 量 的 和 : og a 
U= 5 29. 人 
MARWAN rs Re 
如 果 有 一 个 密度 为 p 的 电荷 分 布 , 式 (8. 3) 的 求 和 当然 要 8 
用 积分 来 代替 。 o o 


我 们 应 关注 能 量 的 两 个 方面 :一 是 把 能 量 概念 应 
用 于 静电 学 问题 ;二 是 运用 各 种 不 同 的 方法 ,计算 能 
量 。 对 某 些 特殊 情况 ,有 时 计算 所 做 的 功 比 按 式 (8. 3) 
求 和 或 计算 相应 的 积分 要 容易 。 作 为 一 个 例子 ,让 我 们 来 计算 把 电荷 集中 到 一 个 球体 中 ,并 
具有 均匀 的 电荷 密度 所 需 的 能 量 。 这 一 能 量 恰好 等 于 把 那些 电荷 从 无 限 远 处 聚集 起 来 所 做 
的 功 。 

设想 该 球体 是 由 一 层 层 无 限 薄 的 球 壳 构成 的 ,在 过 程 的 每 一 阶段 ,我 们 聚集 小 量 电荷 并 
把 它 置 于 从 ~ 至 ~ 十 dr 的 薄 层 中 。 继 续 这 一 过 程 ,一 直达 到 最 后 的 半径 a 为 止 (图 8-2)。 设 
Q. 为 已 建立 至 半径 为 r 的 球体 上 的 电荷 ,那么 把 电荷 dQ 移 到 这 个 球体 上 面 所 做 的 功 为 


图 8-1 一 个 粒子 系统 的 静电 能 等 
于 每 对 粒子 静电 能 的 总 和 


of (8.4) 


4xeor” 
若 球 体 中 的 电荷 密度 为 p, 则 电荷 Q, 为 
Q.=p-… 和 xr， 
而 电荷 dQ 为 
dQ =p. 4rrdr. 





图 8-2 一 个 均匀 带电 球体 的 能 量 ,可 以 通 。 因此 , 式 (8. 4) 变 成 
过 将 它 设想 为 由 一 层 层 球 这 组 合成 的 而 
计算 出 来 d= 





4xpzrtdr 
5 


要 把 电荷 聚集 成 整个 球体 ,所 需 的 总 能 量 则 等 于 从 ~ 一 0 至 ~ 一 “对 dU 的 积分 , 即 


(8.5) 


Pe 
U= ee (8.6)， 


156 
若 希 望 把 结果 用 球体 的 总 电荷 Q 来 表示 , 则 为 : 
Lo (8.7) 


5 4reoa 


可 见 ,能 量 与 总 电荷 的 平方 成 正比 而 与 球 的 半径 成 反比 。 我 们 也 可 以 将 式 (8. 7) 理 解 为 :对 
球体 里 的 所 有 各 对 点 来 说 ,(1 /rs ) 这 个 量 的 平均 值 为 6 /5a。 


$8-2 电容 器 的 能 量 ; 作 用 于 带电 导体 上 的 力 


现在 我 们 来 考虑 电容 器 充电 时 所 需 的 能 量 。 如 果 电荷 Q 已 从 电容 器 的 一 个 导体 移 至 
另 一 导体 , 则 它们 之 间 的 势 差 为 : 
-QQ 
V= CE， (8.8) 
式 中 C 为 该 电容 器 的 电容 。 电 容器 充电 时 需 做 多 少 功 呢 ? 按照 上 面 对 球 体 的 做 法 ,我 们 设 
想 电容 器 是 逐步 把 小 的 电荷 增 量 dQ 从 它 的 一 板 移 至 另 一 板 而 进行 充电 的 。 转 移 电荷 dQ 


所 需 的 功 为 : 
dU = VdQ. 


将 式 (8. 8) 中 的 V 代入 , 则 可 以 写成 : 
= QdQ 
dU = 


或 者 ,从 零 电 荷 到 最 后 电荷 量 Q 进行 积分 , 则 有 : 


三 二 
U= 志 它 - (8.9) 





一 
这 个 能 量 也 可 写成 : 
U=¥ov. (8.10) 
若 回忆 起 一 个 导电 球体 (相对 于 无 限 远 处 ) 的 电容 为 


Ce 人 F = 4roa， 


则 可 立即 由 式 (8. 9) 得 到 一 个 带电 球 的 能 量 : 


Ne 
Ee 2 4xoa” (aay 





当然 这 也 是 一 个 带 有 总 电荷 Q 的 薄 球 壳 的 能 量 , 而 且 恰好 就 是 式 (8. 7) 所 给 出 的 一 个 均匀 
带电 球体 能 量 的 5 /6。 

现在 ,我 们 讨论 静电 能 概念 的 应 用 。 试 考虑 下 述 问 题 : 施 于 电容 器 两 板 间 的 力 多 大 ? 或 
者 , 当 存 在 另 一 异 号 电荷 的 导体 时 , 绕 带 电导 体 某 个 轴 的 力矩 是 多 少 ? 这 些 问 题 ,应 用 上 述 电 
容器 的 静电 能 式 (8.9) ,再 加 上 虚 功 原理 (第 1 卷 第 4、13 和 14 章 ) ,就 不 难 回答 。 

让 我 们 运用 这 一 方法 来 求 平行 板 电 容器 两 板 间 的 作用 力 。 若 我 们 设想 两 板 的 间距 增加 
一 小 量 Az, 那 么 外 界 对 于 移动 这 两 板 所 做 的 机 械 功 应 为 


AW = FAz, (8.12) 


式 中 下 为 两 板 间 的 力 。 这 功 必定 等 于 电容 器 的 静电 能 的 变化 。 
根据 式 (8.9) ,电容 器 原来 的 能 量 为 : 


PN 
U= 二 竺 . 
这 能 量 的 变化 (如 果 不 让 电量 变化 的 话 ) 为 : 


AU = 二 QA( 志 )- (8.13) 


Ql= 


使 式 (8. 12) 和 (8. 13) 两 者 相等 , 则 有 
Fa = Fa(E). (8.14) 


这 也 可 以 写成 : 


= 人 
FAz —— 230AC. (8.15) 


当然 ,该 力 是 由 两 极 板 上 电荷 的 吸引 造成 的 。 但 我 们 不 必 为 电荷 如 何 分 布 的 具体 细节 而 操 
心 , 我 们 所 需要 的 一 切 都 由 电容 C 来 对 付 。 

不 难看 到 ,如 何 将 这 个 概念 推广 到 任意 形状 的 导体 以 及 关于 力 的 其 他 分 量 上 去 。 在 式 
(8. 14) 中 ,我 们 可 用 所 要 寻求 的 力 的 分 量 代替 下 ,并 用 在 相应 方向 上 的 小 位 移 来 代替 Az。 
或 者 , 若 有 一 个 带 轴 的 电极 ,而 希望 知道 该 力矩 r, 则 可 将 虚 功 写成 : 


AW 一 rAb， 
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式 中 Ab 是 小 角 位 移 。 当 然 ,A(1/C) 必 须 是 与 Ag 相对 应 的 1/C 的 变化 。 按 照 这 一 办 法 ,我 
们 能 够 求 得 如 图 8-3 所 示 的 那 种 可 变 电 容器 中 作用 于 可 动 片 上 的 力矩 。 
再 回 到 平行 板 电容 器 的 特殊 情况 ,我 们 可 应 用 第 6 
章 中 已 导出 的 关于 电容 的 公式 : 


a 
oA 


式 中 A 是 每 块 板 的 面积 。 如 果 两 板 间 距 增 大 Az, 则 
4 
A(E)= 
图 8-3 作用 于 一 可 变 电 容器 上 的 。 ”由 式 (8. 14) 可 以 得 到 作用 于 两 板 间 的 力 为 : 


力矩 有 多 大 ar 
F= 2 A: (8.17) 


a = 


1 
(8.16) 


让 我 们 对 式 (8. 17) 更 仔细 地 考察 一 下 ,并 看 看 能 否 说 出 力 是 怎样 来 的 。 若 把 其 中 一 板 
上 的 电荷 写成 


式 (8.17) 则 可 以 重新 写成 
或 者 ,由 于 两 板 间 的 电场 为 


于 是 
FEF= 去 QE, (8.18) 


人 们 会 立即 猜想 到 ,作用 于 板 上 的 力 , 应 等 于 NN 
板 上 的 电荷 Q 乘 以 作用 于 该 电荷 的 场 。 但 我 们 却 


有 一 个 令 人 惊奇 的 因子 去 。 原 因 是 ,E, 并 非 作用 


于 电荷 的 场 。 如 果 设想 在 板 表 面 上 的 电荷 占据 一 计 
薄 层 ,如 图 8-4 所 示 , 则 场 将 从 这 一 层 的 内 边界 上 em 
的 零 变化 至 在 板 外 空间 里 的 E。。 作 用 于 面 电荷 上 
的 平均 场 乃 是 E。/2。 这 就 是 式 (8. 18) 中 为 什么 出 


现 因子 去 的 原因 。 
你 应 注意 ,在 计算 卡 功 时 ,我们 曾 假定 在 电容 
器 上 的 电荷 保持 不 变 一 一 即 在 电 的 方面 电容 器 不 


与 其 他 东西 连接 ,从 而 总 电荷 不 能 改变 。 图 8-4 导体 表面 上 的 电场 , 当 穿 过 该 表面 
要 是 设想 当 电 容器 做 虚 位 移 时 ,其 电势 差 保 持 的 电荷 层 时 ,由 零 变 至 E。 = oc 


导电 板 面 电荷 民 o 


mb 
站 


ee 一 
不 变 。 那 么 就 应 当 取 


而 且 代 替 式 (8. 15) ,我 们 现在 应 有 
FAz 一 到 Yeac. 


它 给 出 一 个 大 小 等 于 式 (8. 15) 的 力 (因为 V = Q/C), 但 却 带 有 相反 的 符号 ! 很 遗憾 , 当 我 
们 把 电容 器 和 它 的 充电 源 断 开 时 ,电容 器 两 板 间 的 作用 力 肯 定 不 会 改变 符号 。 并 且 ,我 们 还 
知道 , 带 有 异 号 电荷 的 两 板 一 定 互相 吸引 。 在 这 第 二 种 情况 下 , 虚 功 原理 已 被 误 用 一 一 我 们 
未 把 充电 时 对 电源 所 做 的 虚 功 计算 在 内 。 这 就 是 说 , 当 电 容 变 化 时 ,要 保持 电势 V 为 常数 ， 
电荷 VAC 就 必然 要 由 电荷 源 来 提供 。 但 这 一 电荷 是 在 势 为 V 时 提供 的 ,因而 保持 电势 不 
变 的 那个 电力 系统 所 做 的 功 就 是 V*AC。 机 械 功 FAz 加 上 这 个 电 功 V*AC 共同 构成 电容 器 


总 能 量 的 变化 却 V*AC。 因此 ,如 同上 面 一 样 ,FAz 仍然 是 一 去 V:AC。 








$8-3 离子 晶体 的 静电 能 


现在 ,我 们 来 考虑 静电 能 概念 在 原子 物理 中 的 一 种 应 用 。 原 子 间 的 作用 力 ,一 般 不 易 测 
量 ,但 人 们 对 原子 的 两 种 不 同 排列 之 间 的 能 量 差 一 一 比如 说 ,化 学 反应 的 能 量 一 一 却 经 常 感 
兴趣 。 由 于 原子 力 基 本 上 是 电力 ,所 以 化 学 能 大 部 分 都 是 静电 能 。- 
例如 ,让 我 们 考虑 一 离子 晶 格 的 静电 能 。 
nee 











像 NaCl 那 种 离子 晶体 ,组 成 它 的 正 离子 和 负 < > > 和 > 
离子 都 可 以 设想 成 刚性 球体 。 它 们 由 于 电 的 
作用 而 吸引 ,直至 开始 接触 ,然后 出 现 一 种 排 
斥 力 。 这 时 ,若是 试图 将 它们 推 得 更 加 接近 ， 
则 这 种 排斥 力 就 会 很 快 增 大 。 

因此 ,作为 我 们 的 第 一 级 近似 ,设想 用 
一 组 刚性 球体 来 代表 食盐 晶体 里 的 原子 。 
其 晶 格 结构 ,已 用 X 射线 衍射 法 确定 。 它 是 
一 个 立方 晶 格 , 像 一 个 三 维 棋盘 。 图 8-5 所 


示 为 其 一 个 截面 图 像 。 离 子 间 的 间隔 为 
2.81 A (= 2. 81 x 10 cm) 图 8-5 在 原子 尺度 上 的 食盐 晶体 的 截面 。Na 


: 和 Cl 两 种 离子 跳棋 盘 式 的 排列 着 ,与 此 垂直 的 
这 一 系统 的 图 像 如 果 是 正确 的 , 那 我 们 就 。 两 个 模 截 面 上 情况 也 一 样 (参考 第 1 卷 ,图 1-7) 


可 以 通过 提出 如 下 问题 而 加 以 核对 :把 这 些 离 

子 完全 拉 开 一 一 也 就 是 ,把 晶体 完全 拆 开 成 各 离子 一 一 将 需要 多 少 能 量 ? 这 一 能 量 应 等 于 
NaCl 的 汽化 热 加 上 使 分 子 分 解 成 离子 所 需 的 能 量 。 这 个 把 NaCl 分 解 成 离子 的 总 能 量 , 在 
实验 上 已 经 确定 为 每 个 分 子 需 7. 92 eV。 通 过 换算 


leV = 1.602X10™*]J, 
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以 及 1 mol 的 分 子 数 , 即 阿 伏 伽 德 罗 常量 
No。 一 6.02X102 ， 


也 可 以 给 出 汽化 能 为 
W = 7.64 X10 Jmol. 


物理 化 学 家 喜欢 用 kcal 作为 能 量 单位 ,每 kcal 等 于 4190J, 所 以 1 eV/ 分 子 就 是 
23 kcal mol .于 是 ,化 学 家 会 说 NaCl 的 离 解 能 为 


W = 183 kcal mol™. 


我 们 能 否 通过 计算 将 晶体 拉 开 所 需 的 功 ,从 而 在 理论 上 得 到 这 个 化 学 能 呢 ? 按照 我 们 
的 理论 ,这 个 功 就 是 所 有 离子 对 的 势能 和 。 计 算 这 个 和 的 最 容易 的 办 法 ,是 先 挑选 一 个 特定 
离子 ,再 算出 它 与 其 他 每 个 离子 之 间 的 势能 。 这 将 给 予 每 个 离子 两 倍 的 能 量 , 因 为 这 能 量 是 
属 一 对 电荷 的 。 而 我 们 所 要 的 乃 是 属于 某 一 特定 离子 的 能 量 , 所 以 应 取 这 个 和 的 一 半 。 但 
我 们 真正 要 的 却 是 每 个 分 子 的 能 量 , 而 每 一 分 子 含有 两 个 离子 ,因而 这 样 算出 来 的 和 就 将 直 
接 给 出 每 个 分 子 的 能 量 。 

一 个 离子 与 它 最 近邻 的 离子 的 能 量 为 e/a, 其 中 e* = gq: /(4we), 而 a 为 两 近邻 离子 的 
中 心间 距 (这 里 所 考虑 的 是 单价 离子 )。 这 个 能 量 为 5. 12 eV。 我 们 已 看 到 , 它 为 我 们 提供 
了 一 个 具有 正确 数量 级 的 结果 ,但 距 我 们 所 需 的 无 限 多 项 之 和 ,还 有 一 段 很 长 的 距离 。 

开始 ,我 们 对 那些 在 直线 上 的 离子 的 所 有 项 求 和 。 图 8-5 中 标明 为 Na 的 那个 离子 是 
我 们 考虑 的 特定 离子 。 现 在 将 首先 注意 与 它 同 在 一 条 水 平 直线 的 那些 离子 ,有 两 个 带 负电 
荷 的 Cl 离子 靠 它 最 近 , 每 个 距离 均 为 a; 随 后 有 两 个 在 2a 距离 处 的 正 离子 ; 依 此 类 推 。 把 
这 个 和 的 能 量 叫 做 Ui ,就 可 以 写 出 : 


U0 = 入 (一 子 十 邹 一 委 十 各 干 …)= 一 到 (1 一 喜 十 二 一 证 土 …)。 (8.19) 





这 一 级 数 收敛 缓慢 ,因而 难于 用 数字 算出 ,可 是 已 经 知道 它 等 于 ln 2。 因 此， 
如 


Ui =— ln2 =—1.386 二， (8. 20) 
a a 


现在 再 来 考虑 位 于 上 面 的 那 条 次 近邻 离子 线 , 最 靠近 它 的 一 个 是 负离子 ,距离 为 a; 随 
后 又 有 两 个 正 离子 位 于 距离 V2a 处 ; 下 一 对 位 于 距离 V5a 处 , 再 下 一 对 则 是 位 于 VI0a 处 ， 
依 此 类 推 。 所 以 ,对 于 这 整 条 线 就 得 到 一 个 级 数 : 


i 
s( + 所 一 后 + 而 二 站 (8.21) 


这 样 的 线 总 共有 四 条 :在 上 面 、 下 面前 面 和 后 面 。 然 后 ,又 有 四 条 在 对 角 线 上 的 最 靠近 的 
线 , 如 此 等 等 。 
如 果 你 耐心 地 算出 所 有 这 些 线 的 值 ,然后 取 其 和 , 则 将 求 得 总 和 为 : 


， 
了 = 一 1747: 和 一， 
a 


一 一 一 一 


这 比 起 在 式 (8. 20) 中 对 第 一 条 线 所 得 的 结果 仅 稍微 大 一 点 。 利 用 e /a = 5. 12 eV, 我 们 得 到 ; 
U =— 8. 94 eV. 


这 答案 比 实 验 上 观察 到 的 能 量 要 高 10% 。 这 表明 关于 整个 晶 格 是 由 电 的 库仑 力 维持 在 一 
起 的 观点 基本 上 是 正确 的 。 这 是 我 们 第 一 次 从 原子 物理 的 知识 中 获得 有 关 宏 观 物质 的 一 种 
特殊 性 质 , 往 后 还 要 处 理 更 多 的 问题 。 利 用 原子 行为 的 定律 来 理解 大 块 物质 行为 的 学 科 叫 
做 固体 物理 学 。 
计算 上 的 误差 怎么 会 出 现 的 呢 ? 为 什么 它 不 是 完全 正确 的 呢 ? 那 是 由 于 在 近 距 离 处 离 
子 间 的 排斥 作用 造成 的 。 它 们 并 不 是 理想 的 刚 球 ,因而 当 互相 靠近 时 ,将 部 分 地 被 压缩 。 它 
们 也 并 非 很 柔软 ,因而 仅 被 压缩 了 一 点 点 。 可 是 ,有 些 能 量 是 用 于 使 离子 变形 的 ,而 当 离 子 
被 拉 开 时 ,这 能 量 被 释放 出 来 。 拉 开 离子 所 需要 的 实际 能 量 比 我 们 算出 的 要 稍微 少 一 点 。 
这 种 排斥 作用 有 助 于 克服 静电 的 吸引 作用 。 

有 没有 办 法 对 这 一 项 贡献 做 出 估计 呢 ? 只 要 我 们 知道 有 关 排斥 力 的 定律 ,就 可 能 做 到 
这 一 点 。 虽 然 目前 我 们 不 准备 对 这 种 排斥 机 制 的 细节 进行 分 析 , 但 可 以 从 某 些 宏观 测量 结 
果 获 得 有 关 它 的 特性 的 某 种 概念 。 对 整 块 晶体 压缩 率 的 测量 结果 ,就 有 可 能 得 到 有 关 离 子 
间 排 斥 定律 的 定量 概念 ,从 而 获得 它 对 能 量 的 贡献 。 用 这 种 方法 已 经 求 得 这 项 贡献 应 等 于 
来 自 静电 吸引 的 贡献 的 1 9. 4, 当然 符号 相反 。 如 果 从 纯粹 的 静电 能 量 减 掉 这 一 贡献 , 便 可 
得 出 每 个 分 子 的 离 解 能 为 7. 99 eV。 这 与 7. 92 eV 的 观测 结果 已 较 接近 了 ,但 仍 未 完全 相 
符 。 还 有 另 一 件 我 们 没有 算 进去 的 东西 , 那 就 是 对 于 晶体 振动 的 动能 还 未 作出 估计 。 若 对 
这 一 效应 也 做 出 修正 ,就 可 获得 与 实验 值 符合 得 很 好 的 结果 。 因 此 ,上 述 概念 是 正确 的 ,对 
于 像 NaCl 这 种 类 晶体 的 能 量 的 主要 贡献 是 静电 方面 的 贡献 。 


$8-4 核 内 的 静电 能 


现在 我 们 将 考虑 原子 物理 中 另 一 个 有 关 静 电能 的 例子 ,也 就 是 原子 核 的 电能 。 但 在 此 
之 前 ,还 得 对 核 中 把 质子 与 中 子 维持 在 一 起 的 主要 力 ( 叫 核 力 ) 的 某 些 性 质 加 以 讨论 。 在 发 
现 核 一 一 以 及 构成 核 的 中 子 和 质子 一 一 的 初期 ,人 们 曾 希望 ,对 于 比如 质子 与 质子 间 的 非 电 
部 分 的 强 作用 力 ,会 有 某 个 简单 的 定律 ,如 电 的 平方 反比 定律 。 因 为 一 旦 人 们 确定 了 这 个 力 
学 定律 ,以 及 相应 的 有 关 质 子 与 中 子 、 中 子 与 中 子 间 的 力学 定律 ,对 这 些 粒 子 在 核 中 的 全 部 
行为 就 应 该 能 在 理论 上 给 予 描述 了 。 因 此 ,关于 研究 质子 散射 的 宏大 计划 启动 了 ,希望 借 此 
找到 质子 之 间作 用 力 的 定律 ,但 经 过 了 30 年 的 努力 ,完全 没有 任何 结果 。 有 关 质 子 与 质子 
间作 用 力 的 知识 已 经 积累 了 相当 多 ,但 却 发 现 ,这 种 力 可 能 要 多 么 复杂 就 有 多 么 复杂 。 

所 谓 “ 可 能 要 多 么 复杂 就 有 多 么 复杂 ” ,我 们 指 的 是 该 力 取决 于 应 有 尽 有 的 许多 东西 。 

首先 , 核 力 并 非 两 质子 间距 离 的 简单 函数 。 在 距离 大 时 它 是 吸引 力 , 而 在 距离 较 小 时 则 
是 排斥 力 。 这 种 与 距离 的 依赖 关系 ,仍然 未 能 完全 搞 清 楚 。 

其 次 , 核 力 依赖 于 质子 自 旋 的 指向 。 凡 是 质子 都 有 自 旋 ,而 任何 两 个 相互 作用 着 的 质子 
都 可 能 以 同 向 或 反 向 的 角 动 量 自 旋 着 。 当 两 自 旋 平行 与 反 平行 时 ,如 图 8-6(a) 和 (b) 所 示 ， 
两 者 的 作用 力 是 不 同 的 。 这 差别 很 大 ,并 不 是 一 个 微小 效应 。 

第 三 , 当 两 质子 间 的 间隔 在 平行 于 它们 的 自 旋 方向 上 ,如 图 8-6(c) 和 (d) 时 ,与 当 间隔 
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在 垂直 于 自 旋 方 向 上 ,如 图 中 的 (a) 和 (b) 时 , 力 
的 差别 也 相当 大 。 

第 四 ,如 同 磁 现 象 一 样 , 核 力 依赖 于 质子 的 
速度 ,只 是 这 依存 关系 比 起 磁 的 情况 来 要 强 得 
多 。 而 且 , 这 个 与 速度 有 关 的 力 并 不 是 一 种 相 
对 论 效应 。 即 使 在 速率 远 小 于 光速 时 , 它 仍然 
相当 强 。 此 外 ,这 一 部 分 力 除了 与 速度 大 小 有 
关外 还 依赖 于 其 他 东西 。 例 如 , 当 一 质子 在 另 
一 质子 附近 运动 时 ,其 轨道 运动 与 自 旋 的 转动 
方向 同 向 ,如 图 8-6(e) 所 示 , 与 其 轨道 运动 和 自 
旋转 动 反 向 的 如 图 8-6(f) 所 示 , 这 力 是 不 同 的 。 
这 叫 作 核 力 的 “ 自 旋 - 轨 道 " 部 分 。 

在 质子 与 中 子 间 、 中 子 与 中 子 间作 用 力也 同 
样 地 复杂 。 迄 今 为 止 ,我们 还 不 知道 这 些 力 后 面 
的 机 制 一 一 也 就 是 任何 理解 它们 的 简单 途径 。 


可 是 ,存在 一 个 重要 方面 , 核 力 比 其 可 能 有 的 性 质 较为 简单 。 这 就 是 ,两 个 中 子 间 的 核 
力 与 质子 与 中 子 间 的 核 力 彼此 相同 ,与 两 质子 间 的 核 力 相同 ! 在 任何 核 作 用 的 情况 中 ,如 果 
我 们 用 一 个 中 子 去 代替 质子 (或 者 相反 ), 核 的 相互 作用 不 会 改变 。 这 种 相等 性 的 “基本 原 


因 " 还 不 清楚 ,但 它 是 也 可 以 推广 到 其 他 强 相互 作用 
粒子 一 一 诸如 x 介子 及 “奇异 "粒子 一 一 的 相互 作用 
定律 去 的 重要 原理 的 一 个 例子 。 

这 一 事实 可 用 相似 的 核 中 各 能 级 的 位 置 漂亮 地 
显示 出 来 。 考 虑 一 个 像 "B( 硼 11) 的 核 , 它 是 由 5 个 
质子 和 6 个 中 子 构成 的 。 在 这 个 核 中 这 11 个 粒子 
以 最 复杂 的 舞蹈 方式 互相 作用 。 现 在 ,在 所 有 可 能 
的 相互 作用 中 存在 一 种 具有 最 低 可 能 能 量 的 组 态 ， 
那 就 是 核 的 正常 态 , 称 为 基态 。 如 果 核 被 扰动 (比方 
说 受 一 高 能 质子 或 其 他 粒子 的 撞击 ), 它 将 跃迁 到 称 
为 激发 表 的 其 他 任何 一 个 组 态 上 去 ,每 一 激发 态 都 
将 有 一 个 高 于 基态 的 特征 能 量 。 在 核 物理 研究 中 ， 
像 在 利用 范 德 格拉 夫 起 电机 [例如 在 加 州 工学 院 的 
凯 洛 格 (Kellogg) 和 斯 隆 (Sloan) 两 实验 室 ] 所 做 的 研 
究 中 ,这 些 激发 态 的 能 量 以 及 其 他 性 质 都 可 以 由 实 
验 加 以 测定 。 关 于 ”"B 的 15 个 已 知 的 最 低 激 态 的 能 
量 表示 在 图 8-7 左边 的 一 维 图 表 上 , 那 根 最 低 的 水 
平 线 代 表 基 态 。 第 一 激发 态 拥有 高 于 基态 2. 14 
MeV 的 能 量 ,第 二 激 态 则 有 比 基 态 高 出 4. 46 MeV 
的 能 量 ,如 此 等 等 。 核 物理 的 研究 试图 对 这 一 相当 
复杂 的 能 量 图 案 找到 解释 ,然而 直到 如 今 , 关 于 这 种 
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图 8-7 ”"B 和 "C 的 能 级 (以 兆 电子 伏 


数 计 )。”C 的 基态 比 "B 的 要 高 出 
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核能 级 的 完整 而 普遍 的 理论 却 还 未 找到 。 

如 果 把 "B 中 的 一 个 中 子 换 成 质子 , 则 会 得 到 一 个 碳 的 同位 素 "C 的 核 。 这 "C 的 最 低 
16 个 激 态 的 能 量 也 已 测量 出 来 ,它们 被 描画 于 图 8-7 中 的 右边 (虚线 表示 那些 实验 结果 尚 
属 可 疑 的 能 级 )。 

看 看 图 8-7 ,我 们 便 知道 ,在 这 两 种 核 的 能 级 图 案 之 间 存 在 着 惊人 的 相似 性 。 第 一 激 态 
位 于 基态 之 上 约 2 MeV 处 。 从 第 一 激发 态 到 达 第 二 个 激发 态 有 一 个 大 小 约 为 2. 3 MeV 的 
能 阶 ,然后 仅 以 一 个 大 小 为 0. 5 MeV 的 小 跳跃 就 到 达 第 三 激发 态 。 在 第 四 至 第 五 个 能 级 间 
又 再 有 一 个 大 的 跳跃 ;可 是 在 第 五 与 第 六 两 能 级 之 间 则 只 有 0. 1 MeV 的 小 间隔 了 ,如 此 等 
等 。 在 约 第 十 个 能 级 之 后 ,这 种 对 应 性 似乎 消失 ,但 若 用 其 他 的 规定 特性 一 一 诸如 角 动 量 以 
及 凡 足 以 使 其 额外 能 量 遭 到 损失 的 东西 一 一 来 标明 能 级 的 话 , 则 这 种 对 应 性 就 仍 可 以 见 到 。 

在 "B 和 "C 的 能 级 图 案 间 的 惊人 相似 性 肯定 不 仅仅 是 个 巧合 , 它 必 然 揭露 了 某 个 物理 
定律 。 事 实 上 , 它 显示 出 :即使 在 核 内 的 复杂 情况 下 ,用 质子 代替 中 子 仅 造成 十 分 微小 的 变 
化 。 这 只 能 意味 着 中 子 与 中 子 \ 质 子 与 质子 之 间 的 力 必定 几乎 全 同 。 只 有 这 样 ,我 们 才 会 期 
望 ,拥有 5 个 质子 与 6 个 中 子 的 核 的 组 态 同 拥有 6 个 质子 与 5 个 中 子 的 核 的 组 态 彼 此 相同 。 

注意 ,这 两 种 核 的 性 质 还 未 告诉 我 们 有 关中 子 与 质子 间作 用 力 的 情况 . 这 两 种 核 中 的 中 
子 与 质子 的 组 合 数目 相同 ,但 若 比 较 另 外 两 个 核 ,比如 拥有 6 个 质子 与 8 个 中 子 的 *C, 同 拥 
有 ?7 个 质子 与 7 个 中 子 的 “N ,我 们 又 会 找到 能 级 相似 的 对 应 性 。 因 此 ,可 以 断定 : p-p，n-n 
与 pn 这 三 种 力 在 它们 所 有 的 复杂 性 上 都 相同 。 关 于 核 力 定律 竟 存 在 这 么 一 个 意 想不到 的 
原理 。 尽 管 每 对 核 粒子 间 的 力 十 分 复杂 ,但 这 三 种 可 能 不 同 的 对 之 间 的 力 却 是 相同 的 。 

但 某 种 小 的 差别 仍然 存在 ,能 级 并 不 严格 对 应 . 并 且 ,"C 基态 的 绝对 能 量 ( 它 的 质量 ) 
比 "B 的 基态 绝对 能 量 高 1. 982 MeV, 所 有 其 他 能 级 在 绝对 能 量 上 也 高 出 这 么 多 。 因 此 ,这 
些 力 并 不 完全 相等 。 可 是 我 们 知道 得 很 清楚 ,整个 力 并 不 严格 相等 . 由 于 每 个 质子 都 带 正 电 
荷 ,所 以 两 质子 之 间 就 存在 着 电力 ,而 在 两 个 中 子 之 间 就 不 存在 这 种 电力 。 我 们 或 许 能 够 通 
过 "B 和 "C 这 两 种 情况 中 质子 间 电 相 互 作用 不 同 这 一 事实 来 解释 它们 间 的 差别 ? 或 许 其 
至 能 级 上 其 余 的 小 差别 也 是 由 这 一 电 效应 所 引起 的 ? 既然 核 力 比 电力 强 得 那么 多 , 电 效 应 
对 于 各 能 级 上 的 能 量 就 只 应 该 有 小 的 微 扰 影响 。 

为 了 核对 这 个 概念 ,或 毋 宁 说 是 要 找 出 这 一 概念 的 后 果 如 何 ,我 们 首先 考虑 这 两 种 核 
的 基态 能 量 的 差别 。 为 选取 一 个 十 分 简单 的 模型 ,我 们 假定 核 是 含有 Z 个 质子 .半径 为 = 
(待定 ) 的 球体 。 如 果 认 为 核 像 一 个 具有 均匀 电荷 密度 的 球体 ,那么 会 预料 到 [由 式 
(8.7)] 其 静电 能 为 





-3 (2.) 
U= 和 全， (8.22) 
式 中 gq, 为 质子 的 基本 电荷 。 由 于 在 "B 中 Z 为 5, 而 在 "C 中 Z 为 6, 所 以 它们 的 电能 将 是 
不 同 的 。 

然而 ,就 具有 这 种 小 数目 的 质子 来 说 , 式 (8. 22) 并 不 十 分 正确 。 如 果 假定 各 质子 是 几乎 
均匀 地 分 布 在 球体 中 的 各 点 ,并 计算 所 有 这 些 质子 对 间 的 电能 , 则 将 发 现 , 式 (8. 22) 中 Z 那 

个 量 应 由 Z(Z 一 1) 代替 ,因而 能 量 为 
y= 32(2—1)8 = 22=De. (8.23) 


5 4reor r 
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若 已 知 半径 ~, 就 可 以 利用 式 (8. 23) 求 出 ” B 与 "C 之 间 静 电能 的 差 。 但 我 们 却 要 倒 过 来 计 
算 , 即 利用 所 观测 到 的 能 量 差 来 算出 半径 ,假定 这 能 量 差 全 都 起 源 于 静电 方面 。 

可 是 ,这 并 不 完全 正确 。"B 与 "C 基态 间 的 能 量 差 1. 982 MeV 还 包括 所 有 各 粒子 的 静 
能 一 一 即 能 量 mc*。 在 从 "B 变 成 "C 的 过 程 中 ,我 们 是 用 一 个 质量 较 小 的 质子 和 一 个 电子 
来 代替 一 个 中 子 的 。 因 而 部 分 能 量 差 就 是 一 个 中 子 与 一 个 质子 加 一 个 电子 的 静 能 之 差 , 它 
等 于 0.784 MeV。 为 了 用 静电 能 来 说 明 能 量 差 , 因 而 这 能 量 差 应 比 1. 982 MeV 还 要 多 , 即 


1.982 十 0.784 = 2.766 MeV. 


把 这 一 能 量 数值 代入 式 (8. 23) 中 , 便 可 找 出 "B 或 "C 的 半径 为 
rr 一 3.12X103 cm. (8.24) 


这 个 数值 到 底 是 否 具有 任何 意义 ? 要 和 弄 清楚 这 一 点 ,我 们 应 拿 它 同 这 些 核 半径 的 某 些 
其 他 测量 结果 做 比较 。 例 如 ,可 以 通过 观察 核 是 如 何 散射 快速 粒子 而 对 它 的 半径 做 另 一 种 
测量 。 事 实 上 ,从 这 样 的 测量 已 经 发 现 所 有 各 种 核 中 的 物质 密度 都 几乎 相同 ,也 就 是 说 , 它 
们 的 体积 与 其 所 含有 的 粒子 数 成 正比 。 若 令 A 为 核 中 质子 和 中 子 的 总 数 ( 这 是 一 个 与 其 质 
量 非常 接近 成 正比 的 数目 ) ,那么 已 经 找 出 半径 可 由 下 式 给 出 : 


r 一 Ar， (8.25) 


其 中 
ro = 1.2 X10 cm。 (8. 26) 


从 这 些 测 量 结果 我 们 发 现 一 个 "B( 或 一 个 "C) 核 的 半径 预期 为 
r= (1.2X10%)(11) cm = 2.7 X10 em. 


把 这 一 结果 与 式 (8. 24) 做 比较 ,就 可 见 "B 与 "C 的 能 量 差 乃 起 因 于 静电 方面 的 假设 是 
相当 良好 的 ,差异 只 有 约 15%( 作 为 我 们 的 第 一 次 核 计算 来 说 ,这 结果 并 不 算 坏 !)。 

产生 差异 的 原因 可 能 是 这 样 , 按 照 对 核 的 现代 理解 ,偶数 的 核 粒子 一 一 在 "B 中 是 5 个 
中 子 与 5 个 质子 会 形成 一 个 核心 , 当 另外 一 个 粒子 加 入 到 这 个 核心 时 , 它 会 在 该 核心 外 
面 绕 行 以 形成 一 个 新 的 球形 核 ,而 不 是 被 吸收 到 里 面 去 。 如 果 是 这 样 ,对 于 加 入 质子 情况 我 


们 应 取 不 同 的 静电 能 。 对 于 ”C 比 "B 超过 的 能 量 ,我 们 应 该 仅仅 取 aa: ,这 是 在 该 核心 之 


dxoa 
外 再 添加 一 个 质子 所 需 的 能 量 。 这 个 数值 只 不 过 是 式 (8. 23) 所 预期 的 数值 的 5/6, 所 以 对 
半径 的 新 的 预期 值 就 只 有 式 (8. 24) 的 数值 的 5 /6 ,该 值 就 更 接近 于 直接 测量 的 值 。 
从 结果 彼此 相符 这 一 事实 就 可 以 得 出 两 个 结论 。 其 一 是 , 电 的 定律 在 小 至 10 “em 的 
范围 内 看 来 仍然 适用 ; 另 一 是 ,我 们 已 经 证 实 了 质子 与 质子 .中 子 与 中 子 以 及 质子 与 中 子 之 
间 力 的 非 电 部 分 全 都 相等 这 一 引信 注目 的 巧合 。 


$8-5 静电 场 中 的 能 量 


现在 来 考虑 计算 静电 能 的 其 他 方法 。 这 些 方法 全 都 可 以 从 基本 关系 式 (8. 3) 推 导出 来 ， 
该 式 将 每 个 电荷 对 的 相互 作用 能 对 所 有 电荷 对 求 和 。 首 先 ,我 们 希望 写 出 有 关 电荷 分 布 的 
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能 量 表达 式 。 按 照常 规 , 认 为 每 个 体积 元 dV 含有 电荷 元 pdV。 于 是 式 (8. 3) 将 写成 


Um=1 pl(1)p(2) 
2 J 全 各 空间 4Teorl2 





dVidV:. (8.27) 


注意 :之 所 以 要 引入 因子 证 ， 是 因为 在 对 dV， 和 dV 的 双重 积分 中 ,我 们 已 把 所 有 电荷 元 


对 都 计算 了 两 遍 ( 没 有 任何 方便 的 办 法 可 以 写 出 一 个 能 跟踪 电荷 对 ,以 使 每 对 仅 算 一 次 的 积 
分 式 )。 其 次 ,我 们 也 注意 到 , 式 (8. 27) 中 对 dV: 的 积分 恰好 是 点 (1) 处 的 势 , 即 是 


2(2) 


4reoriz 





dy: = $(1), 
因而 , 式 (8. 27) 便 可 以 写成 
口 = 去 [eaDsGDav' 


或 者 ,由 于 点 (2) 已 不 再 出 现 了 , 便 可 以 简单 地 写成 
站 三 esav. (8. 28) 


这 一 方程 可 做 如 下 说 明 。 电 荷 pdV 的 势能 等 于 这 电荷 与 其 所 在 处 势 的 乘积 ,因此 ,总 
能 量 就 是 对 godV 的 积分 。 但 又 有 因子 证 ， 这 仍然 是 需要 的 ,因为 我 们 把 能 量 计算 了 两 遍 。 


两 个 电荷 间 的 相互 作用 能 等 于 其 中 一 个 电荷 乘 以 其 所 在 点 由 另 一 电荷 产生 的 势 。 或 者 ,这 也 
可 认为 是 第 二 个 电荷 乘 以 该 点 由 第 一 个 电荷 产生 的 势 。 于 是 对 于 两 个 点 电荷 来 说 ,我 们 写成 








口 =9g1) = qr, 
或 U = g$(2) = qn 
注意 ,我 们 也 能 写成 
U = 去 [og(1) + gg(2)]. (8.29) 


式 (8. 28) 中 的 积分 部 分 对 应 于 (8. 29) 中 括 弧 内 的 两 项 。 这 就 是 为 什么 我 们 需要 那个 因子 
去 的 原因 。 


一 个 有 趣 的 问题 :这 静电 能 究竟 位 于 何 处 ? 或 许 我 们 也 会 问 : 谁 在 乎 呢 ? 提出 这 样 一 个 
问题 有 什么 意义 ?如 果 有 一 对 相互 作用 着 的 电荷 , 则 该 组 合 就 有 某 个 能 量 。 我 们 是 否 有 必 
要 说 出 该 能 量 定 位 于 其 中 某 一 电荷 处 .或 另 一 电荷 处 、 或 两 个 电荷 处 .或 两 个 电荷 之 间 ? 这 
些 问 题 可 能 不 具有 任何 意义 ,因为 我 们 实在 只 知道 总 能 量 是 守恒 的 。 能 量 定位 在 某 处 的 概 
念 并 非 必要 。 

然而 ,一 般 说 来 ,假定 能 说 出 能 量 位 于 某 处 ,确实 具有 意义 ,如 同 热能 那样 ,那么 ,我们 就 
应 该 对 能 量 守恒 原理 用 如 下 的 概念 加 以 推广 , 即 如 果 在 一 个 给 定 体积 内 的 能 量变 化 了 ,我们 
应 该 能 够 通过 流 进 或 流出 该 体积 的 能 量 来 说 明 这 种 变化 。 你 认识 到 ,如 果 某 些 能 量 从 一 处 
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消失 而 在 另 一 遥远 处 出 现 ,在 其 间 并 没有 任何 东西 正在 通过 (也 就 是 说 ,没有 任何 特殊 的 现 
象 发 生 ) , 则 我 们 先前 关于 能 量 守恒 原理 的 提 法 仍然 完全 正确 。 因 此 ,目前 我 们 正在 讨论 关 
于 能 量 守恒 这 一 概念 的 推广 ,也 许可 以 称 为 局 域 性 能 量 守恒 原理 。 这 样 的 一 个 原理 会 说 :在 
任何 给 定 体积 内 能 量 只 能 依据 流 进 或 流出 该 体积 的 量 来 变化 。 能 量 确实 有 可 能 是 按 这 一 方 
式 局 域 守恒 的 。 如 果 事 情 果然 是 这 样 ,我 们 应 有 一 个 比 起 总 能 量 守 但 那 种 简单 提 法 详细 得 
多 的 定律 。 实 际 情况 是 ,在 自然 界 中 能 量 是 局 域 守恒 的 。 我 们 能 够 找到 关于 能 量 在 哪里 以 
及 它 如 何 从 一 处 跑 到 另 一 处 的 公式 。 

能 够 说 出 能 量 在 哪里 是 重要 的 事情 ,还 有 一 个 物理 上 的 原因 。 按 照 引力 理论 ,所 有 质量 
都 是 引力 之 源 。 我 们 也 知道 ,根据 式 E = mc?, 质量 与 能 量 彼此 等 价 。 因 此 ,所 有 能 量 就 都 
是 引力 之 源 。 要 是 我 们 不 能 够 指明 能 量 的 位 置 ,也 就 不 能 够 指明 质量 的 位 置 。 我 们 将 不 可 
能 说 出 引力 场 的 源 究 竟 位 于 何 处 。 因 而 引力 理论 将 是 不 完整 的 。 

若 把 我 们 限制 在 静电 学 的 范围 里 ,确实 无 法 说 出 能 量 的 位 置 在 哪里 。 电 动力 学 完整 的 
麦克 斯 韦 方程 会 向 我 们 提供 多 得 多 的 知识 (尽管 此 时 答案 严格 说 来 仍 不 是 唯一 的 ) ,因此 ,我 
们 将 在 后 面 一 章 中 再 详细 讨论 这 个 问题 ,现在 仅仅 给 出 在 静电 学 的 特殊 情况 下 的 那 种 结果 。 
能 量 在 电场 所 在 的 空间 里 ,这 似乎 很 合理 ,因为 我 们 知道 , 当 电荷 加 速 时 它们 会 辐射 出 电场 
来 。 我 们 愿意 这 么 说 , 即 当 光 或 无 线 电波 从 一 点 传播 至 另 一 点 时 ,它们 随身 带 着 能 量 ,但 是 
在 这 些 波 中 却 没有 电荷 。 因 此 喜欢 把 能 量 定 域 在 电磁 场所 在 的 地 方 , 而 不 是 在 其 发 出 来 的 
电荷 那里 。 于 是 我 们 不 用 电荷 而 是 用 由 电荷 所 产生 的 场 来 描述 能 量 。 事 实 上 ,能够 证 明 式 
(8. 28) 在 数值 上 等 于 





U= 人 | .EdV. (8. 30) 
于 是 ,可 把 此 式 解释 为 : 当 电场 存在 时 ,在 该 空间 里 就 定 域 了 能 量 , 其 密度 (单位 体积 能 量 ) 为 : 
i (8.31) 


这 一 概念 如 图 8-8 所 示 。 
为 要 证 明 式 (8. 30) 与 静电 学 定律 一 致 ,我 们 现在 把 曾 在 第 6 章 中 得 到 的 有 关 o 与 $ 
的 关系 





pv 
引入 (8. 28) 式 ,因而 得 到 
U =——|s vgav. (8. 32) 
写 出 被 积 函 数 的 各 个 分 量 后 ,可 见 到 
站) 
= 关 的 起- 全 ) 坊 (9 的 二 (的 -人 沿 
一 V ($W)—(W). (W). (8.33) 


于 是 我 们 的 能 量 积分 为 


一 一 一 一 一 一 


口 = 号 | (wm -Cay 一 全 | 了 wav. 
可 以 利用 高 斯 定理 把 第 二 个 积分 变 成 一 个 面积 分 : 
| v- Gvwav =| $ Wh + nda. (8. 34) 
体积 曲面 


我 们 要 在 所 有 电荷 都 被 放置 在 某 个 有 限 距离 
内 的 假定 下 ,对 面积 伸展 至 无 限 远 处 (从 而 使 体积 
分 变 成 对 全 部 空间 的 积分 ) 的 情况 计算 该 面积 分 ， 
进行 积分 的 简单 办 法 乃 是 取 一 个 具有 巨大 半径 而 
其 中 心 位 于 坐标 系 原 点 的 球面 。 我 们 知道 , 当 离 
所 有 电荷 都 很 远 时 ,$ 会 随 1 AR 变化 ,而 V# 则 按 
1/R* 变 化 (如 果 那 里 分 布 中 的 净 电荷 为 零 , 则 这 两 
项 均 将 随 R 下 降 得 更 快 )。 由 于 该 巨大 球面 的 面 
积 随 R: 增 大 , 当 球面 的 半径 增 大 时 , 那 面积 分 将 
按照 (1/R)(1/R*)R* 一 (1 AR) 而 下 降 。 因 此 ,如 
果 把 全 部 空间 都 包括 在 我 们 的 积分 之 内 (R 一 oo)， 图 8-8 在 电场 中 每 一 体积 元 dy = dzdydz 
则 该 面积 分 将 趋 于 零 , 而 结果 为 : 含有 能 量 (% /2)ErdV 





U= 2 swan (YW)  (W)dV 一 2 omanE * EdV: (8.35) 


由 此 可 见 , 对 于 任何 电荷 分 布 , 我 们 总 能 将 其 能 量 表达 为 对 场 中 能 量 密度 的 积分 。 
$8-6 点 电荷 的 能 量 


我 们 的 新 关系 式 (8. 35) 说 明 , 即 使 单个 点 电荷 9g 也 将 有 若干 静电 能 量 。 在 这 种 情况 下 ， 
电场 是 由 下 式 给 出 的 : 


a 
eT 


因此 ,在 距离 电荷 处 的 能 量 密度 为 


oF _ 
2 32neor'” 


我 们 可 以 取 一 个 厚度 为 dr、 面 积 为 4xr 的 球 壳 作 为 体积 元 。 总 能 量 为 





EE 
0 三, 二 zu (8.36) 


Bxo r 


现在 对 于 在 ~ = oo 的 上 限 毫 无 困难 。 但 对 于 一 个 点 电荷 来 说 ,我 们 本 应 从 下 限 ~ 一 0 
积 起 ,而 这 会 给 出 一 个 无 限 大 的 数值 。 式 (8. 35) 讲 :在 一 个 点 电荷 的 场 中 会 有 无 限 大 的 能 
量 , 尽 管 我 们 过 去 是 从 只 在 点 电荷 之 间 才 有 能 量 那 种 观点 出 发 的 。 在 我 们 原来 关于 一 群 点 
电荷 的 能 量 公式 (8. 3) 中 ,并 未 把 电荷 对 于 其 本 身 的 任何 相互 作用 能 包括 在 内 。 实 际 发 生 的 
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情况 乃 是 : 当 我 们 转变 到 电荷 的 连续 分 布 . 即 式 (8. 27) 时 ,就 曾 计 入 了 每 一 无 限 小 电荷 与 所 
有 其 他 无 限 小 电荷 之 间 的 相互 作用 能 。 同 一 计算 也 包括 在 式 (8. 35) 之 内 ,因而 当 将 其 应 用 
于 有 限 多 点 电荷 时 ,我们 已 把 从 无 限 小 部 分 电荷 聚集 起 来 所 要 的 那 种 能 量 也 包括 进去 了 。 
事实 上 ,我 们 将 注意 到 : 若 应 用 有 关 一 个 带电 球体 的 能 量 表示 式 (8. 11) ,并 让 其 中 半径 趋 于 
零 , 则 我 们 也 会 获得 式 (8. 36) 中 的 那 种 结果 。 

必须 断言 ,把 能 量 定 域 在 场 中 的 那 种 概念 同 存在 点 电荷 的 假设 是 彼此 不 相 容 的。 一 种 
摆脱 困难 的 办 法 应 该 说 明 , 像 电子 那样 的 基本 电荷 并 不 是 一 些 点 ,而 实际 上 是 电荷 的 微小 分 
布 。 或 者 ,本 来 我 们 也 可 以 这 样 讲 :在 十 分 微小 的 距离 内 ,电学 理论 已 有 些 错 误 ,或 局 域 能 量 
守恒 的 概念 有 点 不 对 头 。 对 于 这 两 种 观点 中 的 任 一 个 观点 都 存在 困难 ,这 些 困难 从 未 得 到 
克服 ,一直 遗留 到 今天 。 此 后 在 某 个 时 候 , 当 我 们 已 讨论 过 诸如 电磁 场 中 的 动量 那样 一 些 附 
加 概念 之 后 ,就 将 对 在 理解 大 自然 时 所 碰 到 的 这 些 基 本 困难 给 予 更 全 面 的 估量 。 


第 9 章 大 气 中 的 电学 
$ 9-1 大 气 的 电势 梯度 


在 寻常 的 日 子 ,平坦 的 及 野 或 海洋 上 , 当 从 地 面 垂直 上 升 时 ,电势 将 每 米 增加 约 100 V。 
这 样 , 在 空气 中 就 有 一 个 竖 直 的 100 Vm“ 的 电场 。 这 电场 的 符号 与 地 面 上 带 负电 相对 应 。 
这 意思 是 说 ,在 室外 ,在 你 鼻子 的 高 度 上 就 有 高 于 你 脚下 200 V 的 电势 差 ! 你 也 许 会 问 :为 
什么 我 们 不 正好 在 人 体外 空气 中 一 米 的 距离 上 安装 一 对 电极 ,就 可 利用 这 100 V 来 点 亮 电 
灯 ?" 或 者 你 也 许 会 觉得 奇怪 : "是否 真 的 在 我 的 鼻子 和 脚底 之 间 就 会 存在 200 V 的 电势 差 ， 
那 为 什么 当 我 出 门 上 街 时 不 会 受到 电击 ?” 

我 们 先 来 回答 第 二 个 问题 。 你 的 身体 是 一 个 相当 好 的 导电 体 , 当 你 与 地 面 接触 时 ,你 和 
地 面 将 趋 于 形成 一 个 等 势 面 。 通 常 等 势 面 平行 于 地 面 ,如 图 9-1(a) 所 示 , 但 当 你 站 在 那里 
时 ,这 些 等 势 面 就 会 变形 ,而 场 看 来 像 图 9-1(b) 所 示 的 样子 。 因 此 ,在 你 的 头 与 脚 之 间 有 非常 
接近 于 零 的 电势 差 。 有 一 些 电荷 会 从 地 面 走向 你 的 头 部 ,从 而 改变 着 电场 。 它 们 有 些 会 通过 
从 空气 中 积累 的 离子 而 放电 ,但 由 这 些 过 程 形成 的 电流 十 分 微小 ,因为 空气 是 一 种 不 良 导体 。 











ZW gr Fw 
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图 9-1 (〈a) 在 地 面 上 的 电势 分 布 ; (b) 在 室外 平坦 地 方 人 身 附 近 的 电势 分 布 


如 果 把 某 件 东西 放 在 那里 就 会 改变 电场 , 那 我 们 怎么 能 够 测量 这 样 的 电场 呢 ? 有 几 种 
测量 办 法 。 一 个 办 法 是 ,把 一 个 绝缘 好 的 导体 置 于 高 出 地 面 某 个 距离 处 ,并 让 它 留 在 那里 一 
直到 它 的 电势 与 空气 的 电势 相等 时 为 止 。 如 果 它 在 那里 停留 得 足够 入, 则 空气 里 的 微小 导 
电 性 会 让 电荷 漏出 该 导体 (或 漏 到 该 导体 上 去 ) ,直到 它 取得 在 它 的 高 度 上 的 势 为 止 。 然 后 ， 
再 把 它 带 回 到 地 面 上 ,并 测量 当 这 样 做 时 势 的 改变 。 一 种 较 快捷 的 做 法 是 令 该 导体 为 一 个 
稍 有 点 儿 泄漏 的 水 桶 。 当 水 珠 滴 下 时 ,会 带 走 任何 超额 电荷 ,因而 该 水 桶 与 空气 的 势 将 趋向 
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于 相同 (正如 你 所 知道 的 ,电荷 分 布 于 表面 , 当 水 珠 漏出 来 时 “表面 各 部 分 "就 会 拆散 )。 我 
们 可 用 一 个 静电 计 来 测量 水 桶 的 电势 。 

还 有 另 一 种 直接 测量 电势 梯度 的 方法 。 由 于 存在 电场 ,所 以 在 地 面 上 就 会 有 面 电荷 

(oa 二 6E)。 如果 放 置 一 块 平坦 金属 板 在 地 面 上 





| | | 并 把 它 接地 ,负电 荷 就 会 在 它 上 面 出 现 [图 9-2 

(a)]。 现 在 若 再 对 这 块 板 覆 盖 上 另 一 块 接地 的 导 
接地 5 线 、 金属 板 4 体 B, 则 电荷 将 会 出 现在 这 一 块 训 盖 板 上 ,而 原来 
7 > 六 那 块 板 A 却 没有 电荷 了 。 当 我 们 把 B 盖 上 时 , 测 
a 量 从 A 流向 地 面 的 电流 (比方 用 一 个 连接 于 接地 


导线 上 的 电流 计 ), 便 能 找 出 原来 在 那里 的 电荷 
| 密度 ,所 以 也 就 求 得 了 电场 。 





让 六 板 在 建议 了 如 何 才能 测量 大 气 中 的 电场 后 ,我 
73 们 现在 继续 来 对 它 进行 描述 。 首 先 ,测量 的 结果 
i 表明 : 当 我 们 升 向 高 空 时 这 个 场 持续 存在 ,但 它 


会 逐渐 减弱 。 在 约 50 km 的 高 度 上 ,这 电场 变 得 
国人 十 分 微弱 ,因而 大 部 分 的 势 差 (对 已 的 积分 ) 都 发 
地 面 带 有 相同 的 面 电 奏 C5) 和 如果 这 块 板 又 。 生 在 较 小 高 度 上 。 从 地 面 起 一 直到 大 气 顶 部 总 


给 另 一 块 接地 的 导电 体恤 盖 着 , 则 它 便 不 
会 有 电荷 。 势 差 约 为 400 000 V。 


$9-2 大 气 中 的 电流 


除了 电势 梯度 以 外 , 另 一 个 可 以 测量 的 东西 就 是 大 气 中 的 电流 。 这 电流 密度 很 小 
通过 与 地 面 平行 的 每 平方 米面 积 约 有 10 pA。 空 气 显然 不 是 完美 的 绝缘 体 ,而 由 于 这 一 导 
电 性 ,一 个 微小 电流 一 一 由 刚才 所 描述 的 那 种 电场 所 引起 的 一 一 就 会 从 天 空 流向 大 地 。 

为 什么 大 气 会 有 导电 性 ? 原因 是 ,这 里 或 那里 的 空气 分 子 中 存在 个 别离 子 一 一 比如 已 
获得 了 一 个 额外 电子 .或 也 许 丧 失 了 一 个 电子 的 氧 分 子 。 这 些 离子 并 不 保持 为 单独 的 分 子 
状态 ,它们 由 于 带 有 电场 而 经 常会 把 几 个 其 他 分 子 聚 集 在 其 周围 ,于 是 每 一 离子 就 成 为 一 小 
团 块 ,与 其 他 团 块 一 起 ,在 电场 中 到 处 漂移 一 一 缓慢 地 移 上 移 下 一 一 形成 所 观察 到 的 电流 。 
这 些 离子 从 哪里 来 的 呢 ? 最 初 人 们 猜测 这 些 离子 是 由 地 球 的 放射 性 产生 的 (已 经 知道 ,从 放 
射 性 材料 发 出 的 辐射 会 把 空气 分 子 电离 而 使 空气 导电 )。 像 B 射线 那样 的 粒子 ,从 原子 核 出 
来 之 后 会 跑 得 那样 快 以 致 把 电子 从 空气 里 的 原子 中 扯 去 ,从 而 留 下 离子 。 当 然 , 这 就 暗示 
着 :要 是 我 们 升 至 较 大 高 度 , 便 会 发 现 电离 作 
用 较 少 ,因为 放射 性 全 都 藏 在 地 表 上 的 尘土 
之 中 一 一 在 镭 、 铀 \ 钾 等 的 痕迹 中 。 

为 了 检验 这 一 理论 ,有 些 物理 学 家 带 着 
仪器 乘 气 球 上 升 去 测量 空气 电离 度 ( 赫 斯 ， 
1912 年 ) ,但 发 现 的 情况 相反 一 一 单位 体积 里 
的 电离 度 随 高 度 而 增加 (仪器 与 图 9-3 所 示 静电 计 
的 相 类 似 , 两 块 金属 板 周 期 性 地 被 充电 至 一 “图 9-3 测量 由 于 离子 运动 所 引起 的 空气 导电 性 
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电势 VY。 由 于 空气 的 导电 性 ,这 两 块 板 将 慢 慢 地 放电 ,这 放电 率 用 静电 计 测 量 )! 这 是 一 个 
最 神秘 的 结果 一 一 在 关于 大 气 电 研究 的 整个 历史 中 最 为 戏剧 性 的 发 现 。 事 实 上 , 该 结果 是 
如 此 具有 戏剧 性 ,以致 需 要 一 门 全 新 的 学 科 分 支 一 宇宙 射线 学 。 大 气 电 本 身 仍 保留 它 的 
不 太 戏剧 性 的 地 位 , 电离 作用 显然 是 从 地 球 以 外 的 某 种 东西 产生 的 。 对 于 这 一 来 源 的 研究 ， 
导致 了 宇宙 线 的 发 现 。 我 们 现在 不 讨论 宇宙 线 这 一 学 科 , 只 是 说 明 宇宙 线 会 维持 离子 的 供 
应 。 尽 管 离子 经 常会 被 清除 掉 , 但 新 的 离子 却 总 会 由 外 面 来 的 宇宙 射线 粒子 创造 出 来 。 

为 准确 起 见 ,我 们 必须 说 ,除了 由 分 子 形成 的 离子 外 ,还 有 其 他 种 类 的 离子 。 微 小 的 灰 
尘 , 像 十 分 细小 的 粉末 微粒 ,会 漂浮 于 空气 中 并 带 了 电 。 它 们 有 时 被 称 为 “ 核 "。 例 如 ,在 海 
面 上 当 一 个 波浪 破碎 时 ,小 小 的 浪花 就 会 飞溅 到 空中 。 当 一 颗 这 样 的 水 珠 蒸发 时 , 它 将 留 下 
一 个 无 限 小 的 NaCl 晶体 浮 荡 于 空气 中 。 此 后 ,这 些小 晶体 可 能 会 拾取 电荷 而 成 为 离子 , 它 
们 被 称 为 “大 离子 ”。 

那些 小 离子 一 “由 宇宙 线形 成 的 一 “最 易于 移动 。 由 于 它们 那么 小 ,就 会 在 空气 中 运 
动 得 相当 快 一 在 100 Vm-!( 或 1Vem-! ) 的 场 中 其 速率 约 为 1 cms-!。 那 些 大 得 多 而 又 重 
得 多 的 离子 ,运动 起 来 就 级 慢 得 多 。 事 实 是 ,倘若 空中 有 许多 个 “ 核 ”, 它 们 会 从 那些 小 离子 
上 拾得 电荷 。 此 时 ,由 于 “大 离子 "在 场 中 运动 得 那么 慢 ,总 电导 率 就 降低 了 。 因 此 ,空气 的 
电导 率 是 很 容易 变化 的 ,因为 它 对 空气 里 存在 的 灰尘 份量 很 敏感 。 在 陆地 上 这 样 的 灰尘 比 
在 水 面 上 多 得 多 ,因为 风 会 刊 起 尘埃 ,或 在 那里 人 类 会 把 各 种 污染 擅 入 空气 之 中 。 这 并 不 奇 
怪 ,日 复 一 日 ,从 此 地 到 彼 地 ,靠近 地 面 的 电导 率 变化 得 很 厉害 。 在 地 面 任何 特定 的 地 点 所 
观测 到 的 电压 梯度 也 变化 得 很 大 ,因为 在 不 同 的 地 方 从 高 空 流下 来 的 电流 大 致 相同 ,而 只 是 
由 于 靠近 地 面 处 多 变 的 电导 率 引起 了 电压 梯度 的 差异 。 

起 因 于 离子 漂移 的 空气 电导 率 也 随 着 高 度 上 升 而 增加 得 很 快 一 由 于 两 个 原因 。 首 
先 ,由 宇宙 线 引起 的 电离 作用 随 高 度 增加 ;其 次 ,当空 气 密度 降低 时 ,离子 的 平均 自由 程 增 
大 ,从 而 在 碰撞 之 前 ,它们 能 够 在 电场 中 跑 得 较 远 一 “结果 使 电导 率 随 高 度 增 加 得 很 快 。 

虽然 空气 中 的 电流 密度 只 有 每 平方 米 几 皮 安 , 但 由 于 大 地 表面 有 许 许多 多 的 平方 米 ,以 
致 在 任何 时 刻 流 至 地 面 的 总 电流 很 接近 于 1 800 A 这 一 常数 。 当 然 ,这 个 电流 是 “ 正 ” 
的 一 一 它 把 正 电荷 带 到 地 面 上 。 因 此 ,我 们 就 有 400 000 V 的 电压 供应 ,并 伴 有 1 800 A 的 
电流 一 一 功率 达 七 亿 瓦 ! 

随 着 这 么 大 的 电流 流下 来 ,在 地 面 上 的 负电 茶会 被 很 快 放电 。 事 实 上 ,只 需 约 半 个 钟头 就 
使 整个 大 地 都 放 了 电 。 但 大 气 电场 自从 它 被 发 现 以 来 已 经 不 止 半 个 钟头 。 它 到 底 是 怎样 得 到 
维持 的 呢 ? 什么 东西 在 维持 着 电压 ? 这 电压 存在 于 地 球 与 什么 东西 之 间 ? 问题 多 得 不 胜 枚 举 。 

地 球 是 负 的 ,而 空气 中 的 电势 是 正 的 。 如 果 你 逢 得 够 高 ,那里 的 电导 率 会 大 得 使 水 平方 
向 电压 变化 的 机 会 不 多 。 对 于 我 们 所 谈 及 的 时 间 尺 度 
来 说 ,空气 实际 上 已 变 成 了 导体 。 这 发 生 在 50 km 左右 。 som_ 一 一 一 一 时 于 
的 高 空 上 。 这 一 高 度 还 没有 所 谓 “ 电 离 层 "那么 高 ,在 电 | 电 施 
高层 中 有 由 日 光 的 光电 现象 所 产生 的 大 量 离子 。 尽 管 000 | 3 
如 此 ,对 于 我 们 有 关 大 气 电 的 讨论 来 说 ,在 约 50 km 的 
高 空 处 ,空气 已 变 得 足以 导电 ,以 臻 可 以 想象 在 这 一 高 。 诲 下面， 

度 上 实际 存在 一 个 理想 的 导电 面 ,电流 从 那里 流下 来 。 二 
这 种 情况 的 图 像 如 图 9-4 所 示 。 问 题 是 : 正 电荷 怎样 会 。 图 9-4 在 晴朗 大 气 中 的 典型 电 状态 
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维持 在 那里 ? 它 是 怎样 被 泵 回去 的 ? 既然 它 已 降落 到 地 面 上 ,总 得 想 办 法 把 它 泵 回去 才 行 。 
这 是 人 们 在 相当 长 一 段 时 间 内 有 关 大 气 电 的 最 大 困惑 之 一 。 

我 们 能 够 得 到 的 每 一 点 信息 都 会 提供 关 

人 于 某 事物 的 线索 ,或 至 少 会 告诉 你 关于 它 的 某 

120 些 情况 。 这 里 就 是 一 个 有 趣 现象 :比方 , 若 在 

uo 海面 上 测量 电流 ( 它 比 起 电势 梯度 来 更 为 稳 

0 定 ) ,或 者 在 严格 条 件 下 进行 测量 ,并 十 分 小 心 

地 对 结果 加 以 平均 ,除去 不 规则 的 变化 ,我 们 

发 现 ,仍然 逐日 变化 。 对 在 洋 面 上 许多 测量 结 
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一 一 和 一 向 一 吉 - 。 果 的 平均 ,显示 出 一 种 大 致 如 图 9-5 所 示 的 屠 
时 间 ( 格林 威 治平 均 时 ) 种 跟随 时 间 的 变化 。 电 流 约 有 土 15% 的 变化 ， 

图 9-5 在 晴 归 的 日 子 里 ,在 海洋 上 大 气 电 ”而 在 伦敦 时 间 每 天 下 午 7 时 变化 最 大 。 事 情 
势 梯度 的 平均 日 变化 (参照 格林 威 治 时 间 ) 的 奇怪 方面 是 :不 论 你 在 哪里 测量 电流 一 一 是 


在 大 西洋 、 太 平 洋 或 北冰洋 上 一 一 总 是 当 伦敦 
的 钟 在 下 午 敲 7 点 时 电流 就 达到 它 的 峰值 ! 全 世界 ,电流 总 是 在 伦敦 时 间 下 午 7 时 达到 极 
大 ,而 在 伦敦 时 间 上 午 4 时 则 达到 极 小 。 换 句 话说 , 它 取 决 于 地 球 的 绝对 时 间 , 而 不 是 取决 
于 进行 观测 地 点 的 当地 时 间 。 从 一 个 方面 说 ,这 并 不 见得 神秘 , 它 与 我 们 的 下 述 观 点 一 致 ， 
即 在 大 气 项 层 有 极 高 的 横向 电导 率 , 这 使 得 从 地 面 至 顶层 间 的 电势 差 不 可 能 按 地 域 改变 。 
任何 电势 变化 都 应 该 是 全 球 性 的 ,而 事实 确 是 如 此 。 因 此 ,我 们 现在 所 知道 的 就 是 ,在 “ 顶 ” 
面 的 电势 随地 球 的 绝对 时 间 升 降 15%。 


$ 9-3 大气 电流 的 来 源 


其 次 ,我 们 必须 谈 谈 关 于 从 “ 顶 " 层 流 至 地 面 持续 对 地 球 充 负 电 的 那 种 巨大 负电 流 的 来 
源 ,承担 这 一 任务 的 电池 组 究竟 放 在 哪里 ? 这 电池 组 如 图 9-6 所 表示 。 充 电 是 通过 雷暴 雨 
和 闪电 来 实现 的 。 事 实证 明 ,那些 闪电 并 不 会 使 我 们 刚才 谈 及 的 电势 “放电 ”( 起 初 你 或 许 会 
这 样 猜测 的 )。 雷 雨 把 负电 荷 带 至 地 球 上 。 每 当 一 次 闪电 落下 时 ,十 之 八 九 会 把 大 量 负电 荷 
带 至 地 球 。 正 是 全 世界 的 这 些 雷暴 雨 经 常 以 平均 1 800 A 的 电流 把 地 球 充 起 电 来 ,然后 它 
通过 天 气 好 的 那些 地 区 逐渐 放电 。 

整个 地 面 每 天 约 有 四 万 次 雷暴 雨 ,而 我 们 可 将 其 想象 成 会 把 电荷 泵 至 上 层 以 保持 其 电 
势 差 的 电池 组 ,然后 计 入 地 面 的 地 理 因素 一 一 在 巴西 每 天 下 午 总 有 雷暴 雨 及 在 非洲 热带 地 
区 的 雷暴 雨 等 等 。 人 们 已 经 对 在 任何 时 候 世 界 范围 内 落下 多 少 次 闪电 做 了 估计 ,不 用 说 他 
们 的 估计 多 少 总 会 同 电势 差 方面 的 测量 结果 相符 :在 整个 地 面 上 雷暴 雨 活动 的 总 量 在 伦敦 
时 间 下 午 ?7 时 达到 最 高 。 然 而 ,关于 雷暴 雨 的 估计 十 分 难于 做 出 ,而 只 是 在 人 们 知道 了 必须 
发 生 那 种 变化 之 后 才 做 出 该 估计 的 。 这 些 事情 十 分 困难 ,因为 我 们 无 论 在 海洋 上 或 在 全 世 
界 所 有 各 地 区 ,都 没有 做 过 足够 多 的 观察 以 准确 地 弄 清楚 雷暴 雨 发 生 的 次 数 。 但 那些 认为 
他 们 “做 得 对 "的 人 都 曾 得 到 这 么 一 个 结果 , 即 在 世界 范围 内 每 秒 发 生 一 百 次 闪电 ,在 格林 威 
治平 均 时 间 下 午 7 点 钟 雷暴 雨 活动 达到 顶峰 。 

为 了 了 解 这 些 电池 组 是 怎样 工作 的 ,我 们 将 详细 地 考察 一 次 雷暴 雨 。 在 雷暴 雨 过 程 中 
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图 9-6 产生 大 气 电场 的 机 制 [由 William L. Widmayer 拍 的 照片 ] 


到 底 发 生 了 什么 ? 打算 就 迄今 已 知道 的 给 予 描述 。 当 我 们 进入 实际 自然 界 一 一 而 不 是 一 些 
想象 中 的 理想 导电 球体 存在 于 我 们 所 能 够 非常 熟练 地 加 以 解决 的 其 他 球面 之 内 一 一 这 种 令 
人 惊奇 的 现象 时 ,我 们 就 发 现 不 懂 的 东西 非常 多 。 任 何曾 经 经 历 过 雷暴 雨 的 人 都 会 感到 一 
种 享受 ,或 吃 了 一 惊 ,或 至 少 也 发 生 过 某 种 激动 吧 。 而 在 自然 界 中 那些 会 引起 激动 的 地 方 ， 
我 们 发 现 一 般 都 存在 与 此 相应 的 复杂 性 和 神秘 性 。 目 前 并 不 可 能 对 雷暴 雨 的 行为 做 出 准确 
描述 ,因为 我 们 懂得 的 仍然 不 太 多 。 但 我 们 愿意 尝试 对 所 发 生 的 事情 稍微 描述 一 下 。 


$9-4. 雷 暴 雨 


首先 ,一 场 普通 的 雷暴 雨 是 由 若干 个 彼此 相当 靠近 却 又 几乎 互 为 独立 的 “ 盒 形 区 域 " 构 
成 的 。 所 以 ,最 好 是 每 次 仅仅 分 析 其 中 的 一 个 盒 。 所 谓 “ 盒 形 区 " 指 的 是 一 个 在 水 平方 向 上 
占据 有 限 面 积 的 区 域 ,而 全 部 基本 过 程 都 会 在 此 中 发 生 。 通 常会 有 几 个 盒子 靠 在 一 起 ,而 在 
每 一 个 中 所 发 生 的 现象 又 约略 相同 ,尽管 可 能 在 时 间 上 有 所 不 同 。 图 9-7 以 一 种 理想 的 方 
式 指示 出 在 雷暴 雨 的 最 初 阶段 这 样 一 个 盒子 会 出 现 的 形态 。 结 果 表 明 : 在 我 们 即将 描述 的 
条 件 下 ,空气 中 某 处 会 出 现 普遍 的 空气 上 升 , 越 接近 项 层 速度 就 越 大 。 当 底层 的 温暖 而 又 潮 
湿 的 空气 上 升 时 , 它 会 被 冷却 而 其 中 的 水 蒸气 发 生 凝 结 。 图 中 那些 小 星星 代表 雪花 ,而 小 点 
点 则 代表 雨 , 但 由 于 向 上 冲 的 气流 足够 强 而 这 些 雨 滴 和 雪花 又 足够 小 ,因而 在 这 一 阶段 雪 和 
雨 都 不 会 落下 来 ,这 是 开始 阶段 ,还 不 是 真正 的 雷暴 雨 一 一 在 这 种 意义 上 地 面 上 还 未 发 生 过 
任何 变化 。 当 暖 空气 上 升 的 同时 ,还 会 把 旁边 的 空气 也 吸引 过 来 一 一 这 是 许多 年 来 一 直 被 
忽略 的 一 个 要 点 。 于 是 ,不 仅 下 面 的 空气 会 升 上 来 ,而 且 还 有 从 侧面 来 的 一 定 份量 的 空气 。 

为 什么 空气 会 像 这 样 上 升 呢 ? 正如 你 们 所 知道 的 ,高 度 越 高 空气 就 越 冷 。 地 面 被 太阳 
晒 热 ,而 这 些 热量 再 辐射 至 天 空中 则 要 依靠 大 气 高 层 中 的 水 蒸气 ,因此 ,在 高 空空 气 是 冷 
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并 费 因 受 物 理学 讲义 ( 笔 2 卷 ) 
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图 9-7 在 最 初 发 展 阶段 中 的 一 个 雷暴 雨 合 
[转载 自 美国 商业 部 气候 局 报告 ,1949 年 6 月 ] 


的 一 一 十 分 寒冷 一 一 较 低 的 地 方 它 较 温暖 。 你 
可 能 会 说 :那么 事情 很 简单 , 暖 空气 比 冷 空 气 
较 轻 , 因 而 这 个 组 合 在 力学 上 是 不 稳定 的 ,这 样 
暖 空气 便 会 上 升 。 当 然 ,如 果 在 不 同 高 度 空气 
的 温度 不 同 , 那 它 在 热力 学 上 是 不 稳定 的 。 要 
是 让 空气 本 身 无 限 久 地 不 受 影响 , 则 空气 全 部 
会 达到 相同 的 温度 。 可 是 , 它 并 非 不 受 干扰 , 太 
阳 ( 在 白天 ) 总 会 向 它 照射 。 因 此 ,问题 确实 不 
是 一 个 热力 学 平衡 的 问题 ,而 是 一 种 力学 平衡 
问题 。 假 设 我 们 一 一 像 在 图 9-8 所 示 的 那样 
一 一 把 空气 温度 相对 地 面 上 的 高 度 做 一 曲线 ， 
在 通常 情况 下 ,会 得 到 沿 一 条 像 图 9-8 中 (a) 那 
样 的 曲线 下 降 关 系 , 当 高 度 增 大 时 温度 下 降 了 。 
大 气 怎样 才能 得 到 稳定 呢 ? 为 什么 下 层 的 热 空 
气 不 会 简单 地 上 升 到 冷 空气 中 去 ? 答案 是 这 样 
的 :假如 空气 上 升 ,压强 就 会 下 降 ,而 要 是 考虑 
一 特定 区 域 里 的 空气 正在 上 升 , 则 它 将 绝热 脱 


胀 (没有 任何 热量 会 进出 该 区 ,因为 在 我 们 这 里 所 考虑 的 那么 大 的 尺寸 内 ,将 不 会 有 时 间 让 
大 批 热量 流动 )。 于 是 这 个 区 域 里 的 空气 当 升 高 时 就 会 变 冷 . 像 这 样 的 绝热 过 程 会 给 出 一 条 
如 图 9-8 中 曲线 (b) 那 样 的 温度 与 高 度 关系 。 任 何 从 下 面 升 上 来 的 空气 比 它 进 入 的 环境 温 
度 要 低 , 这 样 就 没有 理由 让 下 层 的 热 空气 升 上 来 . 假如 真 的 升 起 的 话 , 它 将 冷却 到 其 温度 比 
原来 已 在 该 处 的 空气 低 , 则 会 比 那里 的 空气 重 ,因而 刚好 一 升 上 来 就 要 再 降落 下 去 了 。 在 一 
个 美好 、 晴 朗 的 日 子 里 湿度 很 低 ,此 时 大 气 中 存在 某 个 温度 下 降 率 ,这 一 般 比 由 曲线 (b) 所 
表示 的 那 “ 极 大 稳定 梯度 "要 低 些 。 空 气 是 处 在 一 个 稳定 的 力学 平衡 状态 中 。 

另 一 方面 ,要 是 我 们 想起 一 个 里 面 含 有 许多 水 汽 的 部 分 空气 正在 上 升 ,那么 它 的 绝热 冷 


却 曲线 就 将 不 同 。 当 它 膨 胀 而 冷却 时 ,其 中 的 水 蒸 
气 将 会 凝结 ,而 这 些 正在 凝结 的 水 会 释放 出 热量 。 
因此 ,潮湿 空气 并 不 像 干燥 空气 冷却 得 那么 厉害 。 
所 以 如 果 比 平均 湿度 高 的 那 种 空气 开始 上 升 , 则 其 
温度 将 按 图 9-8(c) 那 样 的 曲线 下 降 。 它 将 变 得 冷 
一 些 ,但 仍 比 同一 高 度 的 周围 空气 要 暖和 。 如 果 一 
个 区 域 中 存在 温暖 的 湿 空 气 ,并 由 于 某 种 原因 开始 
上 升 , 则 它 始 终 比 周围 的 空气 要 轻 而 温 暖 ,所 以 将 
继续 升 高 直到 升 达 很 高 处 为 止 。 这 就 是 使 雷暴 雨 
盒 中 的 空气 上 升 的 机 制 。 

多 年 来 ,关于 雷暴 雨 盒 的 解释 就 只 是 这 样 。 但 
此 后 的 测量 结果 表明 ,云层 里 不 同 高 度 的 温度 并 不 
会 像 曲线 (c) 所 示 的 那样 高 。 原 因 是 : 当 湿 空气 的 
“气泡 "上 升 时 , 它 会 从 其 周围 捕捉 到 一 些 空气 ,并 








图 9-8 大 气温 度 。(a) 静 态 大 气 ;(b) 干 
燥 空气 的 绝热 冷却 ;(c) 湖 湿 空 气 的 绝热 
冷却 ; (dd) 潮湿 空气 与 一 些 周围 空气 混合 
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为 这 些 空气 所 冷却 。 温 度 对 高 度 的 关系 看 来 就 更 像 曲 线 (d) ,与 曲线 (c) 相 比 , 它 与 原来 的 曲 
线 (a) 要 接近 得 多 。 

当 上 述 对 流 发 生 了 之 后 ,雷暴 雨 盒 的 截面 看 来 就 像 图 9-9 那样 。 我 们 已 有 了 所 亩 “成 
熟 "的 雷暴 雨 了 。 在 这 个 阶段 ,向 上 冲 的 气流 非 
常 迅猛 ,一 直 升 达 10 000 一 15 000 m 一 一 有 时 比 。 | 
这 还 要 高 得 多 。 具 有 凝结 特点 的 雷暴 雨 盒 顶部 
会 一 直 向 上 的 至 高 出 于 一 般 云端 之 外 ,由 一 股 通 
常 约 每 小 时 60 mile 的 向 上 气流 来 完成 。 当 水 汽 
被 带 上 去 而 闯 结 时 , 它 形成 了 一 些 迅速 被 冷却 至 
0 C 以 下 的 小 水 滴 。 它 们 本 应 该 凝固 ,但 并 不 立 
只 要 
不 存在 足以 使 结晶 过 程 开始 的 一 些 “ 核 ", 水 及 其 
他 液体 往往 会 在 结晶 之 前 冷却 至 凝固 点 之 下 。 
只 有 当 一 小 块 物质 、 例 如 一 小 块 NaCl 晶体 存在 
时 ,水 滴 才 会 凝 成 一 小 冰 块 。 此 后 平衡 是 这 样 奸 
立 的 , 即 水 滴 莱 发 而 冰晶 生长 。 于 是 ,在 某 一 时 
刻 水 会 迅速 消失 ,而 冰 迅 速 形成 。 并 且 , 在 水 滴 
与 冰 粒 之 间 也 有 可 能 直接 相 撞 一 一 那些 过 冷 的 本 
水 便 粘 上 冰 粒 ,从 而 使 它 突然 结晶 。 所 以 在 云 体 | 十 点。 语 Er 
脱 胀 的 某 一 时 刻 会 有 大 的 冰 粒 迅速 累积 起 来 。 。 加 态 ”35 Re 信 过 日 比 仙人 

当 这 些 冰 粒 足 够 重 时 ,它们 穿 过 上 升 的 空 
气 开始 降落 一 一 它们 变 得 太 重 ,以 致 那 向 上 的 。 图 9-9 成 熟 的 雷暴 雨 伪 [ 转 载 自 美 国 商业 部 
气流 支持 不 住 。 当 冰 粒 落下 来 时 ,会 连同 一 点 人 
儿 空 气 也 带 下 来 ,因而 就 开始 了 一 股 向 下 刊 的 气流 。 而 足够 奇怪 的 是 ,很 容易 看 出 当 这 种 下 
刮 之 风 一 旦 开始 了 之 后 , 便 将 继续 保持 。 现 在 空气 正在 冲 下 来 ! 

注意 ,图 9-8 中 那 条 代表 云 里 实际 温度 分 布 情况 的 曲线 (d) ,要 比 适 用 于 潮湿 空气 的 曲 
线 (c) 稍 微 陡 些 *。 所 以 ,如 果 有 湿 空 气 落下 来 , 则 它 的 温度 将 按 曲 线 (c) 的 斜率 降落 ,只 要 
下 降 得 够 多 , 它 的 温度 便 会 低 于 其 周围 的 温度 ,如 图 中 曲线 (e) 所 指出 的 。 当 它 一 旦 那样 做 
时 , 它 的 密度 便 会 比 周围 的 空气 大 ,因而 将 继续 迅速 下 降 。 你 们 会 说 :“ 那 是 一 种 永恒 运动 。 
起 初 你 曾 和 争辩 说 空气 应 该 上 升 , 而 当 你 确 已 把 它 升 到 那里 时 , 却 又 同样 巧妙 地 争辩 说 它 应 该 
下 降 ”。 但 它 并 不 是 永恒 运动 。 当 情况 不 稳定 而 暖 空气 必须 上 升 时 ,显然 就 得 有 某 种 东西 来 
代替 该 暖 空气 。 同 样 确实 的 是 ,下 降 的 冷 空气 会 有 力 地 代替 那 暖 空气 ,但 你 认识 到 , 那 下 落 
的 并 不 是 原来 的 空气 。 早 期 的 论据 认为 有 某 种 特别 的 云 , 它 上 升 时 并 不 会 挟 带 旁边 的 空气 ， 
而 在 上 升 了 之 后 就 又 降落 下 来 ,这 确 有 某 种 令 人 迷惑 不 解 之 处 。 这 种 论点 需要 十 来 维持 那 
向 下 的 气流 一 一 是 一 个 难以 置信 的 论据 。 一 旦 我 们 认识 到 有 不 少 原来 空气 会 混杂 于 上 升 的 
空气 之 中 , 则 热力 学 论据 就 足以 表明 原本 处 于 某 一 高 处 的 冷 空气 会 降落 下 来 。 这 就 解释 了 
9-9 的 草图 上 的 那 种 活跃 的 雷暴 雨 形象 。 






































* 这 里 按 原文 是 “没有 那么 陡 " ,似乎 有 误 , 所 以 我 们 把 它 改 了 。 一 一 译 者 注 
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a 当空 气 降落 时 , 雨 开始 从 雷暴 雨 全 的 底 
国 2 -“”- ” 室 | 。 层 降下 来 。 另 外 , 当 那 相对 寒冷 的 空气 降落 





- -后 到 地 面 上 时 ,还 会 向 周围 扩展 。 所 以 恰好 在 
雨 尚未 落下 之 前 ,就 有 一 小 股 冷风 给 我 们 以 
大 暴雨 即将 来 临 的 预兆。 在 暴风 雨 本 身 中 ， 
-26C| 会 有 猛烈 而 又 无 规 的 阵风 ,而 在 云层 里 则 有 
ed| 。 巨大 的 满 流 ,如 此 等 等 。 但 基本 上 是 先 有 一 
股 向 上 气流 ,然后 才 有 一 股 气流 向 下 
2000 --- -- 一 -8C| 。 般 说 来 ,这 是 一 个 十 分 复杂 的 过 程 。 

i 降雨 过 程 开始 的 时 刻 也 就 是 强劲 的 下 
降 气流 开始 的 时 刻 ,实际 上 ,也 是 电 现象 发 
生 的 时 刻 。 然 而 ,在 对 闪电 进行 描述 以 前 ， 
| so Ue _+7'c| ”我 们 可 以 通过 考察 在 半 个 钟头 至 一 个 钟头 
_ 以 内 ,雷暴 雨 全 中 发 生 的 情况 来 结束 这 个 








| 
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加 全 这 Jmie 水 平方 向 比例 尺 故事 。 此 时 ,该 盒 看 来 就 像 图 9-10 所 示 的 
[tk 品 - (230ns ， 风 瘦 矢 量 比例 尺 那样 。 向 上 的 气流 停止 了 ,因为 已 不 再 有 
图 9-10 雷暴 雨 盆 的 后 一 阶段 形势 [转载 自 美国 商 ”足够 的 暖 空气 来 维持 它 。 降 雨 继续 了 一 阵 


业 部 气候 局 报告 ,1949 年 6 月 ] 子 , 最 后 连 一 些小 水 滴 都 落 了 下 来 ,情况 逐 

渐变 得 越 来 越 平静 一 一 尽管 还 有 一 些小 冰 

晶 残 留 在 高 空中 。 由 于 在 极 大 高 度 上 风 吹 向 四 面 八方 ,云端 通常 就 会 伸展 成 一 块 铁 砧 的 形 
状 。 雷 暴雨 盒 到 了 生命 的 尽头 。 


$9-5 电荷 分 离 的 机 制 


现在 要 来 讨论 对 我 们 的 目的 来 说 最 重要 的 方面 一 一 即 关于 电荷 的 发 展 情况 。 各 种 实 
验 一 一 包括 飞机 穿 过 雷暴 雨 区 ( 干 这 一 件 事 的 飞行 员 真 是 好 汉 !) 一 一 都 告诉 我 们 ,在 雷暴 雨 
盒 里 的 电荷 分 布 有 点 像 图 9-11 所 示 的 那样 。 在 项 部 有 正 电荷 ,而 在 底部 则 有 负电 荷 一 一 只 
在 云 脚 处 还 有 小 的 局 部 区 域 带 有 正 电 荷 , 这 对 每 个 人 都 曾 引起 不 少 烦恼 。 似 乎 还 没有 谁 懂 
得 为 什么 它 会 存在 那里 ,到 底 它 有 什么 重要 性 一 一 是 该 正 电荷 雨 降落 时 的 次 级 效应 、 还 是 机 
制 中 的 基本 部 分 。 假 使 它 不 存在 ,事情 该 会 简单 得 多 。 不 管 怎样 ,在 底部 占 优势 的 负电 荷 与 
在 顶部 占 优 势 的 正 电 荷 对 于 促使 地 面 带 负 电 所 必需 的 电池 组 就 有 了 正确 符号 。 正 电荷 存在 
于 6 或 7km 高 的 大 气 中 ,那里 温度 约 为 一 20 Y ,而 负电 荷 则 在 3 一 4 km 高 处 ,那里 温度 在 
0 与 一 10 信之 间 。 

聚集 在 云 底 的 电荷 大 到 足以 使 在 云 与 地 面 之 间 产 生 一 个 20 或 30、 甚 至 达到 100 MV 
的 电势 差 一 一 比 起 在 晴朗 大 气 中 从 “天 空 "至 地 面 的 0.4 MV 要 高 得 多 。 这 样 高 的 电压 会 把 
空气 击 穿 ,并 产生 大 规模 的 弧 光 放电 现象 。 当 击 穿 发生 时 ,在 雷暴 雨 区 底部 的 负电 荷 就 会 在 
闪电 中 被 带 到 了 地 面 。 

现在 我 们 将 比较 详细 地 来 描述 闪电 的 特性 。 首 先 , 附 近 应 有 大 的 电势 差 ,才能 把 空气 击 
穿 。 闪 电 会 发 生 于 一 采 云 的 两 部 分 之 间 ,或 在 云 与 云 之 间 ,或 在 云 与 地 面 之 间 。 在 每 一 次 独 
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图 9-11 在 一 个 成 熟 的 雷暴 雨 念 中 的 电荷 分 布 [转载 自 美国 商业 部 气候 


局 报告 ,1949 年 6 月 
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立 的 放电 闪光 一 一 就 是 你 所 见 到 的 那 种 闪电 一 一 中 大 约 有 20 一 30 C 的 电荷 被 带 到 地 面 。 
一 个 问题 是 : 云 要 再 生 这 些 被 闪电 所 带 走 的 20 或 30 C 电荷 需要 多 少时 间 ? 这 可 以 通过 测 
量 在 离 云 很 远 的 地 方 由 云 的 电 偶 极 矩 所 产生 的 电场 而 得 知 。 在 这 样 的 测量 中 你 可 以 见 到 ， 
在 闪电 那 一 瞬间 电场 会 突然 降低 ,然后 又 有 一 个 返回 到 原 值 的 指数 式 变化 ,这 个 指数 函数 的 
时 间 常数 对 不 同情 况 稍微 不 同 ,但 约略 在 5 s 左右 。 每 次 发 生 闪 电 之 后 ,雷暴 雨 只 消 5 s 就 
能 再 度 建立 起 它 的 电荷 。 这 并 非 意 味 着 另 一 次 闪电 一 定 要 恰恰 在 5 s 之 后 发 生 , 当 然 因 为 几 
何 形状 的 改变 等 等 ,闪电 或 多 或 少 是 无 规 发 生 的 ,但 重要 的 是 ,大 约 需要 5 s 才能 重新 创造 原来 


条 件 。 这 样 在 雷暴 雨 的 起 电机 中 会 流 经 约 4 A 的 电流 。 


这 意味 着 ,任何 为 解释 暴雨 如 何 能 产 


生 它 的 电荷 的 模型 一 定 是 具有 大 量 燃料 的 一 一 它 必 须 是 一 部 庞大 而 又 迅速 运转 着 的 装置 。 
在 进一步 讨论 之 前 ,我 们 将 考虑 一 件 几乎 肯定 是 完全 不 相干 的 \ 但 却 是 饶 有 趣味 的 事 


情 ,因为 它 的 确 表 明 电 场 对 水 滴 的 影响 。 我 们 之 所 以 
说 它 可 能 与 雷电 无 关 ,是 因为 它 联系 到 的 是 我 们 能 用 
一 东 水 流 在 实验 室 里 做 的 、 表 明 电场 对 水 滴 影 响 相当 
强 的 实验 ,而 在 雷暴 雨中 却 没有 水 流 , 那 里 只 存在 由 凝 
结 的 冰 和 水 滴 所 形成 的 云 。 因 此 ,关于 在 雷暴 雨中 起 
作用 的 机 制 问题 ,可 能 根本 就 与 能 够 在 即将 描述 的 简单 
实验 中 所 见 到 的 现象 毫 无 关系 。 要 是 你 取 一 个 小 喷嘴 
接 至 水 龙头 上 ,并 以 陡峭 的 角度 朝 上 安放 ,如 图 9-12 所 
示 , 那 么 水 便 将 以 一 小 束 流 的 形式 射出 来 并 最 后 碎 裂 
成 一 串 由 微小 水 滴 组 成 的 雾 。 如 果 你 现在 把 一 横 穿 该 
水 注 的 电场 安置 在 喷嘴 附近 (例如 把 一 根 带电 棒 移 近 
过 来 ) ,那么 该 水 流 的 形状 就 将 改变 。 若 用 弱电 场 , 则 
你 将 发 现 水 流 会 破裂 成 数目 较 少 的 一 些 大 水 滴 。 但 若 





接 至 水 管 


图 9-12 把 电场 靠近 喷嘴 时 的 
一 条 水 流 
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所 提供 的 是 一 个 强 电场 , 则 水 流 将 碎 裂 成 许 许多 多 的 微小 水 滴 一 一 比 以 前 的 要 小 得 多 * 。 
采用 弱电 场 时 ,有 一 种 会 妨碍 水 流 碎 裂 成 水 点 的 倾向 。 可 是 , 若 用 强 电场 则 拆 开 成 水 滴 的 倾 
向 就 增加 。 
有 关 这 些 效应 的 解释 可 能 是 这 样 。 如 果 有 一 条 从 喷嘴 射出 来 的 水 流 而 又 让 一 弱电 场 横 
穿 过 它 , 则 它 的 一 边 会 稍微 带 正 电 而 另 一 边 稍微 带 负电 。 此 时 , 当 水 流 破裂 时 ,一边 的 水 滴 
便 可 能 带 正 电 而 另 一 边 的 水 滴 带 负电 。 它 们 将 彼此 互相 吸引 并 将 比 以 前 更 加 倾向 于 粘 在 一 
起 一 一 水 流 不 会 那么 容易 破裂 了 。 反 之 ,如 果 电 场 较 强 , 则 存在 于 每 一 水 滴 上 的 电荷 比较 
多 ,因而 电荷 本 身 就 会 通过 其 中 的 互 斥 作用 而 协助 把 那些 水 滴 分 裂 。 每 一 水 滴 将 碎 裂 成 
许多 更 小 的 各 带 有 电荷 的 水 滴 , 因 而 它们 将 互相 排斥 而 迅速 向 外 扩展 。 所 以 当 我 们 增强 
电场 时 ,水 流 便 将 分 裂 成 更 微细 的 水 珠 。 我 们 想 要 提出 的 唯一 一 点 是 ,在 某 些 条 件 下 电 
场 能 够 对 水 滴 发 生 相当 大 的 影响 。 在 雷暴 雨中 某 些 事情 发 生 的 精确 机 制 ,还 完全 未 弄 清 
楚 ,而 且 也 完全 无 需 与 刚才 所 描述 的 现象 联系 在 一 起 。 我 们 之 所 以 把 它 包 括 进来 只 是 为 
了 使 你 们 认识 到 可 能 会 起 作用 的 那些 复杂 性 。 事 实 上 ,还 没有 谁 提出 过 以 这 种 概念 作为 
基础 而 适用 于 云 的 理论 。 
我 们 要 来 描述 两 种 已 经 发 明 的 、 用 来 解释 雷暴 雨中 电荷 被 分 离 的 理论 。 两 种 理论 都 包 
含 这 样 一 个 概念 , 即 在 凝结 的 粒子 上 带 有 某 些 电荷 ,而 在 空气 中 则 有 另 一 些 不 同 电荷 。 于 是 
通过 这 些 凝结 粒子 一 一 水 滴 或 冰 粒 一 一 在 空气 中 的 运动 ,电荷 便 分 离 了 。 唯 一 的 问题 是 :这 
些 粒子 开始 是 怎样 带电 的 ? 较 老 的 一 种 理论 被 称 为 "水 滴 破 裂 " 论 。 有 人 曾经 发 现 ,如 果 气 
流 中 有 一 水 滴 破 裂 为 两 小 块 , 则 在 水 滴 上 存在 正 电荷 ,而 在 空气 里 会 有 负电 荷 。 这 种 水 滴 破 
裂 理 论 存在 几 方面 的 缺点 ,其 中 最 严重 的 是 符号 弄 错 了 。 其 次 ,在 大 量 会 出 现 内 电 的 那 种 温 
度 带 式 雷暴 雨 傅 中 ,高 空 里 的 凝结 效应 乃 是 形成 冰 , 而 不 是 形成 水 。 
从 刚才 所 说 的 ,我 们 注意 到 , 若 能 够 想 出 一 种 在 水 滴 顶 部 与 底部 各 带 有 不 同 电荷 的 方 
法 ,而 如 果 又 能 知道 为 什么 在 一 个 高 速 空气 流 中 水 滴 会 破裂 成 大 小 两 部 分 一 一 由 于 水 滴 穿 
过 空气 的 运动 ,或 其 他 原因 使 大 的 部 分 在 前 面 而 小 的 部 
正在 漳 六 的 水 济 分 在 后 面 一 一 那么 我 们 便 会 有 一 套 理论 了 (这 与 任何 已 
知 的 理论 不 同 )。 此 后 ,在 空气 阻力 的 影响 下 ,小 滴 在 空 
E ”中 降落 不 如 大 滴 那 样 快 ,因而 取得 了 电荷 分 离 的 效果 。 
你 看 ,编造 出 各 种 可 能 性 是 有 可 能 的 。 


一 种 更 巧妙 的 .在 许多 方面 比 那 水 滴 破 裂 理论 更 为 
~@ (©) 满意 的 理论 ,是 由 C. T. R. 威尔逊 提出 的 。 我 们 将 按照 
5 威尔逊 的 办 法 用 水 滴 来 描述 它 , 尽 管 这 同一 现象 也 适用 

大 离子 于 冰 。 假 设 有 一 水 滴 正 在 约 100 Vm-: 的 电场 中 朝 着 带 


负电 的 地 面 降落 。 这 水 滴 将 有 一 个 感 生 电 侦 极 拭 一 

图 9-13 有 关 雷 暴雨 中 电荷 分 离 ”水 滴 的 底部 带 正 电 而 顶部 带 负 电 ,这 如 图 9-13 所 示 。 
的 入 入 检举 认 原来 在 空气 中 会 有 如 上 面 所 提 及 的 “ 核 " 一 那些 粗大 

而 运动 迟缓 的 离子 (高 速度 的 离子 在 这 里 没有 重要 影响 )。 假 设 当 这 水 滴 降落 时 ,接近 这 人 么 


* 一 种 方便 的 用 以 观察 水 滴 大 小 的 办 法 是 ,让 水 流落 在 一 大 块 金属 薄板 上 , 较 大 的 水 滴 会 造成 较 响 的 
声音 。 
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一 个 大 离子 。 若 这 个 大 离子 带 的 是 正 电 , 它 会 被 水 滴 底 部 的 正 电荷 所 推 开 。 因 而 , 它 就 不 会 
粘 在 该 水 滴 上 。 可 是 ,假若 该 离子 是 从 上 面 接近 水 滴 的 , 则 它 也 许 会 粘 在 那 带 负电 的 顶部 。 
但 由 于 水 滴 正 在 空中 降落 ,所 以 有 一 股 相对 于 水 滴 向 上 的 气流 ,这 气流 将 把 离子 带 走 ,如 果 
各 离子 在 空气 中 运动 得 足够 缓慢 的 话 。 于 是 正 离子 也 就 不 会 粘 在 水 滴 上 了 。 你 看 ,这 只 适 
用 于 大 而 行动 缓慢 的 离子 ,这 一 种 类 型 的 正 离子 将 不 会 粘 在 一 颗 降落 的 水 滴 前 面 或 后 面 。 
反之 , 当 一 水 滴 接 近 一 些 粗 大 而 行动 缓慢 的 负离子 时 ,它们 便 将 被 吸引 而 终于 粘 了 上 去 ,水 
滴 将 获得 负电 荷 一 一 这 个 电荷 符号 已 被 整个 地 球 上 的 原来 电势 差 所 确定 一 一 而 我 们 便 将 得 
到 一 个 正确 符号 了 。 负 电荷 将 由 这 些 水 滴 带 到 了 云 的 底部 ,而 剩 下 来 的 带 正 电 荷 的 离子 则 
将 被 各 种 向 上 气流 吹 刊 至 云顶 。 这 一 套 理论 看 来 相当 好 ,至 少 会 提供 正确 符号 ,并 且 它 也 不 
依赖 于 要 有 液态 水 滴 。 当 我 们 以 后 学 习 到 电介质 的 极 化 时 将 会 见 到 ,用 小 冰 块 也 同样 会 做 
这 些 事情 。 当 它们 处 于 电场 中 时 ,在 其 两 端 处 也 将 产生 出 电荷 。 

然而 ,即便 这 一 理论 也 还 有 一 些 问题 。 首 先 ,在 雷暴 雨中 所 牵涉 到 的 总 电荷 会 非常 多 。 
过 了 一 段 短 时 间 之 后 ,那些 大 离子 的 供应 将 告 枯竭, 因此 威 尔 还 和 其 他 人 就 建议 还 得 有 其 他 
的 大 离子 来 源 。 一 旦 这 种 电荷 的 分 离开 始 , 巨 大 的 电场 便 形 成 ,而 在 这 些 大 电场 中 某 些 地 方 
的 空气 就 可 能 发 生 电离 。 如 果 有 一 个 尖端 强烈 带电 ,或 有 任何 像 水 滴 那 样 的 小 物体 , 则 它 可 
能 将 场 集中 到 足够 强 以 致 造成 “ 刷 形 放电 ”"。 当 有 一 个 足够 强 的 电场 时 一 一 让 我 们 说 它 是 正 
的 吧 一 一 电子 们 便 将 落 入 场 中 并 在 两 次 碰撞 之 间 获 得 了 巨大 速率 。 它 们 的 速率 将 足以 在 碰 
到 另 一 个 原子 时 把 其 中 的 一 些 电 子 拉 出 来 ,而 让 正 电荷 留 在 后 面 。 这 些 新 的 电子 又 将 获得 
速率 而 与 更 多 的 原子 碰 接 。 因 此 ,就 将 有 一 种 链 式 反应 或 雪 骨 现象 发 生 ,从 而 离子 会 迅速 积 
累 起 来 。 那 些 正 电荷 被 留 在 原来 的 位 置 附近 ,因而 净 效应 就 是 把 原来 在 某 一 点 上 的 正 电荷 
分 布 在 围绕 该 点 的 一 个 区 域内 。 此 时 ,当然 就 不 再 有 强 电场 了 ,而 这 一 过 程 便 停止 。 这 就 是 
刷 形 放电 的 特点 。 有 可 能 在 云 里 的 电场 会 变 成 足够 强 ,以 致 形成 一 个 小 小 的 刷 形 放电 ;也 可 
能 还 有 其 他 别 的 机 制 ,在 一 旦 发 动 了 之 后 就 能 产生 大 量 离子 。 但 还 没有 谁 会 确切 知道 它 如 
何 动作 ,因此 ,关于 闪电 的 基本 原因 实际 上 就 还 未 完全 明白 。 我 们 仅 知道 它 是 来 源 于 雷暴 雨 
《而 且 我 们 当然 也 知道 , 雷 声 来 自 闪电 一 一 是 由 闪电 释放 的 热能 引起 的 )。 

至 少 我 们 已 能 部 分 地 理解 大 气 电 的 起 源 。 通 过 气流 、 离 子 以 及 雷暴 雨中 的 水 滴 或 冰 粒 ， 
正 \ 负 电荷 被 分 开 了 。 正 电荷 被 向 上 带 至 云顶 ( 见 图 9-11) ,而 负电 荷 则 在 电击 时 倾倒 到 地 
面 上 。 那 些 正 电 荷 还 会 离开 云顶 ,进入 具有 更 高 电导 率 的 高 层 大 气 中 ,并 将 伸展 至 全 球 。 在 
气候 晴朗 的 地 区 ,这 一 高 空 层 里 的 正 电荷 会 通过 空气 中 存在 着 的 离子 一 一 由 宇宙 线 海洋 及 
人 类 活动 所 形成 的 一 一 缓慢 地 输送 至 地 面 。 大 气 是 一 部 忙碌 工作 着 的 电机 ! 


$9-6 办 电 























作为 闪电 中 所 发 生 情 况 的 证 据 的 第 一 张 照片 是 这 样 获得 的 ,快门 打开 着 的 一 部 照相 机 
由 人 们 提 着 前 后 移动 一 一 同时 指向 闪电 所 预期 发 生 的 地 方 。 用 这 种 办 法 获得 的 早期 照片 清 
楚 地 表明 ,闪电 往往 是 由 沿 相同 路 线 的 一 连 串 放电 构成 的 。 后 来 ,一 种 安装 在 一 个 迅速 旋转 
着 的 盘 上 的 、 配 有 分 开 180° 的 双 镜 头 “ 博 伊 斯 "(Boys) 牌 照相 机 问世 了 。 由 每 一 镜头 所 形成 
的 像 模 越 胶 片 移动 一 一 图 像 按时 间 被 展开 。 比 方 , 若 内 电 重 复 着 ,就 会 有 并 排 着 的 两 个 像 。 通 
过 对 由 这 两 个 镜头 所 形成 的 像 做 比较 ,人 们 就 有 可 能 计算 出 有 关 闪 光 发 生 的 时 间 序 列 的 细节 。 
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费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 





图 9-14 由 一 部 “ 博 伊 斯 "牌照 相机 

所 拍 得 的 一 张 闪 电 照 片 [转载 自 

Schonland, Malan and Collens, Proc. 
Roy. Soc, London, 1935, 152] 


采 的 充满 着 负电 荷 的 一 根 * 导 线 "。 现 
线 底部 的 那些 电子 最 早 体会 到 这 一 








图 9-14 表示 由 “ 博 伊 斯 " 牌 照相 机 拍摄 的 一 张 照 片 。 
现在 我 们 要 来 描写 闪电。 另外 ,对 它 的 动作 仍 未 
确切 理解 。 仅 将 对 它 的 外 表 形 象 给 予定 性 描述 ,但 对 
于 它 为 什么 会 这 样 表 现 则 不 做 详细 谈论 。 我 们 将 仅仅 
平坦 及 野 上 面 云 底 带 有 负电 荷 的 那 种 普通 情 
况 。 这 条 云 的 负电 势 比 起 下 面 的 地 球 的 负电 势 来 还 要 
低 得 多 ,因而 带 负 电荷 的 电子 将 被 加 速 而 奔 向 地 面 。 
发 生 的 情况 如 下 。 全 都 从 一 种 所 谓 “ 梯 式 指 引线 " 开 
始 ,这 并 没有 像 闪电 那么 光亮 。 在 照片 上 人 们 可 以 看 
到 ,初时 一 小 点 亮 班会 从 云 洒 那 里 开始 出 现 ,随即 迅速 
地 向 下 移动 一 一 以 六 分 之 一 的 光速 进行 ! 它 只 跑 过 
50 m 左右 便 停 下 来 。 约 歇息 50 ps 之 后 , 重 又 开始 另 “ 
一 步 。 再 欢 息 一 会 就 又 跨 出 第 三 步 , 如 此 等 等 。 通 过 一 
连 串 阶 梯 而 向 地 面 运动 , 沿 着 像 图 9-15 所 示 的 路 线 。 
在 这 条 指引 线 里 有 来 自 云 洒 的 负电 荷 , 整 根 柱 里 充满 着 
负电 荷 。 并 且 , 空 气 被 那些 产生 该 指引 线 的 迅速 运动 的 
电荷 所 电离 ,因而 沿 电荷 走 过 的 这 条 路 线 空气 已 变 成 导 
体 。 在 指引 线 接触 到 地 面 的 那 一 瞬间 , 便 有 向 上 直通 云 
, 云 里 的 负电 荷 能 够 最 后 干脆 逃脱 了 出 来 。 处 在 指引 
它们 倾倒 了 出 来 , 剩 下 正 电 荷 在 后 头 , 那 又 再 从 指引 线 




















的 较 高 处 吸引 着 更 多 的 负电 荷 ,而 这 又 再 倾倒 下 来 ,如 此 等 等 。 所 以 最 后 一 部 分 云 休 里 的 全 部 
负电 荷 将 沿 着 这 根 柱 以 迅速 而 有 力 的 方式 奔跑 出 来 。 因 此 你 所 见 到 的 闪电 乃 是 从 地 面 跑 上 去 


的 ,如 图 9-16 所 
就 是 能 够 产生 十 









实际 上 ,这 一 主要 闪电 一 一 是 其 中 最 明亮 的 部 分 一 一 称 为 回路 闪电 。 这 
分 明亮 的 光 的 那 种 东西 ,而 其 热量 使 空气 迅速 膨胀 从 而 发 生 霹雳 一 声 雷 响 。 
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地 面 
图 9-15 “ 梯 式 指引 线 " 的 形成 





图 9-16 回路 闪电 沿 着 指引 线 所 开辟 的 道路 回头 跑 上 去 


第 9 章 大 气 中 的 电学 


在 一 次 闪电 中 ,电流 的 峰值 达到 约 10 000 A, 由 它 带 下 来 的 电荷 约 为 20 C。 

但 至 此 事态 仍 未 结束 。 可 能 在 大 约 百 分 之 几 秒 后 , 当 这 个 回路 闪电 消失 时 , 另 一 条 梯 式 
指引 线 又 冲 了 下 来 。 但 这 一 次 中 间 不 再 歇息 。 它 被 称 为 " 飞 标 引线 " ,一 直 奔 跑 下 来 一 一 一 
下 子 就 从 顶 到底 。 它 全 力 完全 沿 着 旧 路 前 进 ,因为 那里 还 有 足够 多 的 余 燃 使 它 成 为 一 条 最 
易 通 得 过 的 路 径 。 这 一 条 新 的 指引 线 又 再 充满 着 负电 荷 。 当 它 接触 到 地 面 的 一 刻 一 一 赂 的 
一 声 ! 一 一 沿 着 该 路 径 就 有 一 个 回路 闪电 一 直 往 上 冲击 。 所 以 你 会 看 到 闪电 一 再 发 生 。 有 
时 仅 闪 击 一 两 次 ,有 时 五 或 十 次 一 有 一 次 在 同一 条 路 线 上 竟 有 多 达 42 次 的 闪电 被 看 
到 一 一 但 总 是 迅速 地 相继 发 生 的 。 

有 时 事情 甚至 变 得 更 加 复杂 。 例 如 ,在 其 中 一 次 歇息 之 后 ,该 指引 线 可 能 通过 送出 两 个 
阶梯 一 一 都 是 朝 下 指向 地 面 的 ,但 在 不 同 的 角度 上 一 一 而 发 展 成 一 种 分 支 ,如 图 9-15。 此 
后 会 发 生 什么 情况 ,将 取决 于 其 中 是 否 有 一 条 支 肯定 更 早 地 到 达 地 面 。 如 果真 的 是 这 样 , 则 
那 明亮 的 (把 负电 荷 倾 卸 到 地 面 上 的 ) 回 路 闪电 便 会 沿 这 条 直达 地 面 的 支 路 往 上 冲 ,而 在 其 
通 往 云 采 的 路 程 中 经 过 该 分 叉 点 时 ,就 有 一 条 明亮 的 闪电 沿 另 一 条 支 路 往 下 跑 。 为 什么 ? 
因为 负电 荷 正 在 倾倒 而 下 ,而 这 便 点 燃 了 闪电 。 这 电荷 开始 在 那个 次 级 分 支 的 顶端 运动 ,把 该 
支 路 中 那些 较 长 的 相继 部 分 排 空 , 因 而 该 明亮 闪电 便 显示 出 是 在 沿 该 支 路 奔跑 下 来 ,同时 闪电 
也 朝 着 云 打 伸展 上 去 。 然 而 ,倘若 这 些 额外 的 指引 线 支 路 有 一 条 恰巧 几乎 同时 与 那 原来 的 指 
引线 到 达 地 面 , 则 有 时 恰巧 可 能 那 第 二 次 闪电 的 飞 标 指 引线 沿 着 这 第 二 条 支 路 。 于 是 ,我 们 便 
见 到 第 一 次 主 闪 光 发 生 在 一 处 ,而 第 二 次 闪光 则 发 生 在 另 一 处 。 它 是 从 原来 概念 衍生 来 的 。 

再 者 ,对 于 十 分 靠近 地 面 的 区 域 ,我 们 上 面 的 描述 就 过 于 简化 了 。 当 该 梯 式 指引 线 离 地 面 
100 m 内 时 ,有 证 据 表明 从 地 面 发 生 了 放电 来 迎接 它 。 大 概 电 场 已 变 强 至 足以 使 一 刷 形 放电 
产生 。 例 如 , 设 有 一 尖锐 物体 ,诸如 有 尖顶 的 一 座 建筑 物 ,那么 当 指引 线 落下 至 该 屋顶 附近 时 ， 
电场 是 那么 强大 以 致 放电 从 尖端 开始 而 向 上 达到 该 指引 线 。 闪 电 倾 向 于 打击 这 样 的 一 点 。 

显然 久 已 明白 ,高 答 的 东西 常 受 雷击 。 波 斯 王 哲 息 斯 (Xerxes) 的 顾问 阿 塔 班 尼斯 
(Artabanis) 曾 有 一 句 名 言 , 那 是 当 哲 息 斯 企图 把 整个 已 知 世界 都 归 由 波斯 人 管辖 而 出 征 
时 ,他 给 予 他 的 主子 关于 对 希腊 的 一 次 预谋 攻击 的 忠告 。 阿 塔 班 尼斯 说 : "看 上 帝 怎样 利用 
他 的 闪电 来 毁灭 那些 大 野兽 ,他 不 能 容忍 它们 逐渐 变 做 慢 , 而 那些 小 动物 却 从 未 惹 怒 过 他 。 
同样 ,他 又 如 何 使 他 的 闪电 总 是 落 在 高 屋 和 高 树 上 。 然 后 ,他 才 解 释 理由 : “因此 ,十 分 明白 ， 
他 喜欢 把 任何 灾难 都 降落 在 那些 自 高 自 大 的 东西 上 面 ”。 

你 是 否 会 认为 一 一 现在 你 已 经 懂得 了 闪电 总 要 打击 高 大 树木 的 真正 原因 一 一 比 2 400 
年 前 的 阿 塔 班 尼 斯 对 国王 有 关 军 事 上 的 忠告 更 加 明智 ? 不 要 自 高 自 大 ,你 做 起 来 只 会 比 他 
更 缺乏 诗意 。 
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第 10 章 电 介质 
$10-1 介 电 常量 


这 里 ,我 们 开始 讨论 在 电场 的 影响 下 物质 的 另 一 种 特殊 性 质 。 上 一 章 我 们 曾 考虑 过 时 
体 的 行为 ,其 中 电荷 为 了 响应 电场 而 自由 地 移 至 这 样 的 点 上 ,使 得 在 导体 内 部 不 再 残留 电 
场 。 现 在 我 们 将 讨论 绝缘 体 , 即 那 种 不 能 导电 的 材料 。 也 许 人 们 起 初 会 认为 不 应 该 有 任何 
效应 。 然 而 ,利用 一 个 简单 验 电器 和 一 个 平行 板 电容 器 ,法 拉 第 就 发 现 事 实 并 非 如 此 。 他 的 实 
验 表 明 , 在 这 个 电容 器 的 两 板 间 塞 进 一 块 绝缘 体 时 ,其 电容 会 增加 。 若 绝缘 体 完全 充满 两 板 的 
间隙 ,电容 会 增 大 < 倍 , 而 < 的 大 小 仅 取决 于 该 绝缘 材料 的 性 质 。 绝 缘 材料 也 称 作 电介质 。 这 
样 ,该 因子 «就 代表 电介质 的 一 种 特性 ,因而 被 称 为 介 电 常 量 。 当 然 ,真空 的 介 电 常 量 为 1。 

现在 我 们 的 问题 在 于 解释 :如 果 绝缘 体 确实 是 绝缘 的 而 不 能 导电 , 那 为 什么 还 会 有 
某 种 电 效应 呢 ? 我 们 从 电容 增 大 这 一 实验 事实 出 发 , 试 找 出 可 能 的 原因 。 考 虑 一 个 平 
行 板 电容 器 ,在 其 两 导体 表面 上 带 有 一 些 电 荷 ,让 我 们 假定 顶 极 带 着 负电 而 底板 带 着 
正 电 ,两 板 的 间距 为 d, 而 每 块 板 的 面积 为 A。 正 如 以 前 我 们 曾经 证 明 过 的 ,这 样 一 个 
电容 器 的 电容 为 
oA 


c= 当 


(10.1) 


而 在 其 上 面 的 电荷 与 电压 的 关系 为 
Q= CV. (10.2) 


现在 有 这 样 的 实验 事实 : 若 把 一 块 留 西 特 (一 种 人 造 荧光 树脂 ) 玻 璃 那样 的 绝缘 材料 塞 进 极 
板 之 间 , 则 我 们 会 发 现 电容 增 大 了 。 当 然 ,这 意味 着 ,对 于 相同 的 电荷 来 说 电压 则 是 降低 了 。 
可 是 电压 或 电势 差 等 于 电场 经 过 电容 器 的 积分 ,因而 我 们 必然 得 出 结论 ,即使 两 板 上 的 电荷 
保持 不 变 ,电容 器 里 的 电场 还 是 会 减弱 的 。 

怎么 会 这 样 呢 ? 有 一 个 由 高 斯 创立 的 定律 告诉 我 们 ,电场 通 量 正比 于 所 包围 的 电荷 。 
考虑 图 10-1 那个 由 虚线 表示 的 高 斯 面 S。 由 于 有 电介质 存在 时 电场 被 削弱 ,所 以 我 们 断 
定 ,在 该 面 内 的 净 电 荷 应 少 于 没有 该 材料 时 的 净 电 荷 。 只 有 一 个 可 能 的 结论 , 那 就 是 在 电 介 
质 表 面 上 必然 存在 正 电 荷 。 由 于 场 虽 被 前 弱 了 ,但 不 是 降低 至 零 ,所 以 我 们 应 期 待 这 正 电 荷 
仍 比 在 导体 表面 上 的 负电 荷 少 。 因 此 ,只 要 能 够 以 某 种 方式 理解 , 当 介 电 材料 被 置 于 电场 中 
时 会 有 正 电荷 感 生 于 其 一 面 而 负电 荷 感 生 于 另 一 面 ,这 一 现象 便 可 以 得 到 解释 。 

我 们 会 预料 ,对 于 导体 来 说 ,这 同一 现象 也 会 发 生 。 比 方 , 假 设 有 一 个 板 间距 为 a 的 电 
容器 ,而 我 们 将 一 块 厚度 为 5 的 电 中 性 导体 放 进 两 板 之 间 , 如 图 10-2 所 示 。 电 场 在 顶 面 会 
感 生 正 电荷 ,而 在 底面 感 生 负电 荷 ,因而 在 导体 内 部 就 没有 电场 了 。 但 在 其 他 空间 里 的 场 ， 
则 和 未 放 进 该 导体 时 一 样 ,因为 它 等 于 面 电 荷 密度 除 以 。。 可 是 ,为 了 获得 电压 (电势 差 ) 得 
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图 10-2 车 把 一 块 导 电 板 放 进 一 个 平行 板 电 容器 的 空 阶 里 ,那些 感 生 电 
荷 就 会 使 导体 内 之 场 减 少 至 零 


进行 积分 ,此 时 所 取 的 距离 却 已 经 缩短 了 。 该 电压 为 
Y= (A= b). 


关于 电容 的 最 终 公 式 与 式 (10.1) 相 似 , 即 
6A 
C= 70—0n). 人 
只 要 用 (d 一 5b) 来 代替 d 罢了 。 
电容 按 一 定 因子 增 大 ,而 这 个 因子 取决 于 (5/d), 即 被 导体 所 占 的 体积 与 原来 空间 体积 
的 比例 。 
上 述 实 验 结果 为 我 们 提供 了 一 个 关于 电介质 到 底 是 怎么 回 事 的 形象 化 模型 一 一 在 材料 
内 部 有 许多 会 导电 的 小 片 。 这 么 一 个 模型 的 困难 在 于 它 具 有 某 一 特定 轴 , 即 那些 片 的 法 线 ， 
而 大 多 数 电 介质 却 没 有 这 么 一 种 轴 。 然 而 , 若 我 们 假定 所 有 介 电 材料 都 含有 彼此 绝缘 分 开 的 
小 导电 球体 ,如 图 10-3 所 示 的 那样 ,这 一 困难 则 可 以 消除 的 。 介 电 常 量 现象 可 以 通过 感 生 于 
每 个 球 上 的 电荷 的 效应 来 加 以 解释 。 这 是 用 来 解释 被 观 CNA 2 有 
察 到 的 法 拉 第 现象 的 最 早 有 关 电 介质 的 物理 模型 之 一 。 2 2 We 
更 具体 地 说 ,曾经 假定 材料 里 每 一 原子 是 一 个 理想 导 休 ， 改作 必 改 必 必 要 
但 彼此 互相 绝缘 。 介 电 常 量 « 应 该 取决 于 这 些 导电 小 球 





图 10-3 关于 电介质 的 一 个 模型 。 小 
体 所 占 空间 的 比例 。 然 而 ,这 并 不 是 目前 常用 的 模型 。 导电 球体 被 埋 在 一 块 理想 绝缘 体 之 中 
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$10-2 极 化 矢量 P 


如 果 我 们 更 深入 地 进行 上 面 的 分 析 , 便 会 发 现 ,关于 完全 导电 性 与 完全 绝缘 性 范围 的 概 
念 并 不 是 必要 的 。 每 一 个 小 球 的 作用 就 像 一 个 电 偶 极 子 , 而 其 偶 极 矩 则 是 由 外 电场 感 生 的 。 
对 于 理解 电介质 所 唯一 不 可 缺少 的 东西 是 :在 该 材料 里 感 生 了 许 许多 多 个 小 偶 极 子 。 是 否 
由 于 具备 一 些小 导电 球体 或 由 于 其 他 原因 才 会 感 生 那些 偶 极 子 , 却 是 无 关 紧 要 的 。 
如 果 原 子 不 是 一 个 导电 球体 , 那 电 场 为 什么 会 在 原子 中 感 生 
一 个 电 偶 极 矩 呢 ? 这 一 课题 将 留 在 下 一 章 中 做 较 详 尽 的 讨论 ,内 
容 会 涉及 介 电 材料 的 内 部 机 制 。 然 而 ,我 们 在 这 里 要 举 出 一 个 例 
子 以 显示 一 种 可 能 的 机 制 。 一 个 原子 在 其 核 上 带 有 正 电荷 ,而 在 
其 周围 则 有 一 些 负电 子 。 当 处 于 电场 中 时 , 核 会 被 吸引 向 一 方 ， 
而 电子 向 另 一 方 。 电 子 的 轨道 或 波形 (或 用 任何 一 种 量子 力学 图 
像 ) 将 在 某 种 程度 上 变 了 形 , 如 图 10-4 所 示 , 负 电荷 的 重心 将 移 
电子 分 布 动 而 不 再 与 核 上 的 正 电荷 相 重合 。 这 样 的 一 种 电荷 分 布 我 们 曾 
经 讨论 过 。 若 从 远 处 看 , 则 这 么 一 个 电 中 性 位 形 在 一 级 近似 下 它 
相当 于 一 个 小 的 电 偶 极 子 。 
这 样 说 似乎 更 合理 : 若 场 不 太 强 , 则 所 感 生 的 偶 极 和 矩 将 与 
场 成 正比 。 这 就 是 说 ,弱电 场 将 把 电荷 稍微 移动 一 点 ,而 强 
电场 则 把 它们 移动 得 多 些 一 一 总 是 与 场 成 正比 一 一 除非 位 移 
变 得 太 大 。 在 这 一 章 的 其 余部 分 ,我 们 将 假定 电 偶 极 矩 严格 
地 与 场 成 正比 。 
现在 我 们 将 设想 ,在 每 一 原子 中 存在 间距 为 5 的 两 个 电荷 9， 
ee 相 因而 %5 就 是 每 一 原子 的 偶 极 矩 (我 们 采用 8, 因为 已 把 d 用 于 两 
极 板 的 间距 了 )。 设 单位 体积 中 含有 N 个 原子 , 则 单位 体积 的 偶 
于 核 末 说 已 有 了 移动 。 极 抵 等 于 NG8。 这 个 单位 体积 偶 极 炬 将 用 矢量 P 来 代表 。 不 用 
说 , 它 处 在 各 个 电 偶 极 矩 的 方向 ,也 就 是 处 在 电荷 位 移 8 的 方向 : 


P= Naé. (10.4) 


一 般 说 来 ,在 电介质 里 面 P 将 随 位置 而 改变 。 可 是 ,在 材料 中 的 任 一 点 ,P 与 电场 E 成 
正比 。 这 个 比例 常数 取决 于 电子 移 位 的 容易 程度 , 它 将 与 构成 该 材料 的 原子 种 类 有 关 。 

实际 上 是 什么 东西 在 决定 这 个 比例 常数 如 何 表 现 ,对 十 分 强大 的 场 这 个 常数 保持 不 变 
会 准确 至 什么 程度 ,以 及 在 不 同 材料 内 部 会 有 什么 事情 发 生 ,关于 这 些 我 们 都 将 在 以 后 讨 
论 。 目 前 ,我 们 将 简单 假定 ,存在 一 种 与 电场 成 正比 的 感 生 电 偶 极 矩 的 机 制 。 

















$10-3 极 化 电荷 


现在 让 我 们 来 看 看 ,这 一 模型 对 于 含有 电介质 的 电容 器 的 理论 会 提供 些 什么 ? 首先 , 考 
虑 其 中 每 单位 体积 含有 一 定 电 偶 极 矩 的 一 片 材 料 。 平 均 说 来 ,是 否 会 存在 由 此 而 产生 的 任 








何 电荷 密度 ?如 果 P 是 均匀 的 , 那 就 不 会 有 。 即 如 果 彼此 被 相对 移 了 位 的 正 电荷 和 负电 荷 
都 有 相同 的 平均 密度 ,那么 它们 被 移 了 位 这 个 事实 就 不 会 在 该 体积 里 产生 任何 净 电 荷 。 反 
之 ,要 是 王 在 某 一 地 方 较 大 而 在 另 一 地 方 较 小 , 那 就 会 意味 着 被 移 进 某 一 区 域 的 电荷 比 移 
出 的 要 多 。 因 此 ,我 们 会 预期 得 到 一 个 体 电荷 密度 。 对 于 平行 板 电 容器 来 说 ,我 们 假定 P 
是 均匀 的 ,因而 就 只 需 考虑 在 表面 所 发 生 的 情况 。 在 一 个 表面 上 ,负电 荷 即 电子 ,实际 上 被 
移出 了 一 段 距离 3; 在 另 一 个 表面 上 ,它们 却 向 里 面 移动 ,因而 留 下 正 电 荷 使 之 实际 上 移出 
一 段 距 离 68。 如 图 10-5 所 示 , 我 们 将 有 一 个 称 为 面 极 化 电荷 的 面 电 荷 密度 。 
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图 10-5 在 均匀 电场 中 的 一 片 电介质 。 正 电荷 相对 于 负电 荷 被 移动 了 一 段 距离 3 











面 极 化 电荷 可 以 这 样 计算 。 设 A 为 板 的 面积 , 则 出 现在 板 面 上 的 电子 数目 应 等 于 A， 
N( 单 位 体积 的 电子 数 ) 及 位 移 3 一 一 这 里 假定 它 与 板 面 垂直 一 一 三 者 的 乘积 。 表 面 电 荷 可 
由 此 再 乘 上 电子 电荷 % 而 获得 。 为 要 得 到 在 表面 上 感 生 的 极 化 电荷 面 密度 ,我 们 除 以 A。 
因此 , 面 电 荷 密度 的 大 小 为 
out 一 Ng 


但 这 恰好 等 于 式 (10.4) 中 极 化 矢量 的 量 值 : 
ou = P. (10.5) 


面 电荷 密度 就 等 于 材料 内 的 极 化 强度 。 当 然 ,这 面 电荷 在 一 个 面 上 是 正 的 ,而 在 另 一 个 面 上 
则 是 负 的 。 

现在 让 我 们 假定 ,上 述 那 块 板 就 是 存在 于 平行 板 电容 器 中 的 电介质 。 构 成 电容 器 的 那 
两 块 金属 板 也 带 有 面 电 荷 ,这 我 们 将 称 之 为 aa ,因为 这 些 电荷 可 以 在 导体 上 到 处 “自由 " 移 
动 。 当 然 ,这 就 是 对 电容 器 充电 时 我 们 放 上 去 的 电荷 。 必 须 强调 ,cak 之 所 以 存在 只 是 由 于 
有 了 em。 如 果 通 过 使 电容 器 放电 而 将 cgw 移 去 , 则 cak 将 消失 ,但 它 没有 沿 放 电导 线 跑 
掉 ,而 是 缩 回 材料 里 面 去 了 一 一 由 于 材料 内 部 极 化 的 衰减 。 

现在 ,我 们 可 以 将 高 斯 定律 用 于 图 10-1 的 那个 高 斯 面 S。 电 介质 里 的 电场 已 等 于 总 的 
面 电 荷 密度 除 以 。。 很 明显 ,omr 与 caw 具有 相反 符号 ,因而 





已 一 0 (10.6) 

注意 ! 金属 板 与 电介质 表面 间 的 电场 E。 要 比 正大 一 些 , 它 仅 对 应 于 ceu。 但 这 里 我 

们 所 关心 的 却 是 电介质 内 部 的 场 ,如 果 电介质 几乎 充满 了 两 板 间 的 颖 阶 , 那 么 场 就 遍及 几乎 
整个 体积 。 利 用 式 (10. 5) ,我 们 可 以 写 出 


E= saa—P (10.7) 
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这 个 式 并 不 会 告诉 我 们 关于 电场 的 样子 ,除非 已 知道 P 是 什么 。 然 而 ,这 里 我 们 已 假定 P 
依赖 于 下 一 一 实际 上 是 正比 于 E。 这 个 比例 式 通 常 写成 


P= XoE. (10.8) 
常数 X 称 为 该 电介质 的 电极 化 率 。 
于 是 , 式 (10. 7) 变 成 





下 一 ae 一] ， . 
间作 于 珍 人 
这 向 我 们 提供 了 关于 场 被 减弱 的 因子 1/(1 十 X)。 
两 板 间 的 电压 等 于 对 电场 的 积分 。 既 然 场 是 均匀 的 ,积分 就 不 过 是 与 两 板 间 距 4 的 
乘积 。 我 们 有 





V= Ed= od 
1+) 


在 电容 器 上 的 总 电荷 为 cnwA, 以 致 由 式 (10.2) 所 定义 的 电容 变 成 
@A(1+X) xoA 


c= 一 -等 . 


我 们 已 解释 了 所 观察 到 的 事实 。 当 一 平行 板 电 容器 充满 了 电介质 时 ,其 电容 就 增 大 这 
么 一 个 倍数 





(10. 10) 


«= 1+X, (10.11) 


它 代 表 该 材料 的 一 种 特性 。 当 然 ,我 们 的 解释 还 不 够 完全 ,要 等 到 已 能 解释 一 一 这 将 在 以 后 
来 做 一 一 原子 极 化 是 怎样 产生 时 才 行 。 

现在 ,让 我 们 来 考虑 某 种 稍微 复杂 的 东西 一 一 极 化 强度 P 不 是 处 处 相同 的 那 种 情况 。 
正如 上 面 曾经 提 到 的 ,如 果 极 化 不 是 常数 ,一 般 会 预期 在 体积 内 找到 电荷 密度 ,因为 进入 一 
个 小 体积 元 一 边 的 电荷 比 离开 另 一 边 的 电荷 也 许 会 多 一 些 。 我 们 怎样 才能 求 得 到 底 有 多 少 
电荷 为 一 个 小 体积 所 获得 或 丧失 了 呢 ? 

首先 ,让 我 们 计算 当 材 料 被 极 化 时 有 多 少 电荷 会 通过 任 一 个 想象 的 表面 。 倘 若 极 化 对 
直 于 该 表面 , 则 穿 过 一 个 表面 的 电荷 量 恰 好 就 等 于 已 乘 以 该 面积 。 当 然 , 要 是 极 化 与 该 表 





面相 切 , 那 便 不 会 有 任何 电荷 通过 该 表面 。 
按照 我 们 曾经 用 过 的 同样 的 论据 ,很 容易 看 出 ,通过 任 一 面积 元 的 电荷 将 与 垂直 于 该 面 
积 的 P 的 分 量 成 正比 。 试 比较 图 10-6 和 10-5。 我 

SN 们 见 到 在 一 般 情况 下 , 式 (10. 5) 应 改写 成 

全 <“ ok = Pen. ， (10.12) 
若 我 们 考虑 在 电介质 里 的 一 个 想象 的 面积 元 ， 
那么 式 (10. 12) 便 会 给 出 通过 该 面积 的 电荷 ,但 不 
图 10-6 在 电介质 里 通过 个 想象 的 面 。 会 形成 净 电荷 ,因为 该 面 两 边 的 电介质 所 贡献 的 仍 
积 元 的 电荷 与 垂直 于 该 面积 的 己 的 分 量 。 是 等 量 异 号 电荷 。 
成 正比 然而 ,电荷 的 位 移 的 确 能 产生 体 电荷 密度 。 任 
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何 体积 V 通过 极 化 向 外 移出 的 总 电荷 等 于 P 的 向 外 垂直 分 量 对 包围 该 体积 的 S 面 的 积分 
( 见 图 10-7)。 一 个 相等 而 异 号 的 剩余 电荷 则 被 遗留 在 后 头 。 我 们 把 在 体积 V 内 的 净 电 荷 
记 作 AQak ,就 可 以 写 出 


AQue = 一 | 了. nda. (10.13) 


还 可 认为 AQww 是 具有 密度 pur 的 体 电荷 分 布 引 
起 的 ,因而 


AQat = | pte dV. (10. 14) 


将 这 两 式 结合 起 来 , 便 得 





| oueav =-|P nda. (10.15) 
我 们 已 有 一 种 把 来 自 极 化 材料 的 电荷 密度 与 极 化 。 图 10-7 非 均匀 的 极 化 强度 下 会 在 电介质 
矢量 相 联 系 起 来 的 高 斯 定理 。 可 以 看 到 ,这 与 上 体内 形成 净 电荷 


面 在 平行 板 电容 器 中 的 电介质 表面 上 的 极 化 电荷 
所 获得 的 结果 相符 。 把 式 (10. 15) 应 用 到 图 10-1 中 的 那个 高 斯 面 上 ,该 面积 分 给 出 PAA, 而 在 
里 面 的 电荷 为 ak AA ,所 以 我 们 又 再 度 获 得 oak 一 P。 

正如 以 前 我 们 对 静电 学 的 高 斯 定律 所 做 的 那样 ,可 以 将 式 (10. 15) 转 变 成 一 个 微分 形 
式 一 一 利用 数学 上 的 高 斯 定理 : 


[Pnda=|,v. Pav. 


我 们 得 : 
pak =—V* P. (10. 16) 


若是 非 均匀 极 化 , 则 它 的 散 度 给 出 在 该 材料 里 的 净 电荷 密度 。 我 们 强调 ,这 是 完全 真实 的 电 
荷 密 度 。 之 所 以 叫 它 作 “ 极 化 电荷 ", 只 是 为 了 要 提醒 我 们 自己 , 它 是 如 何 得 来 的 。 


$10-4 有 电介质 时 的 静电 方程 组 


现在 ,让 我 们 把 上 述 结果 同 静电 学 理论 结合 起 来 。 静 电学 的 基本 方程 是 


V:E= Se (10.17) 
o 


这 里 o 指 一 切 电荷 的 密度 。 由 于 极 化 电荷 不 容易 被 注意 ,因而 把 p 分 开 成 两 部 分 是 很 方便 

的 。 我 们 再 把 由 非 均匀 极 化 所 引起 的 电荷 叫 作 pur ,而 把 所 有 其 他 的 电荷 叫 作 paw。 通 常 

pe 由 指 我 们 放 在 导体 上 面 的 或 是 置 于 空间 某 些 特定 位 置 上 的 电荷 。 于 是 , 式 (10. 17) 便 变 成 
六 .也 一 6 十 pak 一 Ca 由 一 六 了， 


@ oo 
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vy. (E+£)= ea. (10. 18) 


当然 ,那个 关于 E 的 旋 度 方程 却 没有 改变 : 
VxXxE=0. (10.19) 
由 式 (10. 8) 取 P, 我 们 便 得 到 一 个 较 简单 的 方程 : 


V [QOE]=V. (xE) 一 Eas. (10. 20) 


这 些 就 是 当 有 电介质 时 的 静电 学 方程 组 。 当 然 ,它们 并 没有 陈述 任何 新 的 东西 ,但 对 于 其 中 
pa 由 为 已 知 \ 而 极 化 强度 P 又 是 正比 于 E 的 那些 情况 , 则 在 计算 上 它们 仍 不 失 为 较 方便 的 
一 种 形式 。 

请 注意 ! 我 们 并 没有 把 介 电 “常量 "x 提 到 散 度 之 外 。 那 是 因为 它 不 一 定 会 处 处 相同 。 
如 果 它 的 值 处 处 相同 , 则 可 以 把 它 提出 来 ,因而 方程 组 就 不 过 是 那些 用 “来 除 电荷 密度 pam 
的 静电 方程 组 了 。 我 们 所 给 出 的 那 种 形式 的 方程 组 仍 适用 于 一 般 情 况 , 即 场 中 不 同 地 点 可 
能 存在 不 同 的 电介质 。 这 样 ,该 方程 组 就 可 能 很 不 容易 求解 了 。 

有 一 件 具 有 某 种 历史 重要 性 的 事情 应 在 这 里 提出 。 在 电学 的 早期 ,对 极 化 的 原子 机 制 
还 未 了 解 ,而 oak 的 存在 也 未 被 觉察 到 。 当 时 pa 被 认为 是 全 部 电荷 密度 。 为 了 把 麦克 斯 
韦 方程 组 写成 一 简单 形式 ,一 个 新 的 矢量 D 被 定义 为 E 与 P 的 线性 组 合 : 


D=6E+P. (10.21) 
结果 , 式 (10. 18) 和 (10. 19) 就 曾 被 写成 表面 上 看 来 十 分 简单 的 形式 : 
V:D=pam; VXE= 0. (10. 22) 


人 们 能 否 解 出 这 组 方程 ? 只 有 给 出 了 D 与 EE 之 间 关 系 的 第 三 个 方程 才能 做 到 。 当 式 (10. 8) 
成 立时 ,这 个 关系 为 
D= 6w(l+X)E = roE. (10.23) 


上 述 方程 往往 被 写成 
D=.E, (10. 24) 


其 中 仍然 是 描述 材料 介 电 特性 的 另 一 个 常数 。 它 被 称 为 "电容 率 ”( 现 在 你 就 明白 ,为 什么 
在 我 们 方程 组 中 会 有 。 , 它 是 “真空 的 电容 率 ")。 显 然 ， 


《一 wo 一 (1 十 X)e. (10.25) 


今天 我 们 从 另 一 个 观点 来 看 待 这 些 事情 , 那 就 是 ,在 真空 里 方程 组 较为 简单 ,而 倘若 在 
每 种 情况 下 我 们 把 一 切 电荷 (不 管 其 来 源 如 何 ) 都 表示 出 来 , 则 该 方程 组 总 是 正确 的 。 如 果 
为 了 方便 我 们 将 其 中 某 些 电荷 分 离开 来 ,或 由 于 我 们 不 愿意 详细 讨论 将 要 发 生 的 事态 , 则 可 
以 把 方程 组 改写 成 任 一 种 可 能 方便 的 形式 ,要 是 我 们 乐意 的 话 。 

还 有 一 点 应 该 强调 ,一 个 像 D = cE 的 方程 是 描写 物质 特性 的 一 种 尝试 。 可 是 物质 非常 
复杂 ,而 这 样 一 个 方程 实际 上 并 不 正确 。 例 如 , 若 EE 变 得 太 大 ,那么 DD 便 不 再 正比 于 E。 对 
于 某 些 物质 来 说 ,甚至 在 相对 弱 的 电场 下 这 个 比例 关系 就 已 经 破坏 了 。 并 且 ,这 比例 “常量 ” 
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还 可 能 依赖 于 EE 随时 间 变 化 的 快慢 。 因 此 这 一 种 方程 , 像 胡 克 定律 一 样 ,是 一 种 近似 。 它 
不 可 能 是 一 个 深刻 而 又 基本 的 方程 。 反 之 ,我 们 关于 E 的 基本 方程 组 , 式 (10. 17) 和 
(10. 19) , 却 代表 我 们 对 静电 学 的 最 深刻 而 又 最 完整 的 理解 。 





$10-5 有 电介质 时 的 场 和 力 


现在 ,我 们 将 证 明 在 电介质 存在 的 情况 下 ,关于 静电 学 的 某 些 相对 普遍 的 定理 。 我 们 已 
经 看 到 ,如 果 电 容器 的 两 平行 板 之 间 充 满 了 电介质 , 则 电容 会 增 大 某 一 定 因子 。 还 可 以 证 
明 , 这 对 于 任何 形状 的 电容 器 都 是 正确 的 ,只 要 在 两 个 导体 附近 的 整个 区 域 里 都 充满 一 种 均 
匀 的 线性 电介质 就 行 。 在 没有 电介质 时 , 待 解 的 方程 组 为 : 


六 .本 一 4 和 VXE,=0. 
当 有 电介质 时 ,前 一 个 式 给 修改 了 。 因 而 ,我 们 代 之 而 有 : 
Vv 和 VxXE=0. (10. 26) 
现在 ,由 于 我 们 认为 处 处 相等 ,这 最 后 两 方程 还 可 以 写成 : 
V. (xE) = Ea 和 VX(xE)=0. (10.27) 


因此 ,对 于 xE 和 对 于 E。 就 有 相同 的 方程 组 ,它们 具备 xE 二 E 的 解 。 换 句 话说 , 比 起 
没有 电介质 时 的 情况 , 场 处 处 都 减弱 了 一 个 因子 1 k。 由 于 电压 是 电场 的 线 积分 ,所 以 电压 
也 被 降低 了 这 同一 因子 。 由 于 电容 器 电极 上 的 电荷 在 两 种 情况 下 都 被 认为 是 相同 的 , 式 
(10. 2) 就 告诉 我 们 ,在 一 个 处 处 都 充满 着 均匀 电介质 的 情况 下 ,电容 增 大 了 “ 倍 。 

现在 我 们 要 问 ,在 有 电介质 时 两 个 带电 导体 之 间 力 该 如 何 ? 考虑 一 种 处 处 均匀 的 液态 
电介质 。 我 们 早已 知道 ,一 种 求 力 的 方法 是 把 能 量 相 对 于 一 适当 距离 取 微 商 。 如 果 两 导体 
上 的 电荷 等 量 异 号 ,能 量 就 是 U = Q& 人 2C), 其 中 C 为 它们 的 电容 。 利 用 虚 功 原理 ,任何 一 
个 分 力 都 由 微 商 给 出 。 例 如 ， 

aU al 


一 一 人 (9) C02) 


由 于 电介质 会 给 电容 增 大 一 个 因子 <, 因 此 所 有 力 就 将 减少 相同 的 因子 。 

必须 强调 ,我 们 上 面 所 说 的 只 有 对 于 液态 电介质 才 正确 。 嵌 在 固态 电介质 里 的 导体 的 
任何 运动 ,都 会 改变 电介质 的 机 械 应 力 条 件 ,以 及 不 但 引起 电介质 里 某 种 机 械 能 量 的 变化 ， 
而 且 改 变 其 电学 性 质 。 在 液体 中 移动 导体 , 则 不 会 使 液体 发 生变 化 。 液 体会 移 至 一 个 新 的 
地 方 ,但 它 的 电学 性 质 却 没有 改变 。 

许多 较 古老 的 电学 书 往往 从 这 样 一 个 "基本 "定律 出 发 , 即 两 电荷 间 的 力 为 


天 去 Sg (10.29) 
m 


这 种 观点 完全 不 能 令 人 满意 。 其 一 是 , 它 并 非 普 遍 正确 , 它 只 对 充满 某 种 液体 的 世界 才 正 
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确 。 其 次 , 它 有 赖 于 “是 常数 这 么 一 个 事实 ,这 对 于 大 多 数 实际 材料 来 说 只 是 近似 正确 。 从 
电荷 处 于 真空 中 的 库仑 定律 出 发 会 好 得 多 , 那 永远 是 正确 的 (对 于 静止 电荷 来 说 )。 

在 固体 中 究竟 会 发 生 什么 呢 ? 这 是 一 个 十 分 困难 的 问题 ,至今 还 未 得 到 解决 ,因为 在 某 
种 意义 上 它 是 不 确定 的 。 如 果 你 把 电荷 放 进 一 固态 电介质 里 面 去 ,就 将 涉及 各 种 压强 和 应 
变 。 假 如 不 把 压缩 固体 所 需 的 机 械 能 量 也 包括 进去 的 话 , 就 不 能 同 虚 功 原理 打交道 。 而 一 
般 说 来 ,要 对 电力 和 起 因 于 固体 材料 本 身 的 机 械 力 做 出 唯一 的 区 别 是 相当 困难 的 。 幸 而 , 实 
际 上 还 没有 人 需要 弄 清楚 所 提问 题 的 答案 。 他 有 时 可 能 想 要 知道 在 一 固体 中 将 产生 多 少 应 
变 ,而 这 是 能 够 算出 的 ,但 比 起 我 们 对 于 液体 所 获得 的 那 种 简单 结果 要 复杂 得 多 。 

在 电介质 理论 中 有 一 个 非常 复杂 的 问题 :为 什么 一 个 带电 物体 会 吸 起 一 些小 块 电介质 ? 
如 果 你 在 一 个 干燥 的 日 子 里 梳 一 下 头发 , 那 梳子 会 立即 吸 起 一 些小 纸 片 来 。 如 果 你 偶然 想 
起 这 件 事 ,你 大 概 认为 梳子 上 有 一 种 电荷 而 纸 片 上 则 有 与 之 异 号 的 电荷 。 但 纸 片 开始 时 是 
电 中 性 的 。 它 并 没有 任何 净 电荷 ,但 不 管 怎样 它 终于 被 吸引 了 。 真 的 ! 有 时 纸 片 会 来 到 杭 
子 上 ,然后 又 飞 开 , 在 它 接触 到 梳子 之 后 就 立刻 被 排斥 了 。 这 其 中 原因 当然 在 于 : 当 纸 片 接 
触 到 梳子 时 ,获得 了 一 些 负电 荷 ,此 后 同 号 电荷 便 互相 排斥 了 。 但 这 并 没有 回答 原来 的 问 
题 。 首 先 , 为 什么 纸 片 会 朝 着 梳子 跑 来 呢 ? 

答案 得 用 电介质 放 在 电场 中 时 会 被 极 化 来 求 得 。 两 种 符号 的 极 化 电荷 都 存在 ,它们 分 
别 被 梳子 所 吸引 和 排斥 。 然 而 ,会 有 一 个 净 吸 引力 ,因为 靠近 梳子 一 边 的 电场 比 远离 梳 子 那 
一 边 的 电场 较 强 一 “梳子 并 非 一 个 无 限 大 板块 。 它 的 电荷 是 局 域 性 的 。 一 块 电 中 性 纸 片 在 
一 个 平行 板 电容 器 里 将 不 会 被 哪 一 块 板 所 吸引 。 电 场 的 变化 才 是 这 个 吸引 机 人 制 的 本 质 部 分 。 

如 图 10-8 上 所 示 , 一 块 电介质 总 是 从 一 弱 场 
区 域 被 拉 向 场 较 强 的 区 域 。 事 实 上 ,人 们 能 够 证 
明 , 对 于 细小 物体 这 个 力 正比 于 场 强 平方 的 梯度 。 
为 什么 会 取决 于 场 的 平方 呢 ? 因为 那些 感 生 电荷 
与 电场 成 正比 ,而 对 于 已 给 定 的 电荷 其 所 受 的 力 
又 正比 于 场 。 然 而 ,正如 刚才 我 们 所 指出 的 ,只 有 
当场 的 平方 逐 点 变化 时 才 会 有 一 个 净 力 。 所 以 力 
就 正比 于 场 平方 的 梯度 了 。 比 例 常数 除 含有 其 他 
东西 之 外 ,还 包括 物体 的 介 电 常量 ,并 依赖 于 物体 
的 大 小 和 形状 。 

有 一 个 与 此 相关 的 问题 ,其 中 作用 于 电介质 
上 的 力 可 以 很 准确 地 算出 。 如 果 在 平行 板 电容 器 
中 有 一 片 电介质 只 部 分 地 插入 ,如 图 10-9 所 示 ， 
则 将 有 一 个 力 要 把 它 拉 进去 。 对 这 个 力作 详细 分 析 是 十 分 复杂 的 , 它 同 该 片 电介质 与 两 板 
边缘 附近 场 的 非 均 匀 性 有 关 。 然 而 ,车 我 们 不 考察 这 些 细节 ,而 只 是 引用 能 量 守恒 原理 , 便 
能 轻易 地 算出 这 个 力 来 。 我 们 可 从 以 前 所 导出 的 公式 求 得 这 个 力 。 式 (10. 28) 等 价 于 

a Viac 
a 





图 10-8 电介质 在 非 均匀 场 中 会 感到 一 个 
指向 场 强 较 高 的 区 域 的 力 


= (10. 30) 


所 以 我 们 只 需要 求 出 电容 是 如 何 随 该 块 电介质 的 位 置 而 变化 的 。 
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图 10-9 作用 置 于 一 平行 板 电容 器 中 的 一 片 电介质 上 的 力 可 通过 应 用 能 
量 守恒 原理 而 算出 


让 我 们 假设 板 的 总 长 为 工 , 宽 为 W ,两 板 间 距 和 电介质 厚度 都 是 d, 而 该 片 电介质 插入 
的 距离 为 x。 电 容 等 于 板 上 的 总 自由 电荷 除 以 两 板 间 的 电压 。 我 们 在 上 面 已 经 见 到 ,对 于 
已 知 电压 V, 自 由 电荷 的 面 密度 为 keoV /d。 因 而 板 上 的 总 电荷 就 是 


< @V 


Q= IW+ (LW 





由 此 可 以 得 到 电容 : 
(az+L—z). (10. 31) 


应 用 式 (10. 30) , 便 有 
Fe). (10. 32) 


现在 这 个 式 子 并 不 是 对 任何 事情 都 特别 有 用 ,除非 你 碰巧 需要 知道 在 这 种 情况 下 的 力 。 我 
们 只 希望 表明 在 求 作用 于 电介质 材料 上 的 力 时 能 量 理论 往往 能 避免 一 大 堆 复 杂 性 一 一 正如 
在 目前 情况 下 本 来 就 应 该 有 的 那些 复杂 性 。 

上 面 关于 电介质 理论 的 讨论 我 们 只 涉及 电 现象 , 即 承认 材料 的 极 化 与 电场 成 正比 的 事 
实 。 为 什么 会 存在 这 样 一 个 正比 性 ,也 许 对 物理 学 更 有 重大 意义 。 一 旦 我 们 从 原子 的 观点 
理解 了 介 电 常 量 的 起 源 ,我 们 便 能 运用 在 各 种 不 同 环境 下 对 介 电 常 量 的 电学 测量 结果 来 获 
得 有 关 原 子 或 分 子 结构 的 详细 信息 。 这 方面 的 部 分 问题 将 在 下 一 章 加 以 讨论 。 
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$11-1 分 子 偶 极 子 


在 本 章 我 们 将 讨论 为 什么 某 些 材料 会 是 电介质 。 我 们 在 上 一 章 中 曾 说 过 : 当 一 电场 作 
用 于 电介质 上 时 , 场 将 在 原子 中 感 生 一 偶 极 子 。 一 旦 领会 了 这 点 ,我们 就 可 能 理解 那些 含有 
电介质 在 内 的 带电 系统 的 性 质 。 具 体 地 说 , 若 电场 已 在 单位 体积 里 感 生 了 一 个 平均 偶 极 矩 
了 , 则 介 电 常量 由 下 式 给 出 : 


i (11.1) 


我 们 已 经 讨论 过 如 何 应 用 这 个 方程 。 现 在 我 们 得 讨论 当 材料 内 部 存在 电场 时 极 化 发 生 
的 机 制 。 从 最 简单 的 可 能 例子 一 一 气体 的 极 化 一 一 谈 起 。 但 即使 是 气体 ,已 经 较 复杂 。 气 
体 存在 两 种 类 型 。 某 些 气体 ,如 氧气 ,它们 的 每 个 分 子 含 有 对 称 的 原子 对 ,因而 不 会 存在 内 
京 偶 极 矩 。 但 其 他 分 子 , 如 水 蒸气 (含有 所 和 氧 两 种 原子 的 非 对 称 排列 ), 则 有 一 永久 电 偶 极 
和 矩 。 正 如 我 们 在 第 6 章 中 曾经 指出 的 那样 ,在 水 蒸气 分 子 中 的 那些 氢 原 子 上 存在 着 平均 正 
电荷 而 氧 原子 则 带 有 负电 荷 。 由 于 负电 荷 的 重心 与 正 电荷 的 重心 不 一 致 ,所 以 该 分 子 的 总 
电荷 分 布 就 具有 偶 极 矩 。 像 这 样 的 分 子 叫 作 极 性 分 子 。 在 氧 中 ,由 于 分 子 的 对 称 性 , 正 电荷 
重心 与 负电 荷 重心 重合 ,因而 氧 分 子 就 是 一 个 非 极 性 分 子 。 然 而 , 当 氧 被 置 在 电场 中 时 , 它 
仍然 会 变 成 一 个 偶 极 子 。 这 两 种 类 型 的 分 子 形状 如 图 11-1 所 示 。 





负电 荷 中 心 


正 与 负电 荷 的 中 心 。 下 电荷 中 心 
(a) (b) 


图 11-1 (a) 氧 分 子 具有 零 偶 极 矩 ; (b) 水 分 子 具 有 永久 偶 极 矩 p。 


$11-2 电子 极 化 强度 


我 们 将 首先 讨论 非 极 性 分 子 的 极 化 。 可 以 从 最 简单 的 单 原子 气体 (例如 氨 ) 开 始 。 当 这 
样 一 种 气体 的 原子 处 在 电场 中 时 ,电子 会 被 场 拉 向 一 边 而 核 则 被 拉 向 另 一 边 , 如 图 10-4 所 
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示 。 虽 然 相 对 于 我 们 在 实验 上 所 能 施加 的 电力 来 说 原子 是 十 分 坚硬 的 ,但 是 电荷 中 心 仍 存 
在 微小 的 净 位 移 ,从 而 感 生 了 一 个 偶 极 矩 。 对 于 弱 场 来 说 ,这 位 移 量 ` 也 就 是 偶 极 矩 ,与 电场 
成 正比 。 产 生 这 种 感 生 偶 极 矩 的 电子 分 布 的 位 移 称 为 电子 的 极 化 。 

过 去 与 折射 率 理论 打交道 时 ,我 们 曾 在 第 1 卷 第 31 章 中 讨论 过 电场 对 原子 的 影响 。 如 
果 你 稍微 思考 一 下 便 将 看 到 ,现在 我 们 应 该 做 的 和 那 时 做 过 的 完全 相同 。 但 现在 需要 操心 
的 只 是 不 随时 间 变 化 的 场 ,而 折射 率 却 与 随时 间 变 化 的 场 有 关 。 

在 第 1 卷 第 31 章 中 我 们 曾经 假定 , 当 原子 被 置 于 振动 的 电场 中 时 ,原子 内 电子 的 电荷 
中 心 会 遵循 下 列 方程 而 运动 : 


5 十 muiz = gE. (11.2) 


式 中 ,第 一 项 为 电子 质量 乘 以 其 加 速度 ,第 二 项 为 恢复 力 ,而 右边 那 一 项 则 代表 来 自 外 电场 
的 力 。 若 电场 以 频率 w 变化 , 则 方程 式 (11. 2) 的 解 为 


gE 

m(w —w)” 
这 表明 , 当 w = wm 时 ,会 发 生 共 振 。 当 以 前 得 到 这 个 解 时 ,我 们 曾 把 它 理解 为 该 式 表 明 wo 
是 光 ( 到 底 是 在 可 见 光 区 还 是 在 紫外 光 区 , 则 取决 于 该 原子 ) 被 吸收 的 频率 。 然 而 ,现在 我 们 
感 兴趣 的 却 只 是 恒定 场 的 情况 ,也 就 是 ,只 对 于 w = 0 的 场 有 兴趣 ,因而 可 以 将 式 (11. 2) 中 
的 加 速度 项 略 去 ,并 得 出 电荷 的 位 移 为 


(11.3) 





(11.4) 


由 此 可 见 , 单 个 原子 的 偶 极 矩 为 





(11.5) 


在 上 述 这 种 理论 中 , 偶 极 和 矩 p 确 与 电场 成 正比 。 
人 们 经 常 把 上 式 写成 : 
p=aoE (11.6) 


(e 又 一 次 由 于 历史 原因 而 被 放 了 进去 ) 。 其 中 常数 a 称 为 原子 的 极 化 率 ,并 具有 L’ 的 量 
纲 。 它 是 由 电场 在 原子 中 感 生 一 个 偶 极 矩 的 难 易 程度 的 一 种 量度 。 将 式 (11. 5) 和 (11. 6) 两 
者 比较 ,我 们 这 一 简单 的 理论 讲 


有 = 4ze. (11.7) 


comws mws 


设 单位 体积 中 共有 N 个 原子 , 则 单位 体积 的 极 化 强度 P 就 是 
P= Np = NacE. (1.8) 








* 


把 式 (11.1) 和 (11. 8) 两 者 合 拼 在 一 起 ,我 们 得 到 
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或 者 ,利用 式 (11. 7) ,可 得 
< 一 1 一 Se. (11.10) 


从 式 (11. 10) 我 们 会 预料 到 不 同 气体 的 介 电 常量 < 可 能 与 该 气体 的 密度 及 其 对 光 的 吸 
收 频率 有 关 。 

当然 ,上 述 公式 只 是 一 种 近似 ,因为 在 式 (11. 2) 中 我 们 所 选择 的 模型 略 去 了 量子 力学 的 
复杂 性 。 例 如 ,我 们 曾经 假定 每 个 原子 仅 有 一 个 共振 频率 ,而 实际 上 却 有 许多 个 。 为 了 正确 
地 计算 原子 的 极 化 率 a, 我 们 必须 应 用 完整 的 量子 力学 理论 ,但 上 面 的 经 典 概念 却 已 为 我 们 
提供 了 一 个 合理 的 估计 。 

让 我 们 来 看 看 ,对 某 种 物质 的 介 电 常量 我 们 是 否 能 得 到 一 个 正确 的 数量 级 。 假 定 我 们 
对 氢 做 尝试 ,过 去 (在 第 1 卷 第 38 章 中 ) 就 曾 估计 过 电离 一 个 氢 原 子 所 需 的 能 量 约 为 


E~ 于 只 -. (11.11) 


为 了 对 那个 固有 频率 w 做 出 估计 ,可 以 令 这 一 能 量 等 于 四 wo 一 一 即 固有 频率 为 w 的 原子 
振子 的 能 量 。 这 样 我 们 就 得 到 
a 


车 现在 把 w 的 这 个 值 应 用 于 式 (11.7), 则 可 求 得 电子 极 化 率 为 : 


a~16r[ 直 :]. (11.12) 
[如 /me )] 这 个 量 是 玻 尔 原子 的 基态 轨道 半径 ( 见 第 1 卷 第 38 章 ) ,等 于 0. 528 人 。 因 处 于 
标准 压强 和 标准 温度 (1 atm、0 人 ) 下 的 气体 每 立方 厘米 都 具有 2. 69 X 10 个 原子 , 所 以 式 
(11.9) 就 给 出 : 

k=1+(2.69X10")16r(0.528 X10*)’ 一 1. 000 20. (11.13) 


氢气 的 介 电 常 量 已 测定 为 
«x 一 1. 000 26. 


由 此 可 见 ,我 们 的 理论 已 差不多 正确 了 。 不 应 该 期 望 任何 比 此 更 佳 的 结果 ,因为 测量 当然 是 
用 正常 氧气 进行 的 ,所 以 它 所 含 的 是 双 原 子 分 子 ,而 不 是 单 原子 分 子 。 如 果 分 子 中 各 原子 的 
极 化 与 彼此 分 开 的 原子 的 极 化 不 完全 相同 , 那 应 不 足 为 怪 。 可 是 ,实际 上 分 子 效应 却 不 是 那 
么 大 。 对 于 氢 原 子 的 进行 严格 的 量子 力学 计算 给 出 比 式 (11. 12) 约 大 12% 的 结果 (即将 
16x 改变 成 18x) ,因而 预言 一 个 更 接近 于 观察 值 的 介 电 常量 。 不 管 怎样 ,我 们 上 述 的 电 介 
质 模型 显然 已 相当 之 好 。 

对 上 述 理论 的 另 一 个 考验 ,是 将 式 (11. 12) 试 用 于 具有 更 高 激发 频率 的 那些 原子 。 
例如 ,需要 有 24. 6 eV 才能 将 氨 原 子 中 的 电子 拉 出 来 ,这 可 与 电离 氢 所 需 的 13. 6 eV 做 
比较 。 因 此 ,我 们 会 期 待 , 氯 的 吸收 频率 w 应 比 氢 约 大 一 倍 , 从 而 它 的 "可 能 为 氢 的 四 
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分 之 一 大 。 期 待 值 为 
«x 2 1. 000 050. 


实验 值 为 
wx = 1. 000 068. 


所 以 你 们 可 以 看 到 ,我 们 的 粗糙 估计 方向 是 对 头 的 。 至 此 ,我 们 已 了 解 非 极 性 气体 的 介 电 常 
量 ,然而 那 不 过 是 定性 的 ,因为 我 们 还 未 用 到 有 关 原 子 中 电子 运动 的 那 种 正确 的 原子 理论 。 


$11-3 极 性 分 子 ; 取 向 极 化 


其 次 ,我 们 将 考虑 具有 永久 电 偶 极 矩 m 一 一 如 水 分 子 那样 一 一 的 分 子 。 在 没有 电场 
时 ,各 个 偶 极 子 指向 处 于 无 规 方向 ,从 而 使 单位 体积 内 的 净 矩 为 零 。 但 是 当 加 上 电场 后 会 发 
生 两 件 事 。 首 先 ,由 于 场 对 电子 施加 了 力 , 所 以 有 额外 偶 极 矩 被 感 生 ,这 部 分 给 出 的 电子 极 
化 率 ,其 种 类 恰巧 与 我 们 对 非 极 性 分 子 所 求 得 的 电子 极 化 率 相同 。 当 然 ,对 十 分 精密 的 工 
作 , 这 一 效应 是 应 该 包括 进去 的 ,但 目前 我 们 将 加 以 忽略 (在 最 后 总 是 可 以 加 上 去 的 )。 其 
次 ,电场 倾向 于 将 各 个 偶 极 子 排列 起 来 从 而 在 每 个 单位 体积 中 产生 一 个 净 矩 。 假 使 气体 中 
所 有 偶 极 子 都 整齐 地 排列 起 来 了 , 则 会 产生 很 大 的 极 化 强度 ,但 这 种 现象 却 从 未 发 生 过 。 在 
通常 温度 和 电场 的 作用 下 ,分子 因 热 运动 而 发 生 的 相互 碰撞 使 它们 排列 得 很 不 整齐 。 但 总 
会 有 某 种 净 的 取向 ,因而 也 就 有 某 种 极 化 ( 见 图 11-2)。 这 里 出 现 的 极 化 可 以 通过 第 1 卷 第 
40 章 中 所 描述 的 那 种 统计 力学 方法 来 加 以 计算 。 





导 训 高 素 沪 A 
NN 和 
FP Dy 
4Y™™# ft、 


(a) (b) 
图 11-2 (a) 在 极 性 分 子 的 气体 中 ,各 个 偶 极 矩 的 取向 是 无 规 的 ,在 一 小 体积 里 的 平均 矩 为 零 ; 
(b) 当 有 电场 时 ,分子 们 就 有 某 种 平均 取向 了 


要 运用 这 种 方法 就 需要 知道 偶 极 子 在 电场 中 的 能 量 。 考 虑 一 个 电 偶 
极 矩 po 处 在 电场 之 中 ,如 图 11-3 所 示 。 正 电荷 的 能 量 为 gp(1) ,而 负电 荷 


的 能 量 为 一 9g(2)。 于 是 偶 极 子 的 能 量 为 (D 5 
19 
U= (1)—9(2)=ad :Vv$, ) 
或 -0 
U =— po * E =— poEcosO, (11.14) 
图 11-3 在 场 E 


其 中 0 是 p。 与 已 间 的 夹 角 。 正 如 我 们 会 预料 到 的 , 当 偶 极 矩 沿 着 电场 方 。 中 一 个 偶 极 子 内 
向 排列 时 其 能 量 就 最 低 。 的 能 量 为 一 ps .下 
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现在 ,我 们 利用 统计 力学 方法 来 求 出 会 有 多 少 取向 排列 发 生 。 从 第 1 卷 第 40 章 中 就 求 
得 ,在 热平衡 态 具有 势能 U 的 分 子 其 相对 数目 正比 于 


ds (11.15) 


式 中 U(z,，>，z) 是 作为 位 置 函 数 的 势能 。 相 同 的 论证 会 说 : 若 采 用 式 (11. 14) 作 为 角度 函 
数 的 势能 , 则 在 角度 9 处 单位 立体 角 的 分 子 数目 正比 于 ev 和 所。 
令 n(9) 为 在 角度 9 处 单位 立体 角 的 分 子 数目 ,我 们 便 有 


n(0) = noe'mh EonT, (11.16) 


对 正常 的 温度 和 电场 来 说 ,这 指数 值 很 小 ,因此 可 以 通过 对 指数 函数 展开 而 取 其 近似 式 


ab) =m (1+ ah). (11.17) 
如 果 把 式 (11. 17) 对 所 有 角度 积分 , 则 我 们 可 以 求 得 n。。 积 分 结果 应 恰好 等 于 N, 即 单位 体 
积 的 分 子 数目 。cos 9 遍及 所 有 角度 的 平均 值 为 零 ,因而 这 一 积分 就 刚好 等 于 m 乘 以 总 立 
体 角 4x。 我 们 得 到 : 


访 (11.18) 

由 式 (11. 17) 可 以 看 出 , 沿 场 取向 (cosb= 1 ) 的 分 子 比 逆 着 场 取向 ( cos 9 = 一 1 ) 的 

分 子 要 多 ,因而 在 任何 含有 许多 个 分 子 的 小 体积 里 每 个 单位 体积 都 将 有 净 的 偶 极 矩 一 一 

也 即 极 化 强度 P。 要 算出 忆 , 必 须 得 到 单位 体积 内 所 有 分 子 偶 极 矩 的 矢量 和 。 由 于 我 

们 知道 这 结果 将 沿 着 EE 方向 ,所 以 ,我们 将 仅仅 对 这 个 方向 上 的 分 量 求 和 (垂直 于 EE 的 
分 量 之 和 将 为 零 ): 


P= > pocos0.. 
单 从 你 职 
可 以 通过 对 整个 角 分 布 的 积分 而 算出 这 个 和 。 在 9 处 的 微 立体 角 为 2xsin 9d9, 因 而 
P = [nl0) pacos 2xsin 0d0. (11.19) 


把 由 式 (11. 17) 得 到 的 n(9) 代 入 ,我 们 有 


- 闻 . (1+ Bscos 0)pocos Gd(cos 0), 


上 式 很 容易 积分 而 给 出 : 

NpiE 
3kT 
由 于 极 化 强度 与 场 E 成 正比 ,所 以 会 有 正常 的 电介质 行为 。 并 且 ,正如 我 们 所 预期 的 , 极 化 
强度 与 温度 成 反比 ,因为 在 较 高 温度 时 由 于 碰撞 ,不 整齐 排列 的 分 子 就 多 。 这 个 1/T 的 依 
束 关系 叫 作 居 里 定律 。 永 久 偶 极 和 矩 p。 之 所 以 出 现 平方 有 下 述 原 因 : 在 一 给 定 电 场 中 促使 分 
子 排列 整齐 之 力 与 加 成 正比 ;而 由 分 子 排列 整齐 所 产生 的 平均 矩 又 与 po 成 正比 。 于 是 平 
均 感 生 矩 就 会 正比 于 六。 


古 忆 (11.20) 
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现在 应 该 试 着 看 看 式 (11. 20) 与 实验 符合 的 程度 怎样 ? 让 我 们 考察 水 蒸气 的 情况 。 由 
于 还 不 知道 po 是 什么 ,所 以 就 不 能 直接 算出 已 来 ,但 式 (11. 20) 确 实 预言 < 一 1 应 与 温度 成 
反比 ,这 点 我 们 应 该 加 以 核对 。 

由 式 (11. 20) 得 到 





(11.21) 


因而 < 一 1 应 正比 于 密度 N, 而 反比 于 绝对 温 

度 。 介 电 常量 曾 在 几 个 不 同 压 强 和 温度 时 测 “00 
量 过 ,对 压强 和 温度 的 这 种 选取 可 使 单位 体积 

里 的 分 子 数 能 保持 固定 不 变 " (注意 ! 假如 测 

量 在 恒 压 下 进行 , 则 单位 体积 里 的 分 子 数 会 随 。 "002 
温度 的 升 高 而 线性 地 减少 , < 一 1 将 按 T-* 变 

化 ,而 不 是 按 T-: 变 化 )。 在 图 11-4 中 ,我 们 

把 从 实验 观测 到 的 < 一 1 作为 17T 的 函数 而 图 。 oo01 
示 出 来 。 由 式 (11. 21) 所 预期 的 那 种 依存 关系 
遵循 得 很 好 。 





极 性 分 子 的 介 电 常 量 还 有 另 一 种 特性 一 一 等 0.001 CT To03 
随 外 加 电场 的 频率 变化 。 由 于 分 子 具有 转动 惯 WT) 
量 , 要 使 那些 笨重 分 子 转向 场 的 方向 就 需要 一 图 11-4 在 不 同 温度 下 水 汽 介 电 常量 
定 的 时 间 。 因 此 , 若 所 加 电场 的 频率 在 微波 区 的 实验 测量 


或 者 更 高 , 则 对 于 介 电 常量 极 性 的 贡献 开始 下 


降 ,因为 分 子 不 可 能 跟随 变化 。 与 此 相反 ,即使 高 至 光 频 ,电子 的 极 化 率 仍 保持 不 变 ,这 
是 由 于 电子 惯性 较 小 的 缘故 。 


$11-4 电介质 空 腔 里 的 电场 


现在 要 转 到 一 个 有 趣 而 又 复杂 的 问题 一 一 致密 材料 中 的 介 电 常量 问题 。 假 设 我 们 选取 
液态 氨 或 液态 氨 ,或 其 他 某 种 非 极 性 材料 ,我 们 仍 将 期 待 会 有 电子 极 化 。 可 是 在 致密 材料 
中 ,P 可 以 很 大 ,从 而 使 作用 在 各 个 别 原子 上 的 场 会 被 其 近邻 原子 的 极 化 所 影响 。 问 题 在 
于 ,作用 于 各 个 别 原子 上 的 电场 究竟 如 何 ? 

设想 有 一 液体 被 置 于 一 电容 器 的 两 极 之 间 。 若 板 上 带电 , 则 这 些 电 荷 将 在 液体 里 产 
生 一 个 电场 。 但 在 各 个 别 原子 中 也 有 电荷 ,因而 总 场 E 便 是 这 两 种 效应 之 和 。 这 一 真正 
电场 在 液体 里 从 一 点 至 另 一 点 变化 得 十 分 迅速 。 这 电场 在 原子 里 面 很 强 一 一 特别 是 刚好 
在 核 附近 一 一 而 在 原子 与 原子 之 间 就 相对 弱 了 。 两 板 间 的 电势 差 是 对 这 一 总 场 的 线 积 
分 。 若 略 去 一 切 微小 尺度 上 的 变化 , 则 可 以 认为 存在 一 个 平均 电场 E, 它 恰好 就 是 V/d 
《这 是 上 一 章 中 我 们 所 曾 采用 过 的 场 )。 应 该 把 这 个 场 想象 成 在 一 个 含有 许多 个 原子 


* 参考 :Singer，Steiger and Gichter. Helvetica Physica Acta, 1932, §:200. 
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的 空间 内 的 平均 场 。 

现在 你 也 许 认 为 ,一 个 处 在 “平均 "位 置 上 的 “平均 "原子 会 感觉 到 这 一 个 平均 场 。 可 是 
事情 却 并 不 那么 简单 , 若 想象 电介质 中 有 不 同形 状 的 空 腔 , 则 通过 考虑 里 面 所 发 生 的 情况 就 
可 证 明 这 点 。 例 如 ,假设 在 一 块 被 极 化 了 的 电介质 里 挖 出 一 个 槽 来 ,该 槽 的 取向 与 电场 平 
行 ,如 图 11-5(a) 所 示 。 由 于 我 们 知道 VXE = 0, 故 在 环绕 图 (b) 所 示 曲 线 卫 所 取 的 线 积分 
就 应 等 于 零 。 模 中 的 场所 提供 的 贡献 必定 恰好 抵消 来 自 模 外 的 场 的 贡献 。 因 此 ,实际 上 在 
一 条 狭长 槽 的 中 心 处 得 到 的 场 忆 等 于 在 电介质 里 找到 的 平均 电场 E。 

现在 考虑 大 的 侧面 与 垂直 的 另 一 种 槽 ,如 
图 11-5(c) 所 示 。 在 这 种 情况 下 , 槽 里 的 场 E。 就 
不 同 于 巨 ,因为 极 化 电荷 出 现在 槽 面 上 了 。 如 果 
我 们 应 用 高 斯 定律 于 图 (d) 中 所 画 出 来 的 那个 S 
面 , 则 发 现 槽 里 的 场 E 由 下 式 给 出 ; 


书 一 E+ 卫 ， (11.22) 


式 中 下 仍然 是 电介质 中 的 场 (该 高 斯 面 中 含有 面 
极 化 电荷 ak = P)。 我 们 曾 在 第 10 章 中 提 及 ， 
4 十 这 个 量 常 称 为 D, 因 而 oE。= D 就 等 于 
在 电介质 里 的 D。 

在 物理 学 较 早 期 的 历史 中 ,当时 人 们 认为 每 
个 量 都 要 直接 由 实验 来 下 定义 是 非常 之 重要 的 ， 
因而 当 发 现 不 必 在 原子 之 间 到 处 息 行 就 能 够 给 电 
介质 里 的 EE 和 D 下 定义 时 ,感到 十 分 喜悦 。 平 均 
图 11-5 从 电介质 里 切割 出 一 个 模 来 , 槽 中 场 忆 在 数值 上 就 等 于 平行 于 场 的 槽 中 所 量 得 的 

的 场 取决 于 该 村 的 形状 及 取向 场 E。。 通 过 挖 一 个 垂直 于 场 的 槽 ,并 求 得 其 中 的 
EE, ,从 而 可 测 得 场 D。 但 从 来 没有 人 按照 这 种 办 法 把 它们 测量 出 来 ,因而 那 不 过 是 一 种 哲 
学 上 的 东西 而 已 。 

对 于 结构 不 太 复杂 的 大 多 数 液体 来 说 ,我 们 可 以 期 待 :平均 地 说 一 个 原子 发 现 自己 受到 
其 他 原子 的 包围 ,作为 很 好 的 近似 ,认为 它 处 在 一 个 球形 的 空 腔 之 中 。 因 此 ,我 们 就 会 问 
“在 一 个 球形 空 腔 中 的 场 到 底 怎样 ?注意 ! 若 在 一 块 均匀 极 化 材料 中 ,设想 挖 出 一 个 球形 空 
膀 , 那 不 过 是 把 极 化 材料 中 的 一 个 球体 移出 去 罢了 ,这样 就 可 将 腔 里 之 场 找 出 来 (我 们 必须 
想象 ,在 挖 出 该 空 腔 之 前 极 化 已 被" 冻结 "了 )。 然 而 ,根据 迁 加 原理 ,在 该 球体 移出 之 前 , 电 
介质 内 部 的 场 等 于 球体 体积 外 所 有 电荷 的 场 再 加 上 极 化 球 内 部 电荷 之 场 。 这 就 是 说 , 若 我 

















7 





图 11-6 介质 内 任 一 点 A 的 场 , 可 认为 是 一 个 球形 空 腔 里 的 场 与 一 个 
球形 塞 子 所 产生 的 场 之 和 
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们 把 在 均匀 电介质 里 的 场 叫 作 已 , 则 可 以 写成 

E= Eee + Esgs. (11.23) 
式 中 ,Exg 指 在 该 腔 里 之 场 ,而 Ex# 则 为 一 个 均匀 
极 化 球 内 部 的 场 ( 见 图 11-6)。 由 一 个 均匀 极 化 球 
所 产生 的 场 ,如 图 11-7 所 示 。 在 这 个 球体 之 内 , 场 
是 均匀 的 ,其 值 为 


元 一 -起 . (11.24) 














应 用 式 (11. 23) ,我 们 得 到 
Biw = E+ 二 . (11.25) 





在 一 个 球形 空 腔 里 的 场 比 平均 场 要 大 已/ao (系数 
1/3 表明 ,球形 空 腔 里 的 场 介 于 平行 于 场 的 槽 内 的 
场 和 垂直 于 场 的 槽 内 的 场 之 间 ) 。 


图 11-7 一 个 均匀 极 化 球体 的 电场 


$11-5 液体 的 介 电 常量 ; 克 劳 修 斯 - 莫 索 提 方 程 


在 液体 中 ,我 们 期 待 对 各 个 别 原子 起 极 化 作用 的 场 类 似 Eee ,而 不 是 已 。 如 果 把 式 
(11, 25) 的 Eee 用 作 式 (11.6) 中 的 极 化 场 , 则 式 (11.8) 变 成 


P= No(E+ 志 ) (11.26) 


ey (11.27) 


回忆 一 下 , «一 1 正好 是 P/(wE), 因 而 有 


_ Na 
NA 
这 为 我 们 提供 了 用 原子 极 化 率 a 表达 的 液体 介 电 常量 。 式 (11. 28) 称 为 克 劳 修 斯 - 莫 
索 提 方程 。 

每 当 Na 非常 小 时 ,如 在 气体 那 种 情况 (因为 密度 N 很 小 ) ,于 是 项 Na/3 与 1 相 比 可 以 
忽略 ,因而 我 们 得 到 以 往 那个 结果 , 即 式 (11.9)， 

“< 一 1 一 Na. (11.29) 

让 我 们 拿 式 (11. 28) 同 某 些 实验 结果 进行 比较 。 有 必要 首先 考虑 能 用 “的 测量 值 通过 

式 (11. 29) 算 出 a 来 的 那些 气体 。 例 如 ,对 于 在 0 的 CS: 来 说 , 介 电 常量 为 1. 002 9, 所 以 


Na 就 是 0.002 9。 气 体 的 密度 一 般 容易 算出 ,而 液体 的 密度 则 可 从 手册 中 找到 。 液 态 CS 
在 20 的 密度 比 在 0 C 时 该 气体 的 密度 要 高 381 倍 , 这 意味 着 它 处 在 液体 时 的 N 比 处 在 气 


| 





(11.28) 
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体 时 高 381 倍 。 因 而 一 一 倘若 我 们 近似 地 认为 CS; 凝结 成 液体 时 ,其 基本 原子 极 化 率 并 不 发 
生变 化 一 一 在 液体 中 的 Na 便 是 0. 002 9 的 381 倍 , 即 1. 11。 注 意 项 Na/3 的 值 接近 0. 4, 所 以 
就 显得 极为 重要 。 用 这 些 数字 我 们 预测 介 电 常量 等 于 2. 76 ,与 2. 64 的 观测 值 符合 得 相当 好 。 

在 表 11-1 中 ,我 们 列 出 了 几 种 不 同 材料 的 一 些 实验 数据 (从 《化 学 与 物理 学 手册 ?中 得 
来 的 ) ,以 及 按 刚 才 所 述 的 方法 由 式 (11. 28) 计 算出 来 的 介 电 常量 。 对 于 Ar 和 0; ,观测 值 与 
理论 值 的 符合 程度 甚至 比 CS; 还 要 好 一 一 而 对 于 CCl 理论 值 与 观测 值 的 符合 程度 就 不 那 
么 好 了 。 大 体 上 ,所 得 结果 都 表明 式 (11. 28) 用 起 来 十 分 良好 。 


表 11-1 由 气体 的 介 电 常数 算出 液体 的 介 电 常量 
| 气体 液 体 
物质 |x( 实 验 值 ) Na 密 度 密 . 度 比 值 * | *( 预 料 值 ) [< 实验 值 ) 

























N 





Cs 1.0029 |0.0029 0.00339 | 1.293 381 
oO 1.000 523 | 0.000523 | 0.00143 | 1.19 832 
Ceh 1.0030 |0.0030 0.00489 | 1.59 
1.000545 | 0.000545 | 0.00178 | 1.44 


2,64 
1.507 
2.24 
1.54 























“比值 = 液体 密度 /气体 密度 。 


我 们 关于 式 (11. 28) 的 推导 仅 适 用 于 液体 中 的 电子 极 化 。 对 于 HO 那样 的 极 性 分 子 来 
说 ,这 个 式 子 就 不 正确 了 。 如 果 对 水 也 做 同样 的 计算 , 便 会 得 出 Na 等 于 13. 2, 那 意味 着 在 
该 液体 的 介 电 常 量 为 负 值 , 但 «的 观测 值 却 是 80。 这 一 问题 牵涉 到 得 对 永久 偶 极 矩 作 正确 
的 处 理 ,而 昂 萨 格 (Onsager) 就 曾 指出 过 正确 的 方向 。 现 在 我 们 没有 时 间 来 讨论 这 种 情况 ， 
但 若 你 有 兴趣 的 话 ,可 参考 克 脱 耳 (KitteD) 所 著 的 《固体 物理 导论 》, 书 中 对 这 个 问题 有 所 论述 。 


$11-6 固态 电介质 


现在 我 们 再 来 讨论 固体 。 关 于 固体 的 第 一 个 有 意义 的 事实 是 ,可 能 存在 由 某 些 东西 构成 
的 永久 极 化 一 “即使 没有 外 加 电场 ,那些 东西 也 依然 存在 。 例 如 , 旱 这 样 一 种 材料 , 它 含有 带 
永久 偶 极 矩 的 长 形 分 子 。 要 是 你 烙 解 了 一 些 蜡 , 并 
当 它 在 液态 时 就 加 上 一 强 电场 ,使 得 那些 偶 极 矩 部 
分 地 排列 起 来 ,那么 当 液体 凝固 时 它们 将 保留 原 
样 。 当 场 移 去 之 后 ,这 固体 材料 仍 将 具有 那 遗 留 下 
来 的 永久 极 化 。 像 这 样 的 固体 叫 永 电 体 或 驻 极 体 。 
在 永 电 体 的 表面 上 会 有 永久 的 极 化 电荷 。 它 
是 类 似 于 永 磁体 的 带电 体 ,然而 却 并 不 怎么 有 用 ， 
因为 来 自 空气 中 的 自由 电荷 会 被 吸引 至 其 表面 上 ， 
最 后 抵消 了 那些 极 化 电荷 。 永 电 体 被 * 放 了 电 ”, 因 
而 便 没有 可 见 的 外 电场 了 。 
| 1 在 某 些 结晶 物质 中 ,也 可 以 找到 自然 发 生 的 永 
图 11-8 复杂 的 品格 可 以 有 永久 的 内 京 ”和 久 的 内 部 极 化 强度 P。 在 这 类 晶体 中 , 晶 格 的 每 个 
极 化 强度 忆 晶 胞 都 有 一 个 彼此 相同 的 永久 偶 极 矩 ,如 图 11-8 
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所 示 。 即 使 没有 外 加 电场 ,所 有 的 偶 极 子 仍 会 指向 同一 方向 。 事 实 上 ,许多 复杂 晶体 就 都 有 
这 种 极 化 现象 。 但 我 们 平常 并 没有 注意 到 它 , 这 是 由 于 出 现 于 晶体 外 面 的 场 已 被 放 了 电 , 正 
如 永 电 体 的 情况 那样 。 

然而 ,如 果 晶 体 中 这 些 内 在 偶 极 矩 发 生变 化 , 则 由 于 此 时 杂 散 电荷 还 来 不 及 聚集 起 来 和 
抵消 这 些 极 化 电荷 ,所 以 外 电场 会 显现 出 来 。 如 果 电 介质 是 在 电容 器 里 ,那么 自由 电荷 将 会 
感 生 在 极 板 上 。 例 如 , 当 电介质 加 热 时 ,其 中 的 电 偶 极 矩 可 能 由 于 晶体 受热 膨胀 而 发 生变 
化 ,这 一 效应 称 为 热 释 电 。 同 样 地 ,如 果 我 们 改变 晶体 中 的 应 力 一 一 如 把 晶体 弯曲 一 一 偶 极 
矩 也 可 能 稍微 改变 ,因而 出 现 微小 的 电 效应 ,这 种 效应 称 为 压 电 效应 , 它 可 以 被 探测 出 来 。 

对 于 那些 不 具有 永久 电极 和 矩 的 晶体 来 说 ,我 们 可 以 求 出 一 种 涉及 原子 中 电子 极 化 率 的 
介 电 常量 理论 来 。 这 跟 液 体 的 情况 差不多 。 有 些 晶体 内 部 还 存在 可 转动 的 偶 极 子 , 而 这 些 
偶 极 子 的 转动 也 会 对 < 有 所 贡献 。 在 诸如 NaCl 这 种 离子 晶体 中 还 有 离子 极 化 率 。 这 种 晶 
体 由 正 、 负 离子 排列 而 成 的 方 格 构成 ,在 电场 中 正 离子 会 被 拉 向 一 边 而 负离子 被 拉 向 另 一 
边 ; 正 电 荷 和 负电 荷 之 间 有 一 个 净 的 相对 运动 ,因而 也 就 有 了 体积 极 化。 根据 食盐 晶体 的 硬 
度 知识 我 们 能 够 估计 出 这 种 离子 极 化 率 的 大 小 ,但 这 里 不 打算 讨论 这 一 课题 。 





$11-7 铁 电 现象 ;BaTiO， 


现在 要 来 描述 一 种 特殊 晶体 ,几乎 仅仅 是 偶然 它 才 具 有 内 在 的 永久 电极 矩 。 它 的 情况 
很 接近 临界 状态 ,以致 若 稍微 升 高 一 点 温度 ,该 晶体 便 将 完全 背 失 永久 电极 矩 。 另 一 方面 ， 
若 它们 接近 于 立方 晶体 ,以 致 它们 的 矩 可 以 在 不 同方 向 被 转动 , 则 可 以 在 改变 外 电场 时 探测 
到 电极 矩 大 的 变动 。 所 有 的 极 矩 都 翻转 过 来 了 ,因而 得 到 了 大 的 效应 。 凡 具有 这 种 永久 电 
极 矩 的 物体 都 称 为 铁 电 体 , 它 取 名 于 首先 在 铁 中 发 现 的 相应 的 铁 磁 效 应 。 

我 们 愿意 通过 对 铁 电 材料 的 一 个 特殊 例子 的 描述 ,来 解释 铁 电 现象 是 如 何 产生 的 。 有 
几 种 方法 可 以 产生 铁 电 特 性 。 但 我 们 将 仅仅 讨论 其 
中 一 种 神秘 情况 一 BaTiO, 。 这 种 材料 的 单 胞 具有 
如 草图 11-9 的 那 种 晶 格 。 事 实证 明 , 在 某 个 温度 以 
上 ,具体 地 说 即 在 118 以 上 ,BaTiO, 是 一 种 普通 
电介质 ,具有 巨大 的 介 电 常 量 。 然 而 , 低 于 这 一 温 
度 , 它 会 突然 具有 永久 电极 矩 。 

在 计算 固态 材料 的 极 化 时 ,我 们 必须 先 求 得 每 
个 元 胞 处 的 局 部 电场 。 同 时 还 必须 将 自身 极 化 的 场 
也 计算 在 内 ,如 同上 面 处 理 液体 的 情况 那样 。 但 晶 
体 并 非 均匀 液体 ,因而 不 能 采用 在 一 个 球形 空 腔 里 
可 能 获得 的 那 种 局 域 场 。 如 果 你 对 该 晶体 进行 计 
算 ,就 会 发 现在 式 (11. 24) 中 的 那个 因子 1/3 已 稍微 
发 生 了 变化 ,但 与 1 /3 仍 相 距 不 远 (对 于 简单 立方 晶 em oa 四 om 
体 来 说 ,就 恰好 是 1/3)。 因 此 ,在 这 里 的 初步 讨论 。 图 11-9 BaTiO, 的 一 个 单 用 ,原子 实际 
中 ,我 们 将 假定 在 BaTiO, 中 这 个 因子 为 1 3。 上 填充 了 大 部 分 空间 ,但 为 了 看 起 来 清 

原来 当 我 们 在 上 面 写 出 式 (11. 28) 时 你 可 能 就 楚 起 见 , 仅 表示 出 它们 的 中 心 位 置 
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已 怀疑 ,要 是 Na 变 成 大 于 3 那 会 发 生 什么 情况 呢 ? 似乎 显 出 « 会 变 成 负数 。 但 这 肯定 是 
不 对 的 。 让 我 们 来 看 看 ,要 是 在 一 特定 晶体 中 a 逐渐 增 大 会 出 现 什么 情况 。 当 a 变 大 时 , 极 
化 跟着 增加 ,从 而 形成 了 一 个 较 强 的 局 域 电场 。 可 是 一 个 较 大 的 局 域 电场 将 使 每 一 原子 的 
极 化 增强 ,从 而 又 进一步 提高 了 局 域 电 场 。 假 如 原子 的 “适应 性 "足够 大 , 则 这 一 过 程 会 继续 
下 去 ;这 里 有 一 种 反馈 作用 ,引起 了 极 化 的 无 限度 增长 一 一 假定 每 一 原子 的 极 化 始终 正比 于 
场 而 增长 。 这 个 “失控 "条 件 发 生 在 Na 二 3 时 。 当 然 , 极 化 不 会 变 成 无 限 大 ,因为 感 生 极 矩 
与 电场 之 间 的 正比 关系 在 强 场 时 失灵 了 ,从 而 使 上 述 的 一 些 公式 不 再 正确 。 真 正 发 生 的 情 
况 ,是 在 晶 格 中 已 “ 锁 住 "了 一 个 自生 自 长 的 、 高 度 的 内 部 极 化 。 

在 BaTiO, 的 例子 中 ,除了 电子 极 化 之 外 ,还 有 相当 大 的 离子 极 化 。 这 可 认为 是 由 于 钛 
离子 在 立方 晶 格 中 会 稍微 移动 一 点 而 引起 的 。 不 过 晶 格 会 阻碍 大 的 运动 ,因而 当 钛 离子 已 移 
过 一 小 段 距离 后 , 它 就 被 堵 住 而 停止 不 动 。 但 这 时 晶 胞 却 已 把 一 个 永久 偶 极 矩 保留 下 来 了 。 

在 大 多 数 晶体 中 ,这 就 是 在 能 够 达到 的 各 种 温度 时 的 实际 情况 。 关 于 BaTiO, 的 这 个 
十 分 有 趣事 情 , 是 由 于 存在 这 么 一 个 灵敏 的 条 件 , 即 如 果 Na 只 减少 一 点 点 就 不 会 碰 到 困难 
了 。 既 然 N 是 随 温度 升 高 而 减少 的 一 一 由 于 热膨胀 的 缘故 一 一 我 们 便 能 够 通过 改变 温度 
来 调整 Ne。 在 那 临界 温度 之 下 它 才 恰 好 被 固定 下 来 ,因而 一 一 通过 加 上 电场 一 一 就 很 容易 
改变 极 化 并 把 它 锁定 在 另 一 个 方向 上 。 

让 我 们 来 看 看 能 否 更 详细 地 对 所 发 生 的 事态 进行 分 析 。 就 把 Na 严格 等 于 3 的 那个 温 
度 叫 做 临界 温度 T.。 当 温度 升 高 时 ,由 于 晶 格 膨胀 ,N 就 减少 一 些 。 由 于 膨胀 很 小 ,所 以 我 
们 便 可 以 说 ,在 临界 温度 附近 





Ne =3—AT—T.). (11. 30) 


式 中 8 是 一 个 小 的 常数 , 它 与 热膨胀 系数 的 数量 级 相同 ,或 者 约 等 于 10… 一 10 “AMC。 现 
在 , 若 我 们 将 这 个 关系 代入 式 (11. 8) 中 , 便 可 以 得 到 


3 一 AT 一 工 ) 
RT—TIRB" 


由 于 已 假定 BT 一 T.) 比 1 小 ,因而 可 以 将 此 式 近 似 地 化 成 


4 一 ] 一 


# 一 工 一 (11.31) 


BE 
AT—T.) 

当然 ,这 个 关系 式 仅 在 T > T. 时 才 是 对 的 。 我 们 看 到 ,恰好 在 临界 温度 以 上 时 ,x 非常 
大 。 由 于 Na 那么 接近 3, 因 此 就 有 一 个 巨大 的 放大 效应 ,使 介 电 常 量 可 以 轻易 地 高 达 
50 000 至 100 000。 它 对 温度 也 非常 敏感 , 当 温 度 升 高 时 , 介 电 常量 与 温度 成 反比 地 降低 。 
可 是 ,与 偶 极 性 气体 的 情况 不 同 ,那里 的 < 一 1 与 绝对 温度 成 反比 ,而 对 于 铁 电 体 它 同 绝对 温 
度 与 临界 温度 两 者 之 差 反 比 地 变化 (这 一 定律 称 为 居 里 -外 斯 定律 )。 

当 我 们 把 温度 降 至 临界 温度 时 ,会 发 生 什么 情况 呢 ? 如果 设 想 一 个 像 图 11-9 所 示 的 
那 种 单 胞 最 格 , 便 会 见 到 有 可 能 选 出 沿 竖 直线 的 离子 链 。 在 这 些 链 中 ,有 一 种 是 由 彼此 
相间 的 氧 离子 和 钛 离子 组 成 的 。 还 有 其 他 一 些 线 则 分 别 由 钢 离 子 或 氧 离子 构成 ,但 沿 这 
些 线 上 的 间隔 要 大 些 。 通 过 想象 出 如 图 11-10(a) 所 示 的 一 系列 离子 链 我 们 便 可 以 作出 
一 个 简单 模型 来 模拟 这 种 情况 。 沿 着 我 们 所 称 的 主 链 , 其 中 离子 间隔 为 a, 等 于 晶 格 常量 
的 二 半 ; 在 彼此 全 同 的 链 之 间 , 其 横向 距离 为 24。 在 这 些 主 链 之 间 还 有 一 些 不 那么 致密 
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的 链 ,我 们 暂且 不 予 考虑 。 为 使 分 析 稍微 简单 些 ,我 们 也 将 假定 在 各 条 主 链 上 的 所 有 离 
子 完 全 相同 (这 不 是 一 种 极 粗略 的 简化 ,因为 所 有 一 切 重要 效应 仍 会 出 现 。 这 是 理论 物 
理 的 技巧 之 一 。 先 做 另 一 个 问题 ,因为 它 较 容易 解决 一 一 然后 ,在 已 经 理解 了 事情 怎样 进 
行 之 后 , 才 及 时 将 一 切 复杂 情况 都 放 进去 ) 。 


-er -er -er -er -6- 


+ 


(a) (b) 


图 11-10 关于 铁 电 体 的 模型 。(a) 相当 于 反 铁 电 体 ;(b) 相当 于 正常 铁 电 体 


现在 ,让 我 们 试 着 按照 上 述 模型 找 出 会 发 生 的 事情 。 我 们 假定 每 个 原子 的 偶 极 矩 为 p， 
并 希望 算出 链 中 一 个 原子 处 的 场 ,必须 求 出 来 自 其 他 各 原子 之 场 的 总 和 。 我 们 将 首先 算出 
仅 来 自 一 条 竖 直 链 中 各 偶 极 子 的 场 ,其 他 的 链 我 们 将 在 以 后 再 谈 。 沿 偶 极 子 轴 向 并 与 其 相 
距 为 = 处 的 场 由 下 式 给 出 : 








作用 于 任 一 个 特定 原子 上 的 、 由 那 上 下 两 个 等 距 偶 极 子 所 提供 的 场 ,方向 总 是 相同 ,因而 对 
于 整 条 链 来 说 ,我 们 就 得 到 : 





本 = 让 喜 . (2+ 豆 二 荔 十 商 二 一) 一 二 下 和 (11. 33) 
不 太 难 证 明 : 要 是 我 们 的 模型 像 一 块 完整 的 立方 晶体 一 一 也 就 是 说 , 若 近 邻 的 全 同 链 只 离开 
则 数值 0. 383 便 应 改 成 1/3。 换 句 话说 ,要 是 近邻 一 些 链 位 于 距离 a 处 ,这 些 链 对 整 
个 和 的 贡献 也 不 过 是 一 0. 050 个 单位 。 然 而 ,我们 正在 考虑 的 近邻 一 条 主 链 却 在 2a 距离 
处 ,而 正如 你 可 回忆 第 7 章 那里 所 讲 的 ,来 自 一 个 周期 性 结构 的 场 乃 是 随 距 离 作 指数 函数 式 衰 
减 的 。 因 此 ,这 些 链 的 贡献 将 远 比 一 0. 050 为 小 ,这 正好 使 我 们 可 以 略 去 所 有 其 他 链 的 贡献 了 。 

现在 ,应 当 找 出 要 使 失控 过 程 能 够 进行 必须 有 多 大 的 极 化 率 a。 假 定 链 中 每 一 原子 的 
感 生 极 矩 p 正比 于 作用 在 它 上 面 的 场 ,如 式 (11.6) 所 示 。 利 用 式 (11. 33) ,就 可 从 Ee 获得 
作用 于 原子 上 的 、 使 其 极 化 的 场 。 因 而 便 有 下 列 两 式 : 





a 
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p=aoEe 


和 Es 一 0.383 p. 


上 面 这 一 对 方程 有 两 个 解 :Eu 和 p 均 为 零 ;或 当 En 和 尹 均 为 有 限时 


意 


Deasa 


于 是 , 若 a 与 a /0. 383 同样 大 , 则 由 它 本 身 的 场所 维持 的 永久 极 化 便 将 开始 。 这 一 临界 等 
式 对 于 BaTiO, 来 说 ,必须 正好 在 温度 T. 时 达到 (注意 ,假如 a 高 于 弱 场 的 临界 值 , 则 在 强 
场 中 a 应 降低 ,而 在 平衡 态 我 们 已 找到 的 相同 等 式 仍 将 成 立 )。 

对 于 BaTiO, 来 说 ,间距 a 为 2X10* cm, 因而 必然 预期 a = 21.8X10* cm’。 我 们 可 
以 把 它 与 单个 原子 的 已 知 极 化 率 做 比较 。 对 于 氧 , a 二 30. 2 X 10-* em:, 看 来 我 们 是 对 头 
的 ! 但 对 于 钛 ,a 二 2.4X10-* cms , 那 就 相当 之 小 。 为 了 运用 上 述 模型 ,我 们 大 概 应 当 采 取 
它们 的 平均 值 (本 来 也 可 再 度 就 相间 原子 的 那 种 链 进 行 计算 ,但 结果 却 几乎 相同 )。 因 此 ， 
a( 平 均 ) 二 16. 3 X 10* cm , 它 仍 未 达到 足以 提供 永久 极 化 的 程度 。 

但 请 等 一 等 ! 迄今 为 止 我 们 仅 对 电子 极 化 率 进行 了 相 加 。 此 外 ,还 有 由 于 钛 离子 移动 
而 引起 的 某 种 离子 性 极 化 。 我 们 只 需要 一 个 等 于 9. 2 X 10* cm? 的 离子 极 化 率 * (采用 相 
间 原 子 所 进行 的 更 精密 的 计算 表明 实际 上 需要 的 是 11.9X10* cm )。 要 理解 BaTiO, 的 特 
性 ,我 们 就 得 假定 有 这 么 一 种 离子 极 化 率 存在 。 

在 BaTiO, 中 ,为 什么 钛 离子 会 有 那么 大 的 离子 极 化 率 还 不 清楚 。 此 外 ,在 较 低温 度 时 , 它 
在 沿 体 对 角 线 和 在 沿 面 对 角 线 上 的 极 化 程度 为 什么 会 相同 ,也 不 明白 。 如 果 把 图 11-9 中 各 
球 的 实际 大 小 都 计算 出 ,并 问 在 由 钛 的 近邻 氧 离子 所 构成 的 箱子 中 钛 离子 是 否 会 有 点 儿 松 
动 一 一 那 是 我 们 所 期 望 的 ,以 便 它 较 易 移动 一 一 你 却 找到 完全 相反 的 结果 , 它 被 塞 得 很 紧 。 
那些 负 原 子 就 有 点 儿 松 ,但 要 是 你 仅 让 它们 运动 , 则 算 不 出 那 种 结果 。 因 此 ,你 会 看 出 ,这 一 
课题 实际 上 还 没有 百分之百 弄 清楚 ,仍然 存在 一 些 我 们 希望 了 解 的 奥秘 。 

回 到 图 11-10(a) 中 的 简单 模型 上 来 ,我 们 看 到 来 自 一 条 链 的 场 往往 会 使 其 邻近 的 链 按 
相反 方向 极 化 ,这 意味 着 尽管 每 一 条 链 会 被 锁 住 ,但 单位 体积 里 却 不 会 有 净 极 矩 (这 样 ,虽然 
不 会 有 外 部 的 电 效应 ,但 仍 存在 某 种 人 们 可 以 观测 到 的 热力 学 效应 )! 像 这 样 的 系统 确实 存 
在 ,并 称 为 反 铁 电 体 。 因 此 ,我 们 刚才 所 解释 的 实际 上 乃 是 反 铁 电 体 。 然 而 ,BaTiO, 确实 排 
列 得 如 图 11-10(b) 那 样 。 所 有 的 氧 钛 链 都 在 同一 个 方向 上 极 化 ,因为 它们 之 间 还 有 一 些 中 
间 链 存在 。 尽 管 这 些 链 中 的 原子 并 不 是 非常 极 化 ,也 并 非 十 分 致密 ,但 仍 将 在 与 氧 钛 链 相反 
的 方向 上 有 些 极 化 。 这 极 化 作用 在 近邻 一 条 氧 钛 链 上 所 产生 的 弱 场 就 会 促使 它 处 于 与 第 一 
条 链 相 平行 的 方向 。 因 此 ,BaTiO, 的 确 是 属于 铁 电 性 的 ,这 是 由 于 在 链 与 链 之 间 还 存在 一 
些 原子 。 你 或 许 会 觉得 奇怪 : “在 两 条 氧 钛 链 之 间 的 直接 影响 又 该 会 怎么 样 呢 ?" 然 而 ,应 当 
记 住 , 那 直接 效应 是 随 距 离 按 指数 函数 减弱 的 。 强 偶 极 子 的 链 在 2a 距离 上 的 效应 可 能 还 小 
于 弱 偶 极 子 的 链 在 a 距离 上 的 效应 。 

这 一 个 目前 我 们 对 于 气体 、 液 体 和 固体 的 介 电 常量 理解 的 相当 详尽 的 报告 就 此 结束 。 














* 按照 上 述 的 简单 平均 法 计算 ,这 个 数字 似乎 应 是 11.0X 10* cm ,一 一 译 者 注 


第 12 章 静电 模拟 
$ 12-1 相同 的 方程 组 具有 相同 的 解 


自 科学 兴起 以 来 ,对 于 物理 世界 所 获得 的 知识 总 数 非常 繁多 ,任何 人 要 懂得 其 中 的 一 个 
相当 部 分 都 似乎 是 不 可 能 的 。 但 实际 上 一 个 物理 学 家 仍 很 有 可 能 掌握 有 关 物 理 世界 的 广泛 
知识 ,而 不 致 成 为 某 一 狭窄 范围 内 的 专家 。 这 里 面 有 三 重 原因 :第 一 ,有 一 些 重大 原理 可 以 
应 用 到 一 切 不 同 种 类 的 现象 上 去 一 一 诸如 能 量 以 及 角 动量 的 守恒 原理 。 对 这 些 原理 的 透彻 
理解 会 马上 导致 对 许多 东西 的 理解 。 其 次 ,有 这 么 一 个 事实 , 即 许多 复杂 现象 ,诸如 固体 在 
受 压缩 时 的 行为 ,实际 上 基本 取决 于 电力 和 量子 力学 方面 的 力 ,所 以 如 果 人 们 理解 了 电学 和 
量子 力学 的 基本 规律 ,至 少 对 发 生 于 复杂 情况 下 的 许多 现象 就 有 理解 的 可 能 。 最 后 ,还 有 一 
个 最 引信 注目 的 吻合 :对 于 多 种 不 同 物理 情况 的 方程 ,都 具有 完全 相同 的 形式 。 当 然 ,符号 可 
能 不 同一 一 一 个 字母 代替 了 另 一 个 字母 一 一 但 方程 的 数学 形式 却 彼此 相同 。 这 意味 着 ,已 经 
学 习 了 一 个 学 科 , 我 们 便 立即 拥有 大 量 直接 而 又 精确 的 关于 另 一 门 学 科 的 方程 的 解 的 知识 。 

现在 ,我 们 已 结束 了 静电 学 这 一 科目 ,不 久 便 将 继续 学 习 磁 学 和 电动 力学 。 但 在 这 样 做 
之 前 ,我 们 很 想 指出 ,在 学 习 静电 学 的 同时 就 已 经 学 习 了 许多 其 他 学 科 。 我 们 将 发 现 , 静 电 
学 的 方程 组 会 出 现在 物理 学 的 其 他 几 个 场合 。 通 过 对 解答 的 直接 转译 (当然 相同 的 数学 方 
程 组 必定 具有 相同 的 解 ) ,就 有 可 能 像 在 静电 学 中 那样 同等 容易 一 一 或 同等 困难 一 一 地 去 解 
决 在 其 他 方面 存在 的 问题 。 

我 们 知道 ,静电 学 方程 组 是 : 











V. (ecE) = EE, (12.1) 


VxE=0. (12.2) 


这 里 选取 了 含有 电介质 的 那 种 静电 学 方程 组 ,以 便 得 到 最 普遍 的 情况 。 同 样 的 物理 内 容 也 
可 以 表达 为 另外 的 数学 形式 : 
= (12. 3) 


V(xW) 一 一 ee 由 (12.4) 


@ 


现在 问题 的 要 点 在 于 ,有 许多 物理 问题 其 数学 方程 都 具有 相同 形式 。 有 一 个 势 ($) 的 梯度 乘 
以 一 标量 函数 (x) ,该 积 的 散 度 等 于 另 一 标量 函数 (一 paw /o)。 

我 们 对 静电 学 所 知道 的 任何 东西 ,都 可 以 立即 转移 到 其 他 学 科 里 去 , 反 过 来 也 是 如 此 
(当然 ,这 是 一 种 双 行道 一 一 如 果 在 其 他 学 科 中 某 些 特定 性 质 为 已 知 , 则 我 们 也 可 把 这 种 知 
识 应 用 到 对 应 的 静电 学 问题 上 来 )。 下 面 我 们 要 考虑 一 系列 例子 ,它们 都 来 自 能 够 产生 这 种 
形式 的 方程 组 的 不 同学 科 。 
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$12-2 热流 ;无 限 大 平面 边界 附近 的 点 源 


以 前 (在 $ 3-4 中 ) 我 们 就 曾 讨论 过 一 个 例子 一 热流。 设想 有 一 大 块 材料 , 它 无 需 均 
匀 , 也 可 以 是 在 不 同 地 方 含有 不 同 材质 ,而 其 内 部 温度 是 逐 点 变化 的 。 这 些 温度 变化 的 结果 
产生 一 股 热流 ,由 矢量 h 表示 ,这 代表 每 秒 通过 垂直 于 流向 的 单位 面积 的 热量 。h 的 散 度 表 
示 热 量 从 该 区 域 单位 体积 离开 的 速率 : 


VV. h 二 单位 时 间 内 从 单位 体积 流出 的 热量 . 


当然 ,本 来 也 可 以 将 此 式 写成 一 积分 形式 一 一 正如 我 们 以 前 曾 在 静电 学 中 用 高 斯 定律 处 理 问 . 
题 那 样 一 一 那 就 会 说 明 :通过 一 个 面 的 通 量 等 于 材料 内 部 热能 的 变化 率 。 我 们 不 准备 自 找 麻 
烦 ,在 微分 与 积分 形式 之 间 把 方程 组 变 来 变 去 ,因为 这 种 变换 同 静 电学 的 变换 一 模 一 样 。 

在 各 个 地 方 热 的 产生 率 或 吸收 率 当然 依 问题 的 不 同 而 异 。 例 如 ,假设 在 材料 内 部 有 一 
个 热源 (也 许 是 一 个 放射 源 ,或 是 由 电流 加 热 的 电阻 器 )。 让 我 们 把 由 这 个 源 每 秒 在 单位 体 
积 中 所 产生 的 热能 叫 作 s。 也 可 能 还 有 转变 成 体积 内 其 他 类 型 的 内 能 而 引起 的 热能 损失 
(或 获得 )。 设 u 为 单位 体积 的 内 能 , 则 一 du /dt 也 将 是 热能 的 一 个 “ 源 "。 于 是 我 们 便 有 


i 
VV:h=: 一 时 (12.5) 


眼下 不 打算 讨论 其 中 事物 随时 间 变化 的 完整 方程 ,因为 我 们 正在 做 静电 模拟 ,这 里 并 没 
有 什么 东西 与 时 间 有 关 。 我 们 将 仅仅 考虑 恒定 热流 问题 ,其 中 有 些 恒 定 源 已 产生 了 一 个 平 
衡 态 。 在 这 些 场合 下 ， 
Vi 一 5 (12.6) 
当然 ,还 必须 用 另 一 个 方程 来 描述 在 各 不 同 地 方 热 是 如 何 流动 的 。 在 许多 种 材料 中 , 热 
流 近似 地 正比 于 温度 对 位 置 的 变化 率 :温差 越 大 ,热流 越 强 ,正如 我 们 曾经 见 到 的 ,热流 这 个 
矢量 与 温度 梯度 成 正比 。 比 例 常数 K 称 为 热 导 率 , 它 代表 该 材料 的 一 种 性 质 。 


=—K VI. (12.7) 


如 果 材 料 的 导热 性 能 是 随地 点 而 改变 的 ,那么 K = K(z，>，z) 就 是 一 个 位 置 函 数 [ 式 
(12.7) 并 不 如 表达 热能 守恒 的 式 (12. 5) 那 么 基本 ,因为 前 者 依赖 于 物质 的 特性 ]。 现 在 我 们 
若 把 式 (12.7) 代 入 式 (12. 6) 中 , 便 有 


V: (KVT) =—;s, (12. 8) 


这 与 式 (12.4) 在 形式 上 完全 相同 。 人 恒定 热流 问题 与 静电 学 问题 相同 。 热 流 矢量 对 应 
电场 EE, 而 温度 了 则 对 应 于 %。 我 们 已 经 注意 到 ,一 个 热源 会 产生 一 个 按 1/r 变化 的 温度 场 
和 一 个 按 1 /r* 变化 的 热流 。 这 不 过 是 从 静电 学 方面 来 的 一 种 转译 , 即 一 个 点 电荷 会 产生 
个 按 1/r 变化 的 势 和 一 个 按 1 / 变化 的 电场 。 一 般 说 来 ,我 们 能 够 跟 解决 静电 学 问题 那 
样 ,容易 地 去 解决 恒定 热流 问题 。 

考虑 一 个 简单 例子 。 假 设 有 一 个 半径 为 a、 温度 为 Ti 的 圆 简 , 该 温度 由 简 内 所 产生 的 
热 维持 着 (这 可 能 是 一 根 载 电流 的 导线 ,或 一 根 其 中 有 蒸汽 正在 凝结 的 管道 )。 这 个 圆 简 外 
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面 覆盖 着 一 层 绝缘 材料 的 同心 护 套 , 这 种 材料 的 热 导 率 为 K。 比 方 说 ,这 绝缘 套 的 外 半径 
为 5, 套 外 的 温度 为 Tz[ 图 12-1(a)]。 我 们 要 找 出 该 导线 、 或 蒸汽 管 、 或 在 其 轴 心 上 的 任何 东 
西 的 热量 损失 率 。 设 由 长 度 为 工 的 一 段 管道 每 秒 所 损失 的 总 热量 为 G 一 一 这 就 是 我 们 要 尝试 
去 求 的 。 

如 何 才能 求解 这 个 问题 呢 ? 我 们 已 有 了 上 述 微分 方程 ,但 是 由 于 这 些 方程 和 静电 学 的 
相同 ,所 以 实际 上 就 已 解决 了 该 数学 问题 。 类 似 的 电学 问题 是 :一 个 半径 为 的 圆 简 形 导体 
处 于 势 册 ,与 处 于 势 如 \ 而 半径 为 5 的 另 一 个 圆 简 形 导体 分 别 隔离 着 ,中 间 填 充 了 一 层 同 轴 
的 电介质 材料 ,如 图 12-1(b) 所 示 , 现 在 既然 热流 hh 对 应 于 电场 ,我 们 所 要 求 的 量 G 就 对 
应 于 出 自 长 度 L 的 电场 通 量 ( 换 句 话说 ,对 应 于 在 长 度 L” 上 的 电荷 除 以 。)。 我 们 已 用 高 
斯 定律 解决 了 静电 学 问题 。 对 于 热流 问题 ,我们 也 按照 相同 的 步骤 来 求解 。 





图 12-1 (a) 在 一 个 圆 简 状 几何 形体 中 的 热流 ; (b) 相应 的 电学 问题 


由 对 称 性 可 知 ,h 仅 取决 于 与 轴 心 间 的 距离 ~。 所 以 我 们 包围 管子 作 一 个 长 为 上 ,半径 
为 的 高 斯 圆柱 面 。 根 据 高 斯 定律 ,我 们 知道 ,热流 人， 乘 以 该 表面 的 面积 2xrL 便 应 等 于 其 
内 部 所 产生 的 总 热量 ,这 就 是 我 们 所 称 的 G: 


G 


2xrLh= 二 G 或 h= Pe 





(12.9) 


热流 与 温度 梯度 成 正比 : 
h =— KVT, 
或 者 在 这 种 情况 下 ,h 的 大 小 为 
4=-kK 字 . 
上 式 同 式 (12. 9) 一 起 给 出 
时 一 -多 (12.10) 
从 r=a 至 ~ 一 0 进行 积分 , 便 得 
诅 = 旋 = 一 5 (12.11) 


* 这 里 两 处 "长度 L” ,在原 书 中 都 作 * 单 位 长 度 " ,我 们 作 了 改正 。 一 一 译 者 注 
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解 出 G, 得 

_ 2xKL(T, 一 T) 
一 mA) 

这 一 结果 完全 对 应 于 圆柱 形 电容 器 上 的 电荷 


2red (ha) 。 
In(b /a) 

问题 相同 ,因而 有 相同 的 解 。 我 们 根据 静电 学 知识 ,也 知道 一 根 隔 热 管道 损失 了 多 少 热量 。 

现在 来 讨论 热流 的 另 一 个 例子 。 假 设 我 们 要 知道 位 于 地 下 离 地 表 不 远 或 在 一 大 块 金 属 表 
面 附近 的 一 个 点 热源 周转 的 热流 ,这 个 定 域 热源 也 许 是 一 个 在 地 下 爆炸 了 的 原子 弹 所 留 下 来 
的 一 个 强烈 热源 ,或 许 相当 于 在 一 大 块 铁 中 的 一 个 小 小 放射 源 一 总 之 会 有 种 种 可 能 性 。 

我 们 将 处 理 这 样 一 个 理想 化 的 问题 , 即 一 个 强度 为 G 的 点 热源 置 于 一 块 无 限 大 均匀 材 
料 一 其 热 导 率 为 K 一 的 表面 下 距离 为 的 地 方 。 我 们 将 忽略 材料 外 面 空气 的 热 导 率 ， 
而 希望 求 得 这 块 材料 表面 上 的 温度 分 布 。 试 问 在 材料 表面 上 正 对 热源 的 那 一 点 以 及 其 他 各 
处 的 温度 是 多 少 ? 

怎样 解决 这 个 问题 呢 ? 它 很 像 静电 学 中 这 样 一 个 问题 , 即 在 一 平面 边界 两 侧 存在 介 电 
常量 不 同 的 两 种 材料 。 啊 哈 ! 或 许 它 与 边界 附近 的 点 电荷 的 情况 相似 ,而 该 边界 处 在 电 介 
质 与 导体 或 类 似 的 菜 些 东西 之 间 。 让 我 们 来 看 看 ,该 表面 附近 的 情况 如 何 。 这 表面 的 物理 
条 件 是 ,h 的 法 向 分 量 为 堆 , 因 为 我 们 已 假定 没有 热量 流出 板 外 ,我 们 会 问 :在 我 们 做 过 的 哪 
一 种 静电 学 问题 中 会 有 这 样 的 条 件 , 即 在 表面 处 电场 E( 这 类 似 于 h) 的 法 向 分 量 为 零 。 不 
会 有 这 种 情况 ! 

这 是 一 件 务必 当心 的 事情 。 由 于 一 些 物理 原因 ,可 能 在 某 一 门 学 科 中 对 数学 条 件 产生 
了 某 些 限制 。 因 此 , 基 我 们 仅仅 对 有 限 几 种 情况 的 微分 方程 进行 分 析 , 便 可 能 会 委 失 在 其 他 
物理 情况 下 能 够 发 生 的 某 些 类 型 的 解答 。 例 如 ,没有 一 种 材料 的 介 电 常量 为 零 , 而 真空 的 热 
导 率 却 确实 等 于 零 。 所 以 对 于 完全 绝热 的 物体 , 况 找 不 出 一 种 静电 的 类 似 物 来 ,然而 ,我 们 
还 是 可 以 采用 同样 的 方法 。 不 妨 试行 想象, 假如 介 电 常量 等 于 零 , 将 发 生 什么 情况 (当然 ,在 
任 一 种 实际 情况 中 , 介 电 常 量 总 不 会 等 于 零 的 。 但 也 许 会 有 这 么 一 种 情况 , 即 其 中 有 一 种 材 
料 其 介 电 常量 非常 高 ,使 得 我 们 可 以 略 去 外 面 空气 的 介 电 常量 )。 

如 何 去 找 出 与 表面 没有 垂直 分 量 的 那 种 电场 呢 ? 也 就 是 一 种 只 与 表面 相 切 的 电场。 
你 会 注意 到 ,我 们 的 问题 与 在 一 平面 导体 附近 放置 一 个 点 电荷 的 问题 刚好 相反 。 那 里 曾 
要 求 有 一 个 村 直 于 表面 的 场 ,因为 该 导体 全 都 处 于 相同 的 势 ,在 电 的 问题 中 ,我 们 通过 设 
想 在 导电 板 后 面 有 一 个 点 电荷 而 发 明了 一 种 解法 ,可 再 引用 那 同一 概念 。 试 挑选 一 个 
“ 像 源 ”, 那 将 会 自动 地 使 在 表面 上 场 的 法 向 分 量 为 零 。 这 种 解法 如 图 12-2 所 示 。 一 个 
同 曼 而 又 等 强 的 像 源 被 置 在 该 表面 之 上 距离 为 。 处 ,将 使 场 始终 切 于 材料 表面 。 这 两 个 
源 的 法 向 分 量 互相 抵消 了 。 

这 样 ,我 们 的 热流 问题 就 得 到 了 解决 。 通 过 直接 类 比 ,在 各 处 的 温度 与 两 个 相等 点 电荷 
产生 的 势 相同 。 放 在 无 限 大 媒质 中 一 个 单独 点 源 G, 在 距离 为 处 所 产生 的 温度 为 


从 (12.12) 


Q 





* 原 书 式 中 少 了 ko 





译 者 注 


0 
KR 
当然 ,这 只 是 $= 二 9 人 /4rxer) 的 模拟 。 对 于 一 个 点 
源 来 说 , 若 加 上 它 的 像 源 ,所 产生 的 温度 就 是 
6 G 
Rt 
上 式 给 出 在 大 块 材料 内 任 一 点 的 温度 。 图 12-2 
中 表示 出 几 个 等 温 面 ,同时 也 显示 出 一 些 h 线 , 它 
可 以 由 h = 一 KV 获得 。 
我 们 原来 的 问题 是 要 找 出 在 该 表面 上 的 温度 
分 布 。 对 于 表面 上 离 轴 心 为 p 的 一 点 , 即 在 7, 一 
r: =p 十 中 处 ,就 会 有 


(12.13) 


(12.14) 


7 
HzK pT 
这 一 函数 在 图 上 也 表示 了 出 来 。 刚 好 在 热源 正 上 
方 一 点 上 的 温度 自然 会 高 于 其 他 较 远 的 点 的 温 
度 。 这 是 地 球 物理 学 家 们 经 常 需要 加 以 解决 的 那 





T( 表 面 ) = (12.15) 
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图 12-2 在 一 良 热 导 体 表面 之 下 距离 为 a 处 
有 一 个 点 热源 ,在 其 周围 附近 所 产生 的 热流 
和 等 温 面 。 材 料 外 面 显示 的 是 一 个 像 源 


类 问题 。 我 们 现在 看 到 ,这 也 是 在 电学 方面 已 经 解决 了 的 同类 事情 。 
$12-3 绷 紧 的 薄膜 


现在 让 我 们 来 考虑 一 种 完全 不 同 的 物理 情况 ,不 过 它 会 再 次 给 出 相同 的 方程 。 设 有 一 
橡胶 薄 层 一 一 一 张 膜 一 一 铺 在 一 个 大 的 水 平 构架 上 而 被 拉 紧 (如 一 张 鼓膜 )。 现 在 假设 这 张 
膜 的 一 处 被 顶 起 ,而 在 另 一 处 被 压 下 ,如 图 12-3 所 示 。 对 于 这 个 表面 的 形状 我 们 能 够 加 以 
描述 吗 ? 即将 表明 , 当 膜 的 挠 曲 程度 不 太 大 时 ,这 一 问题 如 何 才能 解决 。 





图 12-3 一 橡胶 薄 层 铺 在 一 个 简 形 构架 上 而 被 
拉 紧 ( 如 一 张 鼓膜 )。 如 果 在 该 薄 层 A 处 被 顶 起 ， 
而 在 B 处 被 压 下 ,这 个 表面 是 什么 形状 ? 


图 12-4 一 张 绷 紧 了 的 橡胶 薄 层 ,其 中 表面 
张力 r 为 垂直 于 一 条 线 的 单位 长 度 的 力 
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由 于 膜 被 拉 紧 所 以 在 膜 内 就 会 有 力 存在 。 要 是 在 任 一 处 造成 一 条 小 裂缝 , 则 裂缝 两 边 
就 会 彼此 互相 拉 开 ( 见 图 12-4)。 可 见 在 薄 层 内 有 一 种 表面 张力 ,如 同 拉 紧 弦 线 中 的 一 维 张 
力 。 对 于 如 图 12-4 所 示 的 那样 一 条 裂缝 ,刚刚 能 够 把 缝 的 两 侧 拉 在 一 起 的 单位 长 度 的 力 ， 
我 们 定义 为 表面 张力 ,其 大 小 为 r。 

现在 就 来 观察 膜 的 一 个 垂直 截面 。 它 将 表现 为 一 个 弯曲 截面 ,如 图 12-5 所 示 。 设 “为 
膜 离开 其 正常 位 置 的 垂直 方向 位 移 ,而 z 和 y 则 分 别 代表 水 平面 上 的 两 个 坐标 (图 上 所 表 
示 的 截面 平行 于 z 轴 )。 


试 考虑 长 度 为 Az 而 宽度 为 Ay 的 一 小 块 表 
面 。 由 于 表面 张力 ,所 以 将 会 有 作用 于 该 小 块 表 
面 每 一 边 的 力 。 图 上 边缘 1 上 的 力 将 是 mAy, 其 
方向 与 该 表面 相 切 一 一 也 就 是 与 水 平 线 成 9, 角 。 
边缘 2 上 的 力 将 在 角 4% 的 方向 ,为 mAy( 还 有 作 
用 于 该 小 块 表面 其 他 两 个 边缘 上 的 相似 之 力 ,但 
这 些 我 们 暂 不 予 理会 )。 从 1 与 2 两 个 边缘 作用 
图 12-5 被 挠 曲 了 的 膜 片 的 横 截 面 于 该 小 块 表面 上 的 向 上 的 净 力 为 


AF 一 mAysinb 一 mAysinb. 
我 们 将 只 考虑 膜 的 小 畸变 ,也 就 是 小 斜率 范围 。 于 是 ,sin 9 便 可 用 tan 9 来 代替 ,而 tan 0 又 


可 写成 9u/3z。 因 而 力 为 
ar = [n(), = (), o> 
在 方 括号 内 的 量 也 同样 可 以 写成 (对 于 小 Az 而 言 ) 


去 (于 








)ar. 


9 au 
于 是 AF 一 区 (r 有 天)Azay. 
作用 在 其 他 两 个 边缘 上 的 力 对 AF 也 将 有 贡献 ,所 以 总 力 显然 是 


AF = [去 ( 吴 )+ 名 (rE) ]azay- (12.16) 
该 鼓膜 之 挠 曲 是 由 外 力 引起 的 。 让 我 们 设 f 为 由 外 力 引 起 的 膜 上 单位 面积 的 向 上 的 

力 (一 种 “压强 ")。 当 该 膜 处 于 平衡 状态 (静止 情况 ) 时 ,这 力 必 须 被 刚才 所 算出 的 内 力 即 式 

(12. 16) 平 衡 掉 。 也 就 是 说 ， 

AF 


了 一 AzAy 


于 是 式 (12. 16) 便 可 以 写成 
了 = 一 V (rvVu). (12.17) 


其 中 ,V 目 前 所 指 的 当然 是 二 维 的 梯度 算 符 (3 /az, 3 /3y)。 我 们 就 有 一 个 把 u(x，y) 和 所 
施 力 f(z, y?) 以 及 表面 张力 rtz,，?) 一 一 一 般 来 说 , 膜 中 的 = 是 可 以 逐 点 改变 的 一 一 联系 
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起 来 的 微分 方程 (一 个 三 维 弹性 体 的 畸变 也 由 一 组 相似 的 方程 所 支配 ,但 我 们 将 专注 于 
二 维 的 情况 )。 我 们 将 仅仅 关心 表面 张力 + 在 整 张 膜 中 为 常数 的 那 一 种 情况 。 于 是 ,可 以 
将 式 (12. 17) 写 成 


Viu=— £. (12.18) 


这 样 就 有 另 一 个 与 静电 学 相同 的 方程 了 ! 一 一 只 是 这 回 限制 在 二 维 上 。 位 移 w 对 应 于 
多 ,而 了 和 对 应 于 如 。 所 以 无 论 是 对 于 无 限 大 的 平面 带电 板 、 或 两 平行 长 导线 、 或 带电 的 圆 
简 形 导体 ,我 们 所 做 过 的 一 切 工作 , 均 可 直接 应 用 到 一 张 绷 紧 的 薄膜 上 。 

假设 我 们 在 膜 的 某 些 点 上 将 膜 推 到 一 定 高 度 一 一 也 就 是 说 ,在 某 些 点 上 把 x 值 固定 下 
来 ,这 就 是 在 电 的 情况 下 ,在 各 对 应 地 方 有 一 个 特定 势 的 一 种 模拟 。 因 此 ,比如 我 们 可 以 用 
一 个 与 简 形 导体 对 应 的 截面 形状 的 物体 把 膜 推 上 去 ,因而 形成 一 个 正 * 势 "。 例 如 , 若 我 们 用 
一 根 圆 棒 把 膜 推 上 去 ,该 表面 便 将 如 图 12-6 所 示 的 形状 。 高 度 x 与 一 带电 圆 棒 的 静电 势 $ 
相同 。 它 是 按 In(1 太 ) 下 降 的 (其 斜率 ,对 应 于 电场 已 ,将 按 1/r 下 降 )。 





图 12-6 一 张 绷 紧 的 橡胶 薄 层 用 一 根 圆 棒 推 上 去 时 的 横 截面 。 函 数 u(x，y) 与 
在 一 根 很 长 的 带电 棒 附 近 的 电势 Hx, y) 相 同 


一 张 崩 紧 的 橡胶 薄 层 ,往往 用 来 作为 一 种 从 实验 上 解决 复杂 的 电学 问题 的 途径 。 这 里 ， 
模拟 是 倒 过 来 用 了 ! 各 种 不 同 的 棒 和 杆 被 用 来 把 膜 推 至 对 应 于 一 组 电极 的 势 的 高 度 。 此 
后 ,对 高 度 的 测量 就 能 给 出 在 电 情况 下 的 电势 。 这 一 种 模拟 甚至 被 发 展 得 更 远 。 如 果 将 一 
些小 球 放 在 膜 上 面 ,它们 的 运动 会 近似 地 对 应 于 电子 在 相应 电场 中 的 运动 。 人 们 能 够 实际 
上 观看 到 “电子 "在 其 轨道 上 运动 。 这 一 方法 曾 被 用 来 对 许多 光电 倍增 管 ( 诸 如 那些 用 在 闪 
烁 计数 器 上 的 ,以 及 那些 用 于 控制 卡 迪 拉克 牌 汽车 的 车 前 灯光 的 ) 的 复杂 几何 图 形 进行 设 
计 。 这 一 方法 目前 仍 被 采用 ,但 其 准确 度 却 是 有 限 的 。 对 于 最 准确 的 工作 ,更 好 的 是 通过 数 
值 计算 法 , 即 利用 大 型 电子 计算 机 把 场 求 出 来 。 


$ 12-4 中 子 扩散 ;均匀 媒质 中 的 均匀 球形 源 


我 们 取 另 一 个 会 给 出 相同 类 型 方程 的 例子 ,这 回 得 同 扩散 打交道 了 ,在 第 1 卷 第 43 章 
中 ,我 们 曾经 考虑 过 离子 在 纯 气体 中 的 扩散 ,以 及 一 种 气体 在 另 一 种 气体 中 的 扩散 。 这 一 次 
让 我 们 选取 一 个 不 同 的 例子 一 一 中 子 在 一 种 诸如 石墨 那样 的 材料 中 的 扩散 。 之 所 以 着 重 提 
出 石墨 ( 碳 的 一 种 纯净 形式 ) ,是 因为 碳 并 不 会 吸收 慢 中 子 。 在 碳 中 ,中 子 能 够 自由 地 到 处 漂 
移 。 它 们 在 被 核 散射 而 偏转 至 一 个 新 的 方向 之 前 ,能 够 平均 沿 直线 跑 过 几 厘米 。 所 以 如 果 
我 们 有 一 大 块 石墨 一 一 每 边 有 许多 米 长 一 一 那么 最 初 在 某 处 的 中 子 就 会 扩散 至 其 他 地 方 。 
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我 们 想 要 找 出 能 对 它们 的 平均 行为 一 一 也 就 是 ,对 它们 的 平均 流动 一 一 所 做 的 一 种 描述 。 

设 N(z, y, x)AV 代表 点 (+, y, z) 处 体积 元 AV 中 的 中 子 数 。 由 于 运动 ,有 些 中 子 就 
会 离开 AV ,而 其 他 一 些 则 将 进入 。 若 在 一 个 区 域 里 有 比 其 邻 区 更 多 的 中 子 , 则 从 第 一 个 区 
进入 第 二 个 区 中 的 中 子 比 起 返回 的 将 会 多 些 ,这 将 有 一 个 净 流 。 按 照 第 1 卷 第 43 章 中 的 讨 
论 ,我们 用 一 个 流 矢量 了 来 描述 该 流动 。 它 的 工分 量 J: 就 是 单位 时 间 通过 垂直 于 z 方向 
的 单位 面积 的 净 中 子 数 。 我 们 曾经 求 得 


一 一 石 2N 
] =-D 科 ， 


式 中 扩散 系数 D, 由 平均 速度 v 和 在 连续 两 次 散射 间 的 平均 自由 程 1 表达 的 关系 式 为 





(12. 19) 


二 
D= 5%. 


因而 有 关 J 的 矢量 方程 便 是 
J=—DYVN. (12. 20) 


中 子 流 经 任 一 个 表面 元 da 的 时 间 变 化 率 为 了 ， mda (n 照例 指 单位 法 向 矢量 )。 于 是 ， 
从 一 体积 元 流出 的 净 流 (根据 通常 的 高 斯 理论 ) 为 V .JdV。 这 一 流动 应 该 导致 在 AV 内 的 数 
目 随时 间 而 减少 ,除非 有 些 中 子 正在 AV 中 产生 出 来 (通过 某 一 种 核 过 程 )。 若 在 该 体积 内 
存在 能 够 在 单位 时 间 单位 体积 中 产生 出 S 个 中 子 的 源 , 则 流出 AV 的 净 流 将 等 于 (S 一 
9N /9t)AV。 这 时 我 们 就 有 


二 站 一 2 
VY.T= 5 一 于. (12.21) 


把 式 (12. 21) 和 (12. 20) 两 者 合并 , 便 得 到 中 子 扩散 方程 : 


本 二 SN 
Vv:(-DVN)= Ss- 


(12. 22) 

在 静止 一 一 即 其 中 3N /at = 0 一 一 情况 下 ,我 们 再 度 得 到 式 (12. 4)! 可 以 利用 关于 静 
电学 的 知识 来 解决 中 子 的 扩散 问题 。 因 此 ,就 让 我 们 来 解答 这 个 问题 。 你 们 可 能 会 奇怪 :如 
果 已 在 静电 学 中 解答 了 一 切 问题 的 话 , 为 什么 还 要 再 来 求解 一 个 问题 ? 原因 是 ,这 回 我 们 能 
够 较 快 地 获得 解答 ,因为 静电 学 的 问题 已 经 解决 了 ! 

假设 有 一 大 块 材料 ,其 中 中 子 一 一 比如 是 通过 铀 裂变 一 一 正在 从 一 个 半径 为 a 的 球形 
区 域 里 朝 各 方向 均匀 地 产生 出 来 (图 12-7)。 我 们 想 要 弄 清楚 :各 处 的 中 子 密度 是 多 少 ? 在 
产生 中 子 的 区 域 里 中 子 的 密度 究竟 会 多 么 均匀 ? 在 源 中 心 处 的 中 子 密度 与 在 源 区 表面 上 的 
中 子 密度 的 比率 是 多 少 ?要 找 出 这 些 答案 挺 容易 。 这 里 , 源 密度 S。 代替 了 电荷 密度 p, 因 
而 我 们 的 问题 与 具有 均匀 电荷 密度 的 球体 问题 相似 。 求 N 正如 同 求 势 $。 以 前 我 们 曾 计算 
出 一 个 均匀 带电 球体 的 内 场 和 外 场 ,对 这 些 场 取 积分 就 可 以 获得 势 。 在 球 外 ,电势 为 
Q/4ror) ,其 总 电荷 Q 是 由 4xa’p 户 给 出 的 。 因 此 


$4 = 人 (12.23) 


3er 


对 于 球 内 各 点 ,那里 的 电场 仅仅 来 自 半 径 为 7 的 球体 内 的 电荷 Q(7) , 亦 即 Q(r) = 4rpA， 
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图 12-7 (a) 在 一 大 块 石墨 中 ,中 子 在 一 个 半径 为 a 的 球体 里 均匀 地 产生 


并 向 外 扩散 。 发 现 中 子 密度 N 为 离 源 心 距离 7 的 函数 。(b) 类 似 的 静电 
情况 :一 个 均匀 带电 球体 ,其 中 N 对 应 于 $, 而 J 对 应 于 EE 


因而 
E=. (12.24) 


这 个 场 随 着 7 增 大 线性 地 增 大 。 对 已 取 积分 便 可 得 到 #, 于 是 我 们 有 


加 = 一 名 十 常数 , 
Mo 


在 半径 a 处 ,$m 与 $% 必定 相等 ,因而 该 常数 就 应 当 是 pa? /(2% ) (假定 离 源 很 远 的 地 方 $ 等 
于 零 ,这 就 相当 于 那里 的 中 子 数 N 为 零 )。 因 此 ， 


向 二 也 (于 一 区 ). (12. 25) 


我 们 立即 就 知道 另 一 个 问题 中 的 中 子 密 度 。 答 案 是 


= Sa’ 


Na 一 5557 


(12. 26) 


(12.27) 


NN 作为 ~ 的 函数 如 图 12-7 所 示 。 

那么 , 源 心 与 边缘 的 密度 之 比 又 是 多 少 呢 ? 在 源 心 (~ = 0 ) 处 ,密度 正比 于 3a: /2; 在 边 
缘 (r 二 a ) 处 ,密度 正比 于 2a* /2; 因 而 ,两 密度 的 比 为 3/2。 一 个 均匀 源 并 不 会 产生 均匀 的 
中 子 密度 。 你 看 ! 静电 学 的 知识 给 我 们 提供 了 关于 核反应 堆 物 理学 的 一 个 良好 开端 。 

有 许多 物理 情况 ,其 中 扩散 起 着 重要 作用 。 例 如 ,离子 在 液体 中 的 运动 ,或 电子 在 半 导 
体 中 的 运动 ,都 遵循 相同 的 方程 。 我 们 一 次 又 一 次 地 和 这 种 相同 的 方程 式 打交道 。 
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$ 12-5 无 旋 流体 的 流动 ;从 球 旁 经 过 的 流动 


现在 让 我 们 考虑 一 个 并 非 十 分 完美 的 例子 ,因为 我 们 将 要 用 的 方程 式 不 会 真正 十 分 普遍 
地 代表 该 主题 ,而 只 是 代表 一 种 人 为 的 理想 情况 。 将 要 讨论 的 是 水 流 问题 。 对 于 绷 紧 的 薄膜 ， 
我 们 的 方程 乃 是 一 种 近似 ,只 有 在 挠 曲 程度 微小 时 才 正 确 。 在 有 关 水 流 的 讨论 中 ,将 不 做 这 种 
近似 ,而 必须 做 出 一 些 与 实际 的 水 流 有 很 大 出 入 的 限制 条 件 。 我 们 将 仅仅 处 理 一 种 不 可 压缩 
的 、 无 黏 沿 性 的 \ 而 又 无 环流 的 液体 的 定常 流动 情况 。 然 后 ,就 将 速度 v(r) 作 为 位 置 + 的 函数 
来 表达 该 流动 。 若 流动 是 定常 的 (唯一 具有 静电 学 类 似 的 一 种 情况 ), 则 "与 时 间 无 关 。 如 果 
用 po 代表 该 流体 密度 , 则 pv 便 是 单位 时 间 通 过 单位 面积 的 质量 。 根 据 物质 守恒 ,pv 的 散 度 一 
般 将 是 单位 体积 内 材料 质量 的 时 间 变化 率 。 我 们 将 假定 ,并 没有 任何 不 断 创造 或 消灭 物质 的 
过 程 。 于 是 物质 守恒 就 要 求 V .pr = 0 (一 般 说 来 , 它 应 当 等 于 一 ao /at, 但 由 于 我 们 的 流体 是 不 
可 压缩 的 ,p 便 不 可 能 发 生变 化 )。 由 于 p 处 处 相同 , 故 可 将 其 分 离 出 来 ,因而 上 述 方程 就 不 过 是 


V.v=0. 


好 ! 我 们 又 回 到 静电 学 (空间 不 存在 任何 电荷 ) 上 来 了 。 上 式 恰好 就 像 V .下 = 0。 然 
而 ,情况 并 非 那样 简单 ! 静电 学 并 不 仅仅 是 Y . E = 0, 而 是 包括 二 对 方程 。 单 单一 个 方程 
不 能 告诉 我 们 足够 多 的 东西 ,还 需要 另 一 个 方程 。 为 了 同 静电 学 协调 起 来 ,我 们 还 需要 "的 
族 度 为 零 。 但 这 对 于 实际 液体 来 说 ,并 非 普 遍 正 确 。 大 多 数 液体 往往 会 产生 一 些 环流 。 所 
以 我 们 就 被 限制 在 没有 液体 环流 的 情况 。 这 样 的 流动 常 称 为 无 旋 流动 。 不 管 怎样 , 若 我 们 
作出 了 所 有 这 些 假定 , 便 可 以 想象 出 类 似 于 静电 学 的 一 种 流体 流动 情况 。 因 而 采取 


Vv=0 (12. 28) 





和 
VXxvr= 0. (12.29) 


我 们 要 强调 ,遵循 这 些 方程 的 液体 流动 只 是 一 些 特殊 而 远 非 普 遍 的 情况 。 它 们 是 表面 
张力 \ 可 压缩 性 和 黏 汪 性 都 必须 可 以 忽略 .而 又 可 以 假定 该 流动 是 无 旋 的 那么 一 些 情况 。 这 
一 些 条 件 对 于 真实 水 的 适用 性 竟 是 如 此 之 少 ,以 致 数学 家 冯 “ 诺 伊 曼 曾 经 说 过 , 凡 对 式 
(12. 28) 和 (12. 29) 进 行 过 分 析 的 人 们 乃 是 在 研究 “ 干 水 "! 我 们 将 在 第 40 和 41 章 中 对 流体 
流动 的 问题 进行 更 详细 的 讨论 。 

由 于 VXv= 0, 因此 “ 干 水 "的 速度 就 可 以 写成 某 个 势 的 梯度 : 

v=— W. (12. 30) 


上 这 个 量 的 物理 意义 是 什么 ? 它 并 不 含有 任何 十 分 有 用 的 意义 。 速 度 可 以 写成 为 势 的 梯 
度 ,仅仅 是 因为 该 流动 是 无 旋 的 。 而 根据 与 静电 学 的 类 比 ,y 就 称 为 速度 势 ,但 它 与 #$ 不 同 ， 
与 势能 毫 无 关系 。 由 于 "的 散 度 为 零 ,我 们 便 有 


V:(W)= Vy=0. (12. 31) 


和 在 自由 空间 (p = 0) 里 的 静电 势 一 样 ,这 速度 势 y 也 服从 同样 的 微分 方程 。 
让 我 们 举 一 个 属于 无 旋 流动 问题 的 例子 ,并 看 看 能 否 通 过 学 过 的 方法 来 解决 它 。 考 虑 
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穿 过 液体 下 落 的 球体 问题 。 如 果 它 降落 得 太 慢 , 则 我 们 所 忽略 的 黏 澡 力 就 会 十 分 重要 。 如 
果 它 落得 大 快 , 则 会 有 一 些小 湾 油 (应 流 ) 出 现在 其 尾部 ,而 在 水 里 就 会 有 一 些 环流 。 但 若 该 
球体 运动 得 既 不 太 慢 又 不 太 快 , 则 水 流 将 大 体 上 符合 我 们 的 那些 假 役 ,这 样 才能 通过 那些 简 
单方 程式 来 描述 水 的 运动 。 

在 网 定 于 球体 的 参照 系 中 来 描述 所 发 生 的 事情 委 
方便 。 在 这 个 参 归 系 中 ,我 们 提出 这 样 一 个 问题 ;着 在 | | | 
离 球 很 远 的 地 广 水 均匀 流动 , 当 其 流 经 静止 球体 时 , 运 
动情 况 将 如 何 呢 ? 这 就 是 说 ,在 离 于 很 远 的 地 方 ,流动 
处 处 相同 。 但 在 球体 附近 的 流动 则 如 图 12-8 中 的 那 
些 流 线 。 这 些 线 , 始 僚 平 行 于 w 而 与 电场 线 相对 应 。 
我 们 希望 得 到 有 关 这 一 速度 场 的 定量 描述 , 即 关于 任 
一 点 P 的 速度 表示 式 。 

可 以 从 少 的 梯度 求 得 速度 ,因而 首先 就 要 算出 执 
来。 我 们 需要 处 处 都 满足 式 (12.31) 的 那 一 种 势 ,而 这 个 
势 也 应 满足 两 个 限制 条 件 ;(1) 球 内 区 域 不 存在 流动 ;(2) 
在 远 距离 处 流动 是 稳定 的 。 为 了 满足 条 件 (1), 委 直 于 球 
面 的 v 分 量 就 应 等 于 零 。 这 意味 着 ,在 一 a 处 ,3y gr。 本 生生 放 四 种 人 
为 零 。 为 了 满足 条 件 (2), 则 在 > a 的 所 有 点 上 ,必须 
有 ay /9 一 m。 严 格 说 来, 并 没有 一 种 静电 情况 会 完全 对 应 于 我 们 的 问题 。 实 际 上 它 对 应 于 把 
一 个 介 电 常量 为 夫 的 球体 放置 在 一个 均匀 电场 中 。 要 是 已 求 出 了 关于 介 电 党 量 为 “的 球体 放 
在 一 均匀 场 中 的 问题 之 解 ,那么 代入 = 0 ,我 们 便 该 立即 获得 有 关 这 一 问题 的 解答 。 

实际 上 ,并 未 详细 算 过 这 个 特定 的 静电 学 问题 , 那 现在 就 让 我 们 来 做 吧 ( 本 来 也 可 以 直 
接 用 » 和风 来 解决 流体 问题 的 ,但 仍 将 采用 和 多 ,因为 那 是 我 们 所 热 秋 的)。 

问题 是 : 求 出 wy 二 0 的 一 个 解 合 得 对 于 "很 大 时 玉 一 一 六 # 为 一 带 数 ,比方 说 可 ,而 
又 使 得 在 r = a 处 的 径 向 分 量 为 零 , 即 

我 们 的 问题 牵涉 到 一 种 新 的 边界 条 件 ,这 里 并 不 要 求 表面 上 的 为 常数 ,而 是 要 求 aar 
为 常数 。 这 样 一 来 ,情况 就 有 所 不 同 了 ,不 容易 立即 得 到 答案 。 首 先 , 当 该 球体 不 存在 时 ,$ 应 
当 是 一 为 z。 于 是 巨 应 该 沿 = 轴 方 向 ,并 具有 一 个 大 小 不 变 的 EE。 原 来 我 们 曾经 分 析 过 内 部 
具有 均匀 极 化 的 一 个 电介质 球 的 情况 ,而 且 我 们 发 现在 这 种 均匀 极 化 球 内 部 的 场 乃 是 一 个 均 
色 声 ,而 在 其 外 部 的 场 则 与 一 处 在 球 心 的 点 个 极 子 的 场 相同 。 因 此 ,我 们 猜测 所 希望 得 到 的 解 
为 一 个 均匀 场 和 一 个 偶 极 子 场 的 疾 加 。 因 偶 极 子 之 势 第 6 章 ) 为 pz /(4m) ,于 是 我 们 假定 


























wh (12. 32) 


$=— Ez (12. 33) 


A 

dnor’” 
由 于 偶 极 子 场 按 1/r* 下 降 ,所 以 在 大 的 距离 处 我 们 便 恰 好 拥有 场 E。。 我 们 的 猜测 自动 满 
足 了 上 面 的 条 件 (2)。 但 该 偶 极 子 强度 p 取 何 值 呢 ? 为 求 得 这 个 值 ,我 们 可 利用 关于 # 的 另 
一 条 件 , 即 式 (12. 32) 。 必 须 取 #% 对 r 的 微 商 , 但 这 当然 要 求 在 一 个 固定 的 角度 上 进行 ,因而 
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为 了 方便 ,首先 就 得 用 ~ 和 9 而 不 是 用 zx 和 来 表达 #$。 由 于 = = rcos 9, 所 以 得 : 


$=— Earcos 0+ feosg. (12. 34) 


EE 的 径 向 分 量 为 


_ag pcosO 
无 十 Eocos 0 十 Dre (12.35) 


上 式 在 r = a 处 对 于 所 有 的 9 均 必 须 为 零 。 若 取 p 为 
Pp =— 2xea’ Eo, (12. 36) 


那 就 确实 如 此 。 

要 小 心 注意 ! 如 果 式 (12. 35) 中 两 项 并 非 都 具有 相同 的 0 依赖 关系 , 则 不 会 有 可 能 选 得 
出 p 而 使 式 (12. 35) 在 ~ 二 a 处 对 一 切 角度 都 变 为 零 。 我 们 算出 的 结果 意味 着 ,在 写 出 式 
(12. 33) 时 的 猜测 是 聪明 的 。 当 然 , 在 做 出 该 猜测 时 ,我们 是 向 前 看 的 。 我 们 知道 将 需要 另 
一 项 , 它 将 会 :(a) 满 足 V*$ 二 0 (任何 真实 的 场 都 该 如 此 );(b) 依 赖 于 cos 0;(c) 并 在 大 的 
处 降 至 零 。 偶 极 子 场 就 是 唯一 能 满足 这 三 个 条 件 的 场 。 

利用 式 (12. 36) ,我 们 的 势 就 是 


s 
= 一 Eocos0(r 十 关 ) (12. 37) 


关于 流体 流动 问题 的 解 可 以 简单 地 写成 : 
4 = 一 weosb(r+ 芭 ). (12.38) 


从 这 个 势 求 v 很 方便 ,对 此 事 我 们 就 不 进一步 追究 下 去 了 。 
$12-6 照度 ;对 平面 的 均匀 照明 


在 这 一 节 中 ,我 们 将 转 到 一 个 完全 不 同 的 物理 问题 上 去 一 一 旨 在 显示 许多 不 同 的 可 能 
性 ,此 次 ,我 们 将 做 某 种 事情 , 它 所 导致 
的 积分 与 我 们 在 静电 学 中 所 求 得 的 积分 
类 型 相同 (如 果 我 们 有 一 个 数学 问题 会 
给 出 某 一 积分 ,而 它 若 就 是 以 前 解决 另 
一 问题 的 同一 积分 ,那么 我 们 对 于 该 积 
分 的 性 质 便 会 理解 一 些 )。 现 在 就 从 照 
明 工 程 中 选取 一 个 例子 。 假 设 有 一 光源 
放 在 一 平面 上 距离 为 a 处。 该 面 上 的 照 
明 情况 如 何 呢 ? 这 就 是 说 ,单位 时 间 到 
达 单位 表面 积 上 的 辐射 能 量 有 多 少 ( 见 
图 12-9 面 上 的 赂 度 坟 代表 单位 时 间 到 达 单位 面积 。 图 12-9)? 假定 光源 是 球 对 称 的 ,以 致 在 

表面 上 的 辐射 能 任何 方向 辐射 的 光 都 相等 。 这 时 ,通过 
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重 真 于 光 流 的 单位 面积 的 辐射 能 量 与 距离 的 平方 成 反比 。 显 然 ,在 垂直 于 光 流 的 表面 上 , 光 
的 强度 与 点 电荷 源 产生 的 电场 具有 相同 的 公式 。 若 光线 与 表面 的 法 线 成 一 角度 0 投射 到 表 
面 上 ,那么 1,, 即 到 达 单 位 面积 表面 上 的 能 量 , 就 仅 有 cos 9 那么 大 了 ,因为 同样 的 能 量 落 在 
了 1/eos9 倍 的 面积 上 。 如 果 我 们 称 光源 的 强度 为 S, 则 在 一 个 面 上 的 照度 1, 便 是 

S 


了 一 2 “nA. (12. 39) 





式 中 ,e, 是 从 光源 向 外 的 单位 矢量 ;而 盖 则 是 该 面积 的 单位 法 线 。 照 度 I, 相当 于 从 一 强度 
为 4reoS 的 点 电荷 所 产生 的 电场 的 法 向 分 量 。 明 白 了 这 一 点 ,我 们 便 可 看 到 ,对 于 任 一 种 光 
源 分 布 ,都 能 够 通过 求解 对 应 的 静电 学 问题 而 获得 答案 。 在 计算 电荷 分 布 所 产生 的 电场 在 
一 平面 上 的 垂直 分 量 时 ,我 们 就 是 按照 这 种 求 光源 * 对 一 平面 的 照度 的 方法 来 做 的 。 

试 考虑 下 述 例子 。 为 了 某 种 特定 实验 条 件 ,我 们 希望 使 台面 上 有 一 个 十 分 均匀 的 照明 。 
这 里 ,可 资 利用 的 是 一 些 沿 管 的 长 度 辐射 均匀 的 长 荧光 管 。 这 可 以 在 距 台面 为 = 处 的 天 花 板 
上 安置 一 整 排 荧光 管 对 我 们 的 台子 照明 。 如 果 我 们 要 求 台面 照度 均匀 ,比方 说 在 1% 的 起 伏 
范围 内 , 则 所 选用 的 管 与 管 间 的 最 大 间隔 上 是 多 少 ? 答案 :(1) 求 相隔 为 4 的 均匀 带电 导线 栅 
的 电场 ;(2) 计 算 电场 的 垂直 分 量 ;(3) 找 出 6 应 多 大 才能 使 场 的 起 伏 不 超过 1%o。 

在 第 7 章 中 我 们 曾 见 过 ,带电 导线 杨 的 电场 可 用 许多 项 之 和 来 表示 ,其 中 每 项 给 出 一 个 
周期 为 6/n 的 正弦 变化 的 场 ,这 里 n 是 一 整数 。 任 何 一 项 的 幅度 都 由 式 (7. 44) 给 出 : 


FE,= Ae™h, 


若 要 求 的 场 是 不 太 靠近 那 导线 刀 处 的 场 , 则 我 们 仅 需 考 虑 n = 1 的 情况 。 对 于 一 个 完整 的 
解 来 说 ,本 来 还 需 确 定 整套 系数 A, ,而 这 我 们 还 未 曾 做 过 (尽管 是 简单 的 计算 )。 既 然 我 们 
只 要 求 A, ,就 可 以 估计 出 它 的 大 小 约略 与 平均 场 相同 。 于 是 该 指数 因子 就 会 直接 提供 关于 
场 强 变化 的 相对 幅度 。 如 果 希 望 这 个 因数 等 于 10“, 则 将 得 出 5 应 为 0. 91z。 若 令 荧光 灯 
管 间 的 间隔 等 于 台面 至 天 花 板 距离 的 3/4, 则 该 指数 因子 为 1/4 000, 而 我 们 便 有 一 个 安全 
系数 4, 从 而 相当 肯定 地 会 使 照明 在 1%。 的 范围 内 保持 恒定 不 变 (准确 的 计算 表明 ,A 实际 
上 两 倍 于 平均 场 ,因而 5 < 0.83z)。 对 于 这 么 一 个 均匀 照明 ,所 容许 的 管 间距 离 竟 会 如 此 之 
大 ,多 少 有 点 令 人 惊奇 。 





$12-7 自然 界 的 “基本 统一 性 ” 


在 这 一 章 中 ,我 们 希望 证 明 , 在 学 习 静 电学 的 过 程 中 你 们 已 同时 学 习 了 怎样 去 处 理 物理 学 
中 的 其 他 许多 课题 ,而 正 是 由 于 这 一 点 ,我 们 才 有 可 能 在 有 限 的 岁月 里 学 习 几 乎 全 部 物理 学 。 

可 是 , 当 这 样 的 讨论 结束 时 肯定 会 浮现 出 一 个 问题 :为 什么 从 不 同 现象 所 得 到 的 微分 方 
程 竟 会 如 此 相似 呢 ? 我 们 也 许 会 说 :“ 那 是 自然 界 的 基本 统一 性 。" 但 这 指 的 到 底 是 什么 呢 ? 
这 样 一 个 命题 本 来 能 具有 什么 意义 ? 简 而 言 之 , 它 意味 着 不 同 现象 有 着 彼此 相似 的 方程 组 ， 


* 由 于 我 们 所 谈 的 是 关于 非 相 干 光源 ,它们 的 强度 就 总 是 线性 地 相 加 ,因此 模拟 的 电荷 将 始终 带 有 相 
同 符号 。 并 且 , 我 们 的 模拟 仅 适用 于 到 达 一 块 不 透明 面 上 的 光 能 ,因而 在 我 们 的 积分 中 只 需 计 入 照射 于 该 
面 上 的 光源 (自然 不 包括 该 面 下 面 的 其 他 光源 )。 
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当然 这 时 我 们 还 未 给 出 任何 解释 。“ 基 本 统一 性 "也 许 指 的 是 ,任何 东西 都 由 同一 种 材料 构 
成 ,因而 便 应 服从 同样 的 方程 。 这 听 起 来 是 一 个 完满 的 解释 ,但 让 我 们 深思 一 下 ,静电 势 . 中 
子 扩散 热流 一 一 是 否 确实 在 与 同一 种 材料 打交道 ? 我 们 能 否 真 的 想象 出 那 静 电势 在 物理 
卡 全 同 于 温度 ,或 全 同 于 粒子 密度 ? 肯定 的 是 ,% 不 会 恰好 与 粒子 的 热能 相同 ;鼓膜 的 位 移 
肯定 不 像 温度 。 既 然 这 样 ,为 什么 还 会 有 “一 种 基本 统一 性 " 呢 ? 

事实 上 ,对 各 种 不 同 科目 的 物理 学 加 以 更 密切 的 考察 就 会 证 实 , 那 些 方程 式 并 非 真 的 全 
同 。 对 于 中 子 扩散 所 找到 的 方程 只 是 一 种 近似 。 当 我 们 观察 的 距离 比 自由 程 大 时 ,以 上 近 
似 才 有 效 。 如 果 更 细致 地 进行 观察 , 便 会 看 到 各 个 中 子 正在 各 处 跑 动 。 各 个 中 子 的 运动 , 肯 
定 完全 不 同 于 我 们 从 微分 方程 解 出 的 那 种 连续 光滑 的 变化 。 该 微分 方程 只 是 一 种 近似 , 因 
为 我 们 曾经 假定 中 子 在 空间 是 连续 分 布 的 。 

是 否 这 就 是 关键 所 在 ? 是 否 一 切 现象 所 共有 的 东西 就 是 空间 , 即 藉以 建立 物理 学 的 一 
种 构架 ? 只 要 东西 在 空间 里 相当 平滑 ,那么 所 牵涉 到 的 重要 事情 就 将 是 某 些 量 相 对 于 空间 
中 位 置 的 变化 率 。 这 就 是 为 什么 我 们 总 是 获得 一 个 有 梯度 存在 的 方程 。 微 商 必定 以 梯度 或 
散 度 的 形式 出 现 ; 由 于 物理 定律 与 方向 无 关 ,所 以 它们 必然 表示 成 矢量 的 形式 。 静 电学 方程 
组 就 是 人 们 所 能 获得 的 、 仅 含有 各 个 量 的 空间 微 商 的 .最 简单 的 矢量 方程 组 ,任何 其 他 简单 
问题 一 一 或 复杂 问题 的 简化 一 一 看 起 来 都 应 当 像 静 电学 那样 。 所 有 问题 的 共同 点 是 :它们 
全 都 涉及 到 空间 ,以 及 我 们 总 是 用 简单 的 微分 方程 来 模拟 实际 的 复杂 现象 。 

由 此 引导 到 另 一 个 有 趣 问题 。 这 同样 的 讲法 对 静电 学 方程 组 是 否 也 可 能 是 对 的 呢 ? 它 
们 是 否 也 只 有 作为 实际 上 复杂 得 多 的 微观 世界 的 一 种 理想 化 的 模拟 才 是 正确 的 呢 ? 客观 
(物质 ) 世 界 是 否 可 能 由 一 些 仅 在 极 微小 距离 上 才能 看 得 见 的 X 子 组 成 的 呢 ? 而 在 测量 过 
程 中 我 们 是 否 可 能 总 是 在 那么 大 的 尺度 上 进行 观察 ,以致 不 能 见 到 这 些小 XX 子 、 这 才 是 所 
以 会 得 到 那些 微分 方程 的 根 由 ? 

现在 最 完整 的 电动 力学 理论 ,的 确 会 在 十 分 短 的 距离 上 碰 到 困难 。 因 此 ,在 原则 上 这 些 
方程 可 能 是 某 些 事情 的 理想 化 模型 。 它 们 在 小 至 约 10 "cm 的 距离 上 仍 显 示 正 确 ,但 此 后 
就 开始 显得 不 对 了 。 可 能 会 有 某 种 迄今 还 未 被 发 现 的 内 部 "机制 ", 而 这 种 内 部 复杂 性 的 一 
些 细节 被 表面 上 看 来 理想 的 那些 方程 隐藏 起 来 了 一 一 正如 在 那 种 “理想 "的 中 子 扩散 现象 中 
一 样 。 但 还 没有 人 系统 地 提出 过 克服 那 种 困难 的 成 功 理论 。 

相当 奇怪 的 是 :事实 表明 (基于 我 们 完全 不 清楚 的 原因 ) ,相对 论 和 量子 力学 按照 我 们 所 
知 的 方式 结合 起 来 ,似乎 已 不 允许 有 一 个 基本 上 不 同 于 式 (12.4) 的 方程 ,而 同时 又 不 会 引起 
某 种 矛盾 的 那 种 发 明 。 不 仅仅 是 与 实验 不 符合 ,而 且 还 是 一 种 内 部 矛盾 。 例 如 :对 所 有 可 能 
会 发 生 的 各 种 情况 的 概率 之 和 不 等 于 1, 或 能 量 有 时 可 能 会 出 现 为 复数 的 那 种 预言 ,或 其 他 
与 此 类 似 的 某 种 荒废 设想 。 迄 今 还 没有 人 能 够 创立 一 种 电学 理论 ,使 得 在 其 中 立 g 一 一 pn 
被 理解 成 对 深 一 层 机 制 的 一 种 理想 化 近似 ,而 又 不 会 最 终 引导 到 某 一 种 廖 论 上 去 。 然 而 ,还 
必须 补充 说 明 : 若 假定 V'$ 一 一 在 所 有 不 论 多 么 小 的 距离 上 都 正确 , 则 会 导致 它 本 身 的 
匾 廖 (一 个 电子 的 电能 为 无 限 大 ) 一 一 即 迄 今 还 没有 谁 懂得 怎样 摆脱 这 些 廖 论 的 影响 。 














第 13 章 静 磁 学 


$13-1 磁 场 


作用 于 一 电荷 上 的 力 不 仅 取决 于 它 的 位 置 ,而 且 还 取决 于 它 运动 的 速度 。 空 间 每 一 点 
可 由 两 个 能 确定 作用 于 电荷 上 的 力 的 矢量 来 做 标志 。 首 先 ,电力 提供 了 与 电荷 运动 无 关 的 
一 部 分 力 ,我 们 用 电场 E 来 描述 它 ;其 次 , 另 一 部 分 力 , 称 为 磁力 , 那 
是 有 吉 于 电荷 的 速度 的 。 磁 力 还 具有 一 种 奇怪 的 方向 特性 :在 空间 
任 一 特定 点 上 ,这 力 的 方向 和 大 小 均 取决 于 该 粒子 的 运动 方向 。 在 
任 一 时 刻 ,这 力 总 是 垂直 于 速度 矢量 ;并 在 任 一 特定 点 上 ,这 力 又 总 
是 与 空间 中 某 一 固定 方向 成 直角 ( 见 图 13-1); 而 且 , 力 的 大 小 是 与 
垂直 于 这 一 规定 方向 的 速度 分 量 成 正比 的 。 所 有 这 一 切 行为 都 能 
由 一 个 定义 为 磁场 矢量 的 B 来 加 以 描述 。 这 个 矢量 不 仅 在 空间 规 
定 出 唯一 方向 ,并 且 还 规定 力 与 速度 成 正比 的 那个 比例 常数 ,从 而 
写 出 磁力 为 X B。 于 是 ,作用 于 电荷 上 的 总 电磁 力 就 可 以 写成 图 13-1 作用 于 一 运 
F=a(Et+rxB). ee errs 
的 那 一 部 分 力 ,与 v 及 
这 称 为 洛 伦 兹 力 。 8 的 方向 都 成 直角 。 
磁力 可 用 一 根 磁 棒 靠 近 一 阴极 射线 管 而 轻易 地 加 以 演示 。 电 。。 它 也 与 垂直 于 悍 的 ， 
子 束 的 偏转 ,表明 磁铁 的 存在 产生 了 一 个 作用 于 电子 而 与 其 运动 方 。 的 分 量 ( 即 vsin 09) 成 
向 成 直角 的 力 ,如 同 在 第 1 卷 第 12 章 中 我 们 曾 描述 过 的 那样 。 EE 
磁场 B 的 单位 显然 是 1NsC-'m-!。 这 同一 单位 也 是 1 Vsm-:。 它 也 称 为 1 Wbm*。 


$13-2 电流 ;电荷 守恒 





我 们 首先 考虑 怎样 来 理解 磁力 对 载 流 导 线 的 作用 。 为 此 ,我 们 先 给 所 谓 电流 密度 下 个 
定义 。 电 流 是 电子 或 其 他 电荷 的 净 漂 移 或 净 流 动 所 形成 的 运动 。 我 们 可 用 一 个 矢量 来 表达 
这 一 种 电荷 流动 ,这 矢量 给 出 每 单位 时 间 通 过 垂直 于 流动 方向 的 单位 面积 元 的 电荷 量 (正如 
我 们 对 于 热流 所 曾 做 过 的 那样 ) ,我 们 称 之 为 电流 密度 ,并 用 矢量 了 来 表示 , 它 的 方向 沿 着 电 
荷 运动 的 方向 。 如 果 在 材料 中 某 处 取 一 小 面积 AS, 则 单位 时 间 流 经 该 面积 的 电荷 量 为 

j:nAS, (13.2) 


式 中 中 是 垂直 于 AS 的 单位 矢量 。 
这 电流 密度 与 电荷 的 平均 流动 速度 有 关 。 假 设 有 一 个 电荷 分 布 , 它 的 平均 运动 就 是 一 
个 速度 为 "的 漂移 。 当 这 一 分 布 通过 一 面积 元 AS 时 ,在 At 时 间 内 流 经 该 面积 元 的 电荷 


160 | 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


Ag, 等 于 包含 在 一 个 底面 为 AS、 高 度 为 vAt 的 平行 六 
面体 内 的 电荷 ,如 图 13-2 所 示 。 这 个 平行 六 面体 的 体 
积 就 是 AS 在 垂直 于 v 方向 上 的 投影 乘 以 vAt, 若 再 乘 
以 电荷 密度 p, 就 将 给 出 Ag。 这 样 ， 


Ad = py * nASAt. 
于 是 单位 时 间 通 过 的 电量 为 pv* nAS, 由 此 可 得 
j= pr. (13.3) 


如 果 该 电荷 分 布 是 由 单独 的 电荷 、 比 方 说 电子 组 


图 13-2 如 果 具 有 密度 为 p 的 电荷 分 ”成 的 ,其 中 每 个 电荷 各 具有 电量 9, 并 以 平均 速度 v 运 
布 以 速度 "移动 , 则 单位 时 间 流 经 AS ” 动 , 则 电流 密度 为 
的 电荷 为 wm， nAS 





j= Ngr, (13.4) 
式 中 N 为 单位 体积 的 电荷 数目 。 

单位 时 间 通 过 任 一 个 面 S 的 总 电量 称 为 电流 1。 它 等 于 通过 该 面 的 所 有 面 元 的 流 的 法 
向 分 量 的 积分 





I= fs “ndS (13.5) 
( 见 图 13-3). 
A, 
AS SR 
~ 
S 
图 13-3 流 过 S 面 的 电流 1 为 | .ndS 图 13-4 jn 对 整个 闭合 面 的 积分 ,等 于 


内 部 总 电荷 Q 的 变化 率 的 负 值 





从 闭合 面 S 流 出 来 的 电流 I 代表 电荷 从 面 S 所 包围 的 体积 V 内 离开 的 速率 。 物 理学 
的 一 个 基本 定律 为 :电荷 是 不 灭 的 ; 它 永 不 消失 也 永 不 被 创造 。 电 荷 能 够 从 一 处 移 至 另 一 
处 ,但 却 从 未 出 现 过 无 中 生 有 的 情况 。 我 们 说 电荷 是 守恒 的 。 如 果 有 一 个 净 电流 从 一 个 闭 
合 面 流出 , 则 其 内 部 的 电荷 就 应 相应 地 减少 (图 13-4)。 因 此 ,我 们 能 够 将 电荷 守恒 律 写 成 


i a 
J nni "dS —— 名 (Qs). (13.6) 


内 部 电荷 则 可 以 写成 电荷 密度 的 体积 积分 : 
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如 果 应 用 式 (13. 6) 于 一 个 小 体积 AV ,那么 我 们 便 知道 左边 的 积分 为 V . jAV。 其 中 的 
电荷 为 pAV ,因而 电荷 守恒 律 也 可 以 写成 


a 
Ve je (13.8) 


(再 一 次 是 高 斯 数学 !)。 


$13-3 ”作用 于 电流 上 的 磁力 


现在 我 们 准备 求 磁场 作用 于 一 载 流 导线 上 的 力 。 电 流 由 以 速度 » 沿 导线 运动 的 带电 粒 
子 组 成 。 每 一 个 电荷 都 感受 到 一 个 横向 力 
F=grxB 


[图 13-5(a)]。 如 果 单 位 体积 含有 N 个 这 样 的 电荷 , 则 在 导线 的 一 个 小 体积 AV 内 的 数目 
为 NAV。 作 用 于 AV 上 的 总 磁力 AF 等 于 作用 在 各 电荷 上 之 力 的 总 和 , 即 是 ， 
AF = (NAV)(gv x B). 


但 Ngv 恰好 就 是 也 ,因而 
AF = jXBAV (13.9) 


[图 13-5(b)]。 作 用 于 单位 体积 的 力 为 了 X B。 





图 13-5 ”作用 于 一 载 流 导线 上 的 磁力 等 于 对 各 个 运动 电荷 作用 力 的 总 和 


如 果 在 一 根 截面 为 A 的 导线 中 , 流 经 导线 的 电流 是 均匀 的 , 则 可 取 截 面 为 A 而 长 度 为 
AL 的 一 段 柱 体 作为 体积 元 。 于 是 
AF = jxXBAAL. * (13.10) 
现在 就 可 以 把 jA 叫 作 导 线 中 的 电流 矢量 I( 它 的 大 小 为 导线 中 的 电流 ,而 其 方向 则 是 沿 着 
导线 )。 这 样 ， 
AF 一 TX BAL. (13.11) 
因此 作用 于 单位 长 度 导线 上 的 力 为 1X B。 
上 式 显 示 了 一 个 重要 结果 , 即 由 于 导线 内 电荷 运动 而 作用 于 导线 上 的 磁力 , 仅 取决 于 总 
电流 ,而 与 其 中 每 一 粒子 所 带 的 电荷 量 一 一 甚至 连 符号 ! 一 一 都 无 关 。 作 用 于 磁铁 附近 导 
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线 上 的 力 ,通过 观察 接 通电 流 时 线 的 偏转 不 难 加 以 演示 ,正如 在 第 1 章 中 所 曾 描述 过 的 那样 
( 见 图 1-6)。 














$13-4 恒定 电流 的 磁场 ;安培 定律 


我 们 已 经 看 到 ,诸如 在 由 一 磁铁 所 产生 的 磁场 存在 的 情况 下 ,就 有 力作 用 于 导线 上 。 从 
作用 等 于 反作用 这 一 原理 出 发 ,我 们 也 许 会 期 望 , 当 导 线 中 有 电流 通过 时 应 当 有 一 个 力作 用 
于 磁场 之 源 , 也 即 作用 于 磁铁 上 * 。 确 实 有 这 样 的 力 存在 ,这 可 由 置 于 载 流 导线 附近 的 一 根 
磁 针 的 偏转 而 看 出 来 。 原 来 我 们 知道 ,磁铁 会 感受 到 来 自 其 他 磁铁 的 作用 力 ,因而 这 就 意味 
着 , 当 导线 中 有 电流 时 ,这 导线 本 身 就 会 产生 磁场 。 于 是 ,运动 电荷 确实 会 产生 磁场 。 现 在 
我 们 愿意 尝试 找 出 如 何 确定 这 种 磁场 产生 的 规律 。 问 题 是 :给 出 电流 后 , 它 能 形成 什么 样 的 
磁场 ? 对 这 一 问题 的 解答 由 实验 上 的 三 个 决定 性 实验 和 安培 在 理论 上 所 做 的 辉煌 论证 而 确 
定 了 下 来 。 我 们 将 绕 过 这 一 有 趣 的 历史 进程 ,而 只 是 简单 地 说 说 大 量 实验 事实 已 经 证 实 了 
麦克 斯 韦 方程 组 的 有 效 性 。 我 们 将 把 它们 作为 起 点 。 若 在 这 些 方程 中 省 略 含有 时 间 微 商 的 
那些 项 , 则 可 得 到 关于 静 磁 学 的 方程 组 : 

V:B=0 (13. 12) 
和 


cxB 一 二. (13.13) 


这 些 方程 仅 在 一 切 电荷 密度 都 恒定 、 一 切 电流 都 稳 恒 ,使 得 电场 和 磁场 都 不 随时 间 而 变 一 一 
一 切 场 都 呈现 “静止 "状态 一 一 时 才 正确 。 

应 当 指出 ,认为 有 像 静 磁 这 种 情况 是 相当 危险 的 ,因为 毕竟 总 得 有 电流 才能 获得 磁 
场 一 一 而 电流 则 只 能 来 自 运 动 着 的 电荷 。 因 此 ,“ 静 磁 " 只 是 一 种 近似 , 它 指 的 是 拥有 大 量 运 
动 电荷 .而 我 们 又 可 将 其 近似 成 定常 流动 的 一 种 特殊 的 动力 情况 。 只 有 这 样 才能 谈论 一 种 
不 随时 间 而 变 的 电流 密度 7 了。 这 一 题目 应 当 更 准确 地 称 为 关于 恒定 电流 的 研究 。 假 定 所 有 
的 场 都 恒定 ,我 们 从 那 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 (2. 41) 中 省 略 了 一 切 含有 3E /3: 和 3B /at 之 项 
后 , 便 可 获得 上 面 两 个 方程 式 (13. 12) 和 (13. 13)。 并 注意 :由 于 任何 矢量 旋 度 的 散 度 均 必须 
等 于 零 ,所 以 式 (13. 13) 便 要 求 Vj = 0。 根据 式 (13. 8) ,这 只 有 在 3p/a 为 零 时 才 正 确 。 但 
如 果 巨 不 随时 间 而 变 ,这 便 是 必然 的 了 ,因而 我 们 的 一 些 假设 都 是 一 致 的 。 

V.j = 0 这 一 要 求 的 含意 是 ,只 能 容许 在 首尾 相连 的 路 线 中 才 有 流动 着 的 电荷 。 例 如 ， 
它们 可 以 在 构成 一 个 完整 回路 一 一 称 为 电路 一 一 的 导线 中 流动 。 当 然 ,这 种 电路 可 以 包含 
维持 电荷 流动 的 发 电机 或 电池 组 。 但 不 容许 包括 正在 被 充电 或 放电 的 电容 器 (当然 ,我 们 以 
后 还 将 推广 到 包括 那些 动态 场 ,但 目前 打算 先 讨论 较 简 单 的 恒定 电流 情况 )。 

现在 ,让 我 们 来 看 看 式 (13. 12) 和 (13. 13) 的 含意 如 何 。 第 一 个 式 子 说 明 B 的 散 度 为 
零 。 拿 它 与 静电 学 中 的 类 似 方程 VE =p 作 比 较 ,就 可 以 断定 ,不 会 有 电荷 的 磁 类 似 物 ， 
即 没有 能 从 中 产生 出 B 线 的 磁 葡 。 如 果 我 们 用 矢量 场 B 的 “ 线 " 来 考虑 , 则 这 些 线 将 永远 
不 可 能 突然 出 现 , 也 永远 不 可 能 终止 。 那 么 ,它们 是 从 哪里 来 的 呢 ? 在 有 电流 的 地 方 磁 


* 然而 ,我 们 不 久 将 见 到 ,对 于 电磁 力 来 说 这 样 的 假定 一 般 是 不 正确 的 。 
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场 才 会 “出 现 ”; 它 们 有 一 个 正比 于 电流 密度 的 旋 度 。 无 论 哪里 有 电流 ,那里 就 有 构成 回 
路 的 磁力 线 环绕 着 该 电流 。 由 于 B 线 无 始 无 终 , 这 些 线 便 经 常 能 够 儿 绕 回来 以 形成 闭合 
回路 。 但 也 有 B 线 不 是 简单 闭合 回路 的 那些 复杂 情况 。 可 是 ,无 论 情况 如 何 ,它们 永远 
不 会 有 从 一 些 点 上 散发 出 去 。 迄 今 为 止 ,还 没有 发 现 过 磁 荷 ,因而 V- B = 0。 这 一 结果 ， 
不 仅 对 于 静 磁 场 正确 ,甚至 对 于 动态 场 也 始终 正确 。 

且 场 与 电流 的 关系 包含 在 式 (13. 13) 中 。 这 里 有 一 个 新 的 情况 与 静电 学 大 不 相同 ,在 那 
里 我 们 曾 有 过 又 X 巨 = 0。 这 个 方程 意味 着 EE 环绕 着 任 一 闭合 回路 的 线 积分 为 零 : 


E.ds=0. 
回路 


这 一 结果 是 由 斯 托 克 斯 定理 得 到 的 ,该 定理 说 : 

任 二 个 矢量 场 沿 任 一 闭合 曲线 的 线 积分 ,等 于 该 

矢量 旋 度 的 法 向 分 量 的 面积 分 (对 以 该 闭合 回路 改 
为 其 边缘 的 任何 表面 求 积 分 )。 把 同样 这 个 定理 

应 用 于 磁场 矢量 并 利用 在 图 13-6 上 所 示 的 那些 
符号 , 则 可 得 





| au= |(vxB，nas, (13.14) 
图 13-6 BB 切 向 分 量 的 线 积分 等 于 VXB 法 


由 式 (13.13) 取 B 的 旋 度 , 便 有 向 分 量 的 面积 分 
徊 .4 = 点 | .ndS， (13.15) 
cjs 


根据 式 (13. 5) ,对 了 的 积分 即 是 通过 S 面 的 总 电流 I。 由 于 是 对 恒定 电流 来 说 的 ,所 以 通过 
S 面 的 电流 与 该 面 的 形状 无 关 , 仅 仅 要 求 该 面 由 古 曲线 所 包围 ,因而 人 们 往往 说 成 是 “ 穿 过 
厂 回路 的 电流 ”。 这 样 ,我 们 就 有 一 个 普遍 定律 :围绕 任何 闭合 曲线 的 B 的 环流 ,等 于 穿 过 该 
回路 的 电流 工 除 以 ooc : 


$s .= 了 (13. 16) 


ee 
oc 


这 一 定律 一 一 叫 安培 定律 一 一 在 静 磁 学 中 的 作用 与 高 斯 定律 在 静电 学 中 的 作用 相同 。 但 是 
只 有 安培 定律 仍 不 能 由 电流 确定 B。 一 般 说 来 ,还 必须 用 到 VV. B = 0。 然而 ,正如 我 们 将 在 
下 一 节 中 见 到 的 ,在 具有 某 些 简单 对 称 性 的 特殊 情况 下 仍 可 以 用 它 来 求 磁场 。 


$ 13-5 直 导 线 与 螺 线 管 的 磁场 ;原子 电流 


通过 求 出 一 根 导线 附近 的 磁场 ,我们 就 能 够 举例 说 明 安培 定律 的 应 用 。 我 们 要 问 : 在 一 
条 圆 形 截面 的 长 直 导线 外 面 的 场 如 何 ? 我 们 将 假定 某 种 东西 , 它 可 能 不 十 分 明显 \ 但 无 论 如 
何 却 是 真 的 : 即 中 的 场 线 以 闭合 圆周 环绕 着 该 导线 。 如 果 我 们 做 出 这 一 假定 ,那么 安培 定 
律 , 即 式 (13. 16) , 便 会 告诉 我 们 场 有 多 强 。 根 据 这 一 问题 的 对 称 性 ,在 导线 的 一 个 同心 圆 上 
的 所 有 各 点 ,B 就 具有 相同 的 大 小 ( 见 图 13-7)。 于 是 ,我 们 能 够 很 容易 地 算出 B， ds 的 线 积 
分 ,只 不 过 是 了 B 乘 以 该 圆周 罢了 。 设 ~ 为 圆周 半径 , 则 
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$a. ds = B. 2 


穿 过 该 回路 的 总 电流 就 是 导线 中 的 电流 了， 
因而 


B:2xr= 5, 
toc 


或 
1 21 
4rcocz 7 “ 
磁场 的 强度 与 反比 地 逐渐 减弱 ,r 是 距 导线 轴 
心 的 距离 。 倘 若 我 们 乐意 ,也 可 把 式 (13. 17) 写 成 
矢量 形式 。 记 住 8 与 1 和 两 者 都 垂直 ,因而 有 
=_!1 2LIXe- 
4reoc2 入 
我 们 已 将 因子 1 人 4xeoc ) 提 了 出 来 ,因为 它 经 常会 出 现 。 值 得 记 住 的 是 ,这 一 因子 准确 
地 等 于 10 (在 m， kg ' s 制 中 ) ,因为 一 个 像 式 (13. 18) 那 样 的 方程 式 是 用 来 定义 电流 单位 
安培 的 。 在 距离 1 A 电流 1 m 远 处 的 磁场 为 2X 10” Wbm。 
由 于 电流 产生 了 磁场 ,所 以 它 也 将 施 力 于 附近 另 一 根 同样 载 有 电流 的 导线 上 。 在 第 1 
章 中 ,我 们 就 曾 描述 过 作用 于 两 载 流 导线 间 的 力 的 一 个 简单 演示 ,如 果 两 导线 互相 平行 , 则 
每 根 导线 将 垂直 于 由 另 一 导线 所 产生 的 磁场 。 当 两 电流 处 在 相同 方向 时 ,两 线 将 互相 吸引 ; 
当 电流 的 方向 相反 时 , 则 两 线 互相 排斥 。 
让 我 们 举 另 一 个 例子 , 它 也 可 以 用 安培 定律 来 加 以 分 析 ,只 要 我 们 加 进 关于 场 的 某 种 知 
识 。 假 设 有 一 个 长 导线 圈 绕 成 的 紧密 螺旋 线 ,其 两 种 截面 如 图 13-8 所 示 。 这 样 的 线圈 称 为 
螺 线 管 。 从 实验 上 我 们 观察 到 : 当 一 螺 线 管 相 对 于 其 直径 十 分 长 时 , 则 管 外 的 场 与 管内 的 场 
相 比 将 十 分 微小 。 仅 仅 利用 这 一 事实 ,再 加 上 安培 定律 , 便 可 以 求 出 管内 场 的 大 小 。 





(13.17) 





图 13-7 在 载 有 电流 [的 一 根 长 直 导线 外 
面 的 磁场 








(13.18) 





图 13-8 长 螺 线 管 的 磁场 


由 于 场 存 在 其 里 面 (而 且 散 度 为 零 ), 那 么 表示 它 的 一 些 场 线 就 必然 平行 于 管 轴 , 如 图 
13-8 所 示 。 假 定 这 是 事实 , 便 可 利用 图 上 所 示 的 那 条 和 矩形 “曲线 "来 运用 安培 定律 。 这 条 
回路 先 在 螺 线 管内 沿 着 那里 的 场 ,例如 Bu , 行 了 一 段 距离 ,然后 垂直 于 场 而 行 ,再 沿 着 管 
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外 回来 ,而 那里 的 场 则 可 以 忽略 。 对 于 这 么 一 条 曲线 ,B 的 线 积分 正好 是 BoL ,而 它 应 当 等 
于 1/(we*) 乘 以 穿 过 本 的 总 电流 ,如 果 在 长 度 为 工 的 螺 线 管 上 共有 N 下 的 话 , 则 总 电流 为 
NI。 这 样 ,我 们 就 有 

NI 


BL = —s. 
ee 


或 者 , 若 令 ?为 单位 长 度 螺 线 管 的 臣 数 ( 即 盖 = N/L ), 则 得 
Bo = 二 5 (13.19) 


当 到 达 螺 线 管 一 端 时 ,B 线 会 怎么 样 呢 ? 大 概 的 情形 是 :它们 多 少 有 点 散 开 , 并 忽 回 到 
另 一 端 ,再 进入 螺 线 管 ,如 图 13-9 所 示 的 那样 。 像 这 样 的 场 恰好 就 是 在 一 根 条 形 磁铁 外 面 
所 观察 到 的 。 但 磁铁 到 底 是 什么 东西 ? 我 们 的 方 
程 表 明 ,B 来 自 电流 。 可 是 我 们 知道 ,一 根 普通 铁 
棒 ( 既 没 有 电池 组 也 没有 发 电机 ) 也 能 产生 磁场 。 
你 也 许 会 期 望 ,在 式 (13. 12) 或 (13. 13) 的 右边 还 
应 有 其 他 一 些 项 来 代表 “磁铁 密度 "或 诸如 此 类 的 
量 , 但 是 却 没 有 这 样 的 项 。 我 们 的 理论 说 : 铁 的 磁 
效应 乃 来 自 某 些 内 部 电流 ,而 这 些 电 流 则 已 用 j 
的 项 来 对 付 了 。 

从 基本 观点 上 看 ,物质 是 十 分 复杂 的 一 一 正 
如 我 们 以 前 在 试图 理解 电介质 时 所 见 到 的 那样 。 
为 了 不 致 扰乱 目前 的 讨论 ,我 们 打算 以 后 再 来 详 
细 处 理 像 铁 那样 的 磁性 材料 的 内 部 机 制 。 暂 时 你 
们 得 接受 所 有 磁性 都 来 自 电流 ,而 在 永 磁体 中 就 图 13-9 在 螺 线 管 外 面 的 磁场 
有 永久 性 的 内 部 电流 存在 。 对 铁 来 说 ,这 些 电 流 
来 自 绕 其 本 身 的 轴 自 旋 的 电子 。 每 一 电子 既然 带 有 这 样 的 自 旋 , 便 相当 于 一 个 小 环行 电流 。 
当然 ,一 个 电子 不 会 产生 多 么 大 的 磁场 ,但 在 通常 一 块 物质 中 就 有 无 数 亿 个 电子 。 平 常 它们 
都 在 作 自 旋 并 各 自 指向 任意 方向 ,因而 没有 任何 净 效 应 发 生 。 奇 迹 出 现在 寥寥 几 种 像 铁 那 
样 的 物质 中 ,其 中 有 相当 大 一 部 分 电子 会 绕 相同 方向 的 轴 自 旋 一 一 对 铁 来 说 ,每 一 原子 中 就 
有 两 个 电子 参加 这 种 协同 运动 。 在 一 根 条 形 磁铁 中 会 有 许 许多 多 个 电子 全 都 在 同一 方向 自 
旋 , 因 而 ,正如 我 们 将 会 见 到 的 ,其 总 效应 就 相当 于 环绕 该 磁 棒 表面 的 电流 (这 与 我 们 以 前 对 
电介质 所 发 现 的 情况 很 相似 一 一 即 一 块 均匀 极 化 的 电介质 相当 于 在 其 表面 上 有 电荷 分 布 )。 
因此 ,一 根 磁 棒 与 一 个 螺 线 管 等 价 并 不 是 偶然 的 。 





$13-6 磁场 与 电场 的 相对 性 


当 我 们 在 前 面 提 及 作用 于 电荷 上 的 磁力 与 其 速度 成 正比 时 ,你 也 许 会 奇怪 :“ 什 么 速度 ? 
相对 于 哪个 参照 系 ?" 事 实 上 ,从 本 章 开头 所 给 出 的 有 关 B 的 定义 就 已 经 很 清楚 ,这 个 矢量 
是 什么 取决 于 我 们 选取 哪 一 个 参照 系 来 规定 电荷 的 速度 。 但 关于 哪 一 个 才 是 规定 磁场 的 合 
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适 参照 系 , 我 们 还 未 说 过 什么 。 

事实 证 明 , 任 何 一 个 惯性 系 都 可 以 。 我 们 也 将 看 到 , 磁 和 电 并 不 是 互相 独立 的 东西 , 它 
们 必须 永远 作为 一 个 完整 的 电磁 场 结合 在 一 起 。 虽 然 在 静止 情况 下 ,麦克 斯 韦 方程 组 会 分 
成 性 质 不 同 的 两 对 ,其 中 一 对 是 关于 电 方面 ,而 另 一 对 则 关于 磁 方面 ,在 这 两 种 场 之 间 并 没 
有 明显 联系 ,然而 ,在 自然 界 内 部 它们 之 间 却 有 一 个 起 因 于 相对 性 原理 的 十 分 密切 的 关系 。 
从 历史 上 看 ,相对 性 原理 是 在 麦克 斯 韦 方程 组 之 后 才 发 现 的 。 事 实 上 , 正 是 对 于 电 和 磁 的 研 
究 才 最 终 导 致 爱 因 斯 坦 对 相对 性 原理 的 发 现 。 但 是 让 我 们 且 来 看 看 ,如 果 假定 相对 性 原理 可 
以 -一 的 确 是 可 以 一 一 应 用 于 电磁 学 方面 的 话 , 则 关于 磁力 相对 论 知识 会 告诉 我 们 些 什么 。 

假定 我 们 想 一 想 ,如 图 13-10 所 示 ， 
一 个 负电 荷 以 速度 平行 于 一 根 载 流 
导线 而 运动 ,将 会 发 生 的 情况 。 我 们 试 
图 理解 在 如 下 两 种 参照 系 中 正在 进行 的 
事态 :一 个 系统 相对 于 导线 固定 ,如 图 
(a) 所 示 ; 而 另 一 个 系统 则 相对 于 粒子 固 
定 ,如 图 (b) 所 示 。 我 们 将 第 一 个 参照 系 
叫 作 S, 而 第 二 个 参照 系 叫 作 S'。 

在 S 系 中 ,显然 有 一 磁力 作用 于 该 
粒子 上 。 这 力 指向 导线 ,所 以 若 该 电荷 
做 自由 运动 , 则 应 该 看 到 它 会 向 导线 方 
面 靠拢。 但 在 S' 系 上 ,就 不 会 有 任何 磁 
国 13-10 从 两 个 参 央 系 上 去 看 一 根 才 流 导线 与 一 个 电力 作用 于 该 粒 了 ,因为 它 的 回 度 为 零 。 
荷 的 相互 作用 。(a) 在 S 系 上 ,导线 是 静止 的 ; (b) 在 因此, 它 是 否 将 停留 在 那里 呢 ? 在 这 两 

信人 人 网 是 则 让 个 参照 系 上 ,我 们 会 看 到 不 同 的 事态 发 
生 吗 ? 相对 性 原理 理应 说 明 ,在 S' 系 我 
们 也 该 看 到 粒子 会 向 导线 方面 靠拢 。 必 须 尝试 去 理解 ,为 什么 会 发 生 这 样 的 事情 。 

现在 我 们 回 过 头 来 对 一 载 流 导 线 中 的 原子 进行 描述 。 在 诸如 铀 一 类 的 通常 导体 中 , 电 
流 来 自 某 些 负电 子 一 一 称 为 传导 电子 一 一 的 运动 ,而 正 的 核电 荷 以 及 其 余 电子 则 都 在 材料 
里 保持 不 动 。 我 们 令 传导 电子 的 密度 为 p- ,在 S 系 中 它们 的 速度 为 v。 在 S 系 中 ,那些 静 
止 不 动 的 电荷 密度 为 p, ,这 必须 等 于 p_ 的 负 值 ,因为 我 们 正在 考虑 的 是 一 根 不 带电 的 导 
线 。 这 样 在 导线 之 外 便 不 会 有 电场 ,因而 作用 于 该 运动 粒子 上 的 力 正好 是 
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利用 式 (13. 18) 中 我 们 所 求 得 的 结果 , 即 离 导 线 轴 心 r 处 的 磁场 ,我 们 可 以 断定 ,作用 于 
该 粒子 上 的 力 指向 导线 而 具有 量 值 : 








1 .2 
tro rr“ 


利用 式 (13. 3) 和 (13. 5) ,电流 [可 以 写成 pc- vA, 其 中 A 是 导线 的 截面 积 。 于 是 
2gp— hz (13. 20) 


4reoc 
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我 们 可 以 继续 处 理 任意 速度 " 和 的 普遍 情况 ,但 考察 粒子 速度 w 与 传导 电子 速度 v 
相等 的 那 种 特殊 情况 ,只 会 更 好 。 因 此 ,我 们 就 写成 w == v, 而 式 (13. 20) 则 变 成 





FF 一 下 乞 4 艺 (13.21) 

现在 我 们 把 注意 力 转移 到 在 S' 系 中 所 发 生 的 情况 ,那里 粒子 静止 不 动 而 导线 则 以 速率 
尽 朝 向 图 的 左 方 ) 从 旁 跑 过 。 那 些 跟着 导线 跑 的 正 电 荷 将 在 该 粒子 处 造成 某 一 磁场 B。 但 
粒子 现在 是 静止 的 ,因而 就 没有 磁力 作用 于 其 上 了 ! 如 果 有 任何 力作 用 于 该 粒子 上 , 则 它 必 
然 来 自 电 场 ,必定 是 那 根 正在 运动 着 的 导线 已 产生 了 电场 。 但 它 所 以 能 够 这 样 只 有 它 表 现 
出 带 了 电 一 一 一 定 是 一 根 载 流 的 中 性 导线 运动 时 才 会 表现 出 带 了 电 。 

我 们 必须 对 此 仔细 检查 。 应 当 尝试 从 S 系 中 所 已 知 的 导线 里 的 电荷 密度 算出 在 S' 系 
中 导线 内 的 电荷 密度 ,人 们 起 初 也 许 认为 它们 相同 。 可 是 我 们 知道 ,长 度 在 S 与 S' 之 间 是 
改变 的 ( 见 第 1 卷 第 15 章 ), 从 而 体积 也 将 起 变化 。 由 于 电荷 密度 有 赖 于 电荷 所 占 的 体积 ， 
因而 密度 也 将 发 生变 化 。 

在 我 们 对 S' 系 中 的 电荷 密度 做 出 决定 以 前 ,必须 知道 一 群 电子 正在 运动 时 它们 的 电荷 
会 发 生 什么 情况 。 我 们 知道 ,一 个 粒子 的 表 观 质 量 按 1 /V1 一 如 Ye7 变化。 是 否 它 的 电荷 也 
要 做 某 种 相似 变化 ? 不 ! 无 论 动 还 是 不 动 ,电荷 总 是 二 样 的 。 否 则 我 们 便 不 会 始终 都 观测 
到 总 电荷 守恒 了 。 

假设 我 们 取 一 块 材料 ,比方 说 一 块 导体 , 它 原本 是 不 带电 的 。 现 在 我 们 把 它 加 热 。 由 于 
电子 与 质子 的 质量 不 同 ,所 以 它们 速度 改变 的 数量 将 会 不 同 。 假 如 粒子 的 电荷 有 赖 于 携带 
该 电荷 的 粒子 的 速率 , 则 在 这 么 一 块 加 了 热 的 导体 中 ,电子 和 质子 的 电荷 便 不 再 平衡 了 。 一 
块 材 料 当 加 了 热 之 后 就 该 变 成 带电 的 了 。 正 如 以 前 我 们 曾经 见 到 的 ,在 一 块 材料 中 所 有 电 
子 的 电荷 若 发 生 微小 变化 就 会 引起 巨大 的 电场 。 这 样 的 效应 却 从 未 观测 到 。 

并 且 , 我 们 还 可 以 指出 ,在 物质 中 电子 的 平均 速率 与 其 化 学 成 分 有 关 。 假 如 电子 的 电荷 
会 随 速 率 变化 , 则 在 一 块 材料 中 的 净 电 荷 将 在 化 学 反应 中 有 所 变化 。 通 过 一 种 直接 计算 又 
能 够 证 明 :即使 电荷 对 速率 仅 有 一 个 十 分 微小 的 依存 关系 ,也 会 从 最 简单 的 化 学 反应 中 产生 
出 巨大 的 电场 来 。 但 从 没有 这 种 效应 被 观测 到 ,因而 我 们 得 出 结论 :单个 粒子 的 电荷 与 其 运 
动 状 态 无 关 。 

因此 ,一 个 粒子 所 带 的 电荷 9 是 一 个 不 变 标量 ,与 参照 系 无 关 。 这 意味 着 ,在 任何 参照 
系 中 ,由 电子 分 布 的 电荷 密度 恰好 就 正比 于 单位 体积 中 的 电子 数目 。 我 们 只 需 关注 这 么 一 
个 事实 :体积 可 以 由 于 距离 的 相对 论 性 收缩 而 发 生 改 变 。 

现在 ,我 们 把 这 些 概念 应 用 于 正在 运动 的 那 根 导线 。 如 果 取 长 度 为 L。 的 一 段 导 线 ,其 
中 静止 电荷 具有 密度 po , 则 它 将 含有 总 电荷 Q = pL。A。。 如 果 同样 这 些 电荷 是 在 一 个 以 速 
度 v 运 动 着 的 不 同 参 照 系 中 被 观测 的 , 则 它们 均 会 在 一 段 较 短 的 长 度 


L=L,ViI—v/ (13. 22) 


的 材料 内 被 找到 。 但 面积 A。 却 依旧 不 变 ( 因 为 垂直 于 运动 的 尺度 不 会 改变 ) ,参见 图 13-11。 
若 把 电荷 在 其 中 运动 着 的 那个 参照 系 中 的 电荷 密度 叫做 p, 则 总 电荷 Q 将 是 pLAo。。 这 也 
必定 等 于 mLoA ,因为 在 任 一 参照 系 中 电荷 总 是 一 样 的 ,所 以 pL = pL ,或 根据 式 (13. 22)， 
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(a) 





图 13-11 如 果 处 于 静止 的 带电 粒子 的 一 个 分 布 具 有 电荷 密度 po , 则 从 一 个 以 相对 速度 v 运 动 着 的 参 
照 系 来 看 ,同样 的 电荷 将 具有 密度 pp /V1 一 /6 


PrP 
br 
在 一 个 运动 着 的 电荷 分 布 中 ,其 电荷 密度 的 变化 情况 ,就 像 一 个 粒子 的 相对 论 性 质量 那样 。 
现在 我 们 将 这 一 普遍 结果 应 用 于 导线 中 的 正 电 荷 ,这 些 电荷 在 S 参照 系 中 是 静止 的 。 
然而 在 S" 系 中 ,导线 以 速率 运动 ,因而 正 电荷 密度 就 会 变 成 : 





(13.23) 


二 [aa 
a A (13.24) 
负电 荷 在 S' 系 上 是 静止 的 ,因而 在 这 一 参照 系 中 它们 具有 * 静 密度 "m , 即 在 式 (13. 23) 
中 , po = p'-。 由 于 当 导 线 静止 时 , 即 在 S 系 中 ,负电 荷 的 速率 为 "因而 它们 具有 密度 o- 。 
于 是 对 于 传导 电子 来 说 ,我 们 便 有 








(13.25) 


性 = p_VI 一 亦庄 (13.26) 


现在 我 们 就 能 够 明白 ,为 什么 在 S' 系 中 会 有 电场 一 一 因为 在 这 一 个 参照 系 上 导线 里 拥 
有 净 电荷 密度 p ,其 为 
pf 一 中 十 po 
利用 式 (13. 24) 和 (13. 26) , 便 得 
1 = 一 生生 +pVI= 郊 夺 . 
Vi/ 
由 于 静止 导线 是 中 性 的 , o- = 一 p+，, 因而 我 们 就 有 
, ve 





DE 


由 此 可 见 ,运动 导线 会 带 正 电 ,并 将 在 导线 外 的 一 个 静止 电荷 处 产生 电场 已 。 我 们 已 经 解 
决 了 一 个 均匀 带电 柱 体 的 静电 学 问题 。 与 该 柱 轴 相 距 为 " 处 的 电场 为 


ph pAv fe 
Zror 2rorVI— fe 


(13.27) 


(13. 28) 
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作用 于 带 负电 粒子 上 的 力 指向 导线 。 从 这 两 个 观点 来 看 ,至 少 我 们 有 一 个 相同 方向 的 力 , 在 
S' 系 中 的 电力 与 在 S 系 中 的 磁力 方向 相同 。 
在 S' 参 照 系 中 , 力 的 大 小 为 
F=.9 8A ve 
Zrxe 7 f= 
拿 这 个 结果 FF 与 式 (13. 21) 中 的 结果 下 比较 ,我 们 看 到 从 这 两 个 观点 来 说 力 的 大 小 几乎 完 
全 相等 。 事实 上 ， 


”(13. 29) 


F= -= 13. 30 
f= ( ) 
所 以 对 于 我 们 已 经 考虑 过 的 低速 情况 ,这 两 个 力 相 等 。 至 少 ,对 于 低速 情况 我 们 能 够 说 ,我 
们 相信 磁 和 电 不 过 是 “观察 同一 事物 的 两 种 方法 "而 已 。 
[是 事情 甚至 比 此 还 要 好 。 若 我 们 从 一 参照 系 过 渡 到 另 一 参照 系 时 把 力 的 变换 这 一 事 
实 也 计算 在 内 , 则 将 发 现 这 两 种 看 待 事情 发 生 的 方法 对 于 任何 速度 来 说 都 确实 给 出 相同 的 
物理 结果 。 

要 和 弄 清楚 这 一 点 的 一 种 办 法 ,是 先 提出 这 样 一 个 问题 :力作 用 了 一 会 儿 之 后 ,该 粒子 会 有 
什么 样 的 横向 动量 ? 从 第 1 卷 第 16 章 中 我 们 知道 ,不 论 在 S 或 S 参照 系 中 ,一 个 粒子 的 横向 
动量 应 该 相同 。 若 把 这 横向 坐标 叫 作 y, 则 我 们 要 来 比较 Ap, 和 Az',。 利 用 在 相对 论 中 正确 
的 运动 方程 下 一 dp /dt ,我 们 期 待 在 A 时 间 之 后 粒子 将 有 一 横向 动量 Ap, ,这 在 S 参照 系 中 即 是 


Ap, = FAt. (13. 31) 





| 





而 在 S' 系 , 则 这 横向 动量 将 为 
Ab 一 已 AL (13. 32) 


当然 ,我 们 必须 在 互相 对 应 的 时 间 间隔 At 与 At 中 来 比较 Ap, 和 AY。 在 第 1 卷 第 15 章 中 
我 们 曾 见 到 ,相对 于 一 个 运动 粒子 来 说 ,时 间 间隔 显得 比 在 该 粒子 的 静止 系统 中 要 长 些 。 由 
于 粒子 在 S' 系 中 最 初 是 静止 的 ,因而 我 们 期 望 ,对 于 小 的 At, 应 有 


7 


At 
VI 
而 所 有 这 一 切 都 表现 正常 。 根 据 式 (13. 31) 和 (13. 32)， 
Apy FAr 
Ap, 下 At 
如 果 把 式 (13. 30) 和 (13. 33) 两 式 结合 起 来 ,上 式 正好 等 于 1。 
我 们 已 发 现 :对 于 沿 一 导线 运动 着 的 粒子 ,无 论 是 从 相对 于 导线 静止 的 坐标 系 ,还 是 从 
相对 于 粒子 静止 的 坐标 系 来 进行 分 析 ,都 会 得 到 同样 的 物理 结果 。 在 第 一 种 情况 下 ,该 力 纯 
系 “ 磁 " 力 ; 而 在 第 二 种 情况 下 , 则 力 纯 系 “ 电 " 力 。 这 两 种 观点 显示 于 图 13-12 中 (尽管 在 第 
二 个 参照 系 中 仍 有 一 磁场 B' ,但 它 对 于 一 静止 粒子 来 说 将 不 会 产生 任何 力 )。 
要 是 选取 另 一 个 坐标 系 , 则 会 找到 另 一 组 不 同 的 E 和 B 场 。 电 力 和 磁力 都 是 同一 物理 
现象 一 一 粒子 间 的 电磁 相互 作用 一 一 中 的 两 个 部 分 。 把 这 一 相互 作用 分 成 电 的 和 磁 的 两 部 


At= 





(13. 33) 
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图 13-12 (a) 在 S 参 照 系 ,电荷 密度 为 零 而 电流 密度 为 j。 这 里 仅 有 一 磁场 。(b) 在 S/ 
系 ,就 有 电荷 密度 p' 和 一 不 同 的 电流 密度 j”。 磁 场记 已 经 不 同 , 且 还 有 一 电场 E 


分 ,在 很 大 程度 上 取决 于 被 选用 来 描述 它 的 参照 系 ,但 完整 的 电磁 描述 是 不 变 的 ,因而 电 和 
磁 合 在 一 起 就 同 爱 因 斯 坦 的 相对 论 是 一 致 的 了 。 

由 于 我 们 改变 坐标 系 时 ,电场 和 磁场 会 以 不 同 的 混合 体 显示 出 来 ,所 以 如 何 看 待 EE 场 
和 8B 场 就 必须 小 心 谨慎 。 例 如 ,倘若 我 们 把 E 和 B 想象 成 “ 线 ”", 就 决 不 可 能 赋予 太 多 的 真 
实 性 。 若 试图 从 一 个 不 同 的 坐标 系 去 进行 观察 ,有 些 线 可 能 会 消失 。 比 如 ,在 S' 系 上 有 电 
场 线 ,但 我 们 却 从 未 发 现 过 这 些 线 “在 S 系 上 以 速度 v 在 我 们 旁边 通过 "。 在 这 个 S 系 中 根 
本 就 没有 电场 线 ! 因此 ,做 这 样 的 陈述 是 没有 意义 的 : 当 我 把 一 块 磁铁 移动 时 , 它 会 带 着 它 
的 磁场 一 起 动 ,因而 B 线 也 就 在 移动 。 一 般 说 来 ,从 “ 场 线 的 运动 速率 "这 么 一 种 概念 出 发 ， 
始终 无 法 构成 任何 意义 。 场 是 我 们 用 来 描述 在 空间 一 点 所 发 生 的 事情 的 办 法 。 特 别 是 ,EE 
和 B 告诉 我 们 作用 于 一 个 运动 粒子 上 的 力 。“ 由 运动 磁场 作用 于 一 电荷 上 的 力 是 什么 "的 
问题 根本 不 含有 任何 准确 意义 。 力 是 由 电荷 处 E 和 8B 的 值 给 出 的 ,而 公式 (13. 1) 不 会 由 于 
EE 或 B 之 源 正 在 运动 而 改变 (E 和 B 之 值 才 会 由 于 源 的 运动 而 发 生 改 变 )。 我 们 的 数学 描 
述 只 是 同 相对 于 某 一 惯性 参照 系 的 两 种 作为 x, >,z 和 上 的 函数 的 场 打交道 。 

以 后 将 常 提 到 “在 空间 传播 的 电场 和 磁场 的 波 ” ,诸如 光波 。 但 这 与 谈论 一 根 弦 线 上 的 
行 波 相似 。 此 时 ,我 们 并 非 指 弦 线 的 某 部 分 将 会 在 波 的 方向 上 运动 ,而 是 指 弦 线 的 位 移 将 首 
先 出 现在 某 处 ,继而 又 出 现在 另 一 处 。 同 理 ,在 一 电磁 波 中 , 波 在 传播 ,但 是 场 的 大 小 在 变 
化 。 所 以 今后 当 我 们 一 一 或 其 他 人 一 一 谈 及 一 个 “运动 着 "的 场 时 ,你 就 应 该 把 它 看 作 仅 是 
一 种 描述 在 某 些 情况 下 变化 着 的 场 的 既 便利 而 又 快捷 的 途径 。 


$ 13-7 ”电流 与 电荷 的 变换 


对 于 上 面 当 我 们 对 粒子 和 对 导线 里 的 传导 电子 均 取 同 样 的 速度 "时 所 作 的 那 种 简化 手 
续 , 你 可 能 会 感到 担心 。 本 来 尽 可 以 返回 去 并 对 两 个 不 同 速度 再 进行 分 析 , 但 更 方便 的 却 是 
去 注意 电荷 和 电流 是 一 个 四 维 矢量 的 分 量 ( 见 第 1 卷 第 17 章 )。 

我 们 已 经 知道 , 若 在 静止 参照 系 中 的 电荷 密度 为 wm, 则 在 具有 速度 "的 参照 系 中 ， 
该 密度 为 





[2 
Vi—v/ 


在 这 参考 系 中 电流 密度 为 
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i » 
了 一 pv fs (13.34) 
原来 我 们 知道 ,一 个 以 速度 "运动 着 的 粒子 其 能 量 U 与 动量 p 分 别 由 下 列 两 式 给 出 : 
人 moc’ p= moV 
VI—¥/ VI—¥/e 


其 中 me 为 粒子 的 静 质 量 。 我 们 也 知道 ,U 与 p 构成 一 相对 论 性 四 维 矢量 。 由 于 p 和 了 与 速 
度 v 的 关系 同 U 和 p 与 速度 的 关系 一 样 ,所 以 我 们 便 可 以 断定 ,p 和 j 也 是 一 个 相对 论 性 四 维 
矢量 的 分 量 。 这 一 性 质 就 是 对 以 任 一 速度 运动 着 的 导线 之 场 进行 普遍 分 析 的 钥匙 。 如 果 我 们 
想 要 对 线 外 粒子 速度 mw 不 同 于 那些 传导 电子 速度 的 问题 再 次 谋求 解决 ,就 需要 这 一 把 钥匙 。 

如 果 我 们 希望 把 p 和 j 变换 到 以 速度 x 沿 z 轴 运动 的 一 个 坐标 系 中 , 则 我 们 知道 ,它们 
应 该 恰好 如 同 :和 (xz，y, x) 那样 变换 ( 见 第 1 卷 第 15 章 ): 


es 
Vi Vie 
y= 为 三 和 
2 =z, = ji:， 
一 2 -ep 
/tuk /= 2 至 所 (13.35) 





Vi VE 


有 了 这 些 方程 式 ,我 们 就 能 把 两 个 参照 系 中 的 电荷 和 电流 互相 联系 起 来 。 取 得 其 中 一 
种 参照 系 中 的 电荷 和 电流 后 ,我 们 便 能 通过 应 用 麦克 斯 韦 方程 组 解 出 在 该 参照 系 中 的 电磁 
学 问题 。 不 管 我 们 选取 哪 一 个 参照 系 , 所 获得 的 关于 粒子 运动 的 结果 将 会 彼此 相同 。 稍 后 
我 们 还 将 回 到 有 关 电 磁场 的 相对 论 性 变换 上 来 。 


$13-8 又 加 原理 ;右手 定 则 


我 们 将 通过 对 静 磁 学 这 一 课题 再 作出 两 点 评论 来 结束 这 一 章 。 首 先 , 关 于 磁场 的 两 个 
基本 方程 
VvV.B=0, VxXB= j/’e 


对 B 和 j 来 说 都 是 线性 的 。 这 意味 着 , 番 加 原理 也 适用 于 磁场 。 由 两 个 不 同 的 恒定 电流 所 
产生 的 场 等 于 每 一 电流 单独 作用 时 的 场 之 和 。 我 们 的 第 二 点 评论 是 关于 以 前 曾 遇 到 过 的 右 
手 定 则 (诸如 由 电流 所 产生 之 磁场 的 那个 右手 定 则 ) 的 。 我 们 也 曾 注 意 到 ,一 块 磁铁 的 磁化 
被 理解 成 来 自 该 材料 里 的 电子 自 旋 。 一 个 自 旋 电子 的 磁场 方向 也 通过 同样 的 右手 定 则 而 与 
其 自 旋 轴线 相 联 系 。 由 于 B 是 按照 手 " 式 法 则 一 一 涉及 一 个 叉 积 或 旋 度 一 一 而 制定 的 , 因 
而 被 称 为 轴 矢 量 ( 凡 在 空间 里 的 方向 与 参照 右手 或 左手 都 无 关 的 那些 矢量 则 叫做 极 矢量 。 
例如 ,位 移 、 速 度 , 力 入 都 是 极 矢量 )。 

可 是 ,在 电磁 学 中 物理 方法 上 的 可 观测 量 却 不 是 右手 (或 左手 ) 的 。 电 磁 相互 作用 在 反 
射 (变换 ) 下 是 对 称 的 ( 见 第 1 卷 第 52 章 )。 每 当 计算 两 组 电流 间 的 磁力 时 ,改变 手 的 约定 并 
不 会 改变 所 得 的 结果 。 与 右手 约定 无 关 , 我 们 的 方程 组 总 会 导致 同 向 电流 相 吸 而 异 向 电流 
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相 斥 的 最 终结 果 ( 试 用 "左手 定 则 "来 算出 力 )。 吸 引力 或 排斥 力 是 一 种 极 矢量 。 之 所 以 出 现 
这 一 结果 ,是 由 于 在 描述 任 一 完整 的 相互 作用 时 ,我 们 两 次 用 了 右手 定 则 一 一 一 次 是 从 电流 
找 出 B; 再 一 次 则 是 求 出 这 个 B 在 男 一 电流 上 所 产生 的 力 。 使 用 右手 定 则 两 次 与 使 用 左手 
定 则 两 次 是 一 样 的 。 假 如 把 约定 改变 成 一 左手 系统 , 则 所 有 的 B 场 都 将 反 向 ,但 所 有 的 
力 一 一 或 更 加 确切 的 乃 是 所 观测 到 的 物体 的 加 速度 一 一 却 仍 保持 不 变 。 

虽然 最 近 物 理学 家 惊讶 地 发 现 ,自然 界 的 所 有 定律 未 必 总 是 对 镜面 反射 保持 不 变 的 ,但 
电磁 定律 的 确 具有 这 样 一 种 基本 对 称 性 。 





第 14 章 在 各 种 不 同情 况 下 的 磁场 


$14-1 矢 势 


在 本 章 中 ,我 们 将 继续 讨论 与 恒定 电流 有 关 的 磁场 一 - 静 磁 学 课题 。 磁 场 与 电流 之 间 
由 如 下 的 基本 方程 相 联 系 : 
V:.B=0; (14.1) 


eVvxB= 工 . (14.2) 


Co 


现在 我 们 希望 以 一 种 普遍 的 方式 , 即 不 需要 任何 特殊 对 称 性 或 直观 猜测 ,就 能 在 数学 上 解 出 
这 些 方程 。 在 静电 学 中 ,我 们 曾 发 现 当 所 有 电荷 的 位 置 均 为 已 知 时 存在 求 场 的 一 种 直接 方 
法 。 人 们 通过 对 电荷 取 积 分 一 一 比如 式 (4. 25) 中 的 积分 一 一 就 能 简单 地 算出 标 势 $ 来 。 然 
后 ,如 果 还 想 知道 电场 , 则 可 对 #$ 求 微 商 而 得 到 。 现 在 我 们 要 证 明 : 如 果 已 知 所 有 运动 电荷 
的 电流 密度 j, 则 会 有 一 种 求 得 磁场 B 的 相应 方法 。 

在 静电 学 中 ,我 们 就 知道 (由 于 E 的 旋 度 始 终 是 零 ) ,有 可 能 把 E 表达 成 一 个 标量 场 # 
的 梯度 。 现 在 B 的 旋 度 却 不 常 等 于 零 ,因而 一 般 说 来 不 可 能 把 它 表达 成 一 梯度 。 然 而 ,B 
的 散 度 却 永远 为 零 ,这 就 意味 着 我 们 总 能 把 B 表达 成 男 一 个 矢量 场 的 旋 度 。 因 为 正如 我 
们 以 前 曾 在 $ 2-7 中 见 到 的 , 旋 度 的 散 度 总 等 于 零 。 于 是 ,就 总 能 够 把 B 与 将 被 称 作 4 的 
场 互 相 联 系 起 来 ， 


B=VxA. (14.3) 
或 者 通过 写成 分 量 , 则 有 
B.= (Vx4), 一 装 - 只 ; 
B, = (vx4,= 号 一 咯 ， (14.4) 
B. 一 (YXA). 一 2 党 


既然 写 出 了 B 二 VX 4, 就 能 保证 式 (14. 1) 被 满足 ,因为 必然 有 
V:B=V.:(VxXA)=0. 
4 这 个 场 被 称 为 矢 势 。 


你 会 记得 , 标 势 $ 并 未 由 其 定义 完全 规定 。 如 果 你 对 某 一 问题 已 求 得 了 $, 你 还 总 能 通 
过 加 上 一 常数 而 找到 另 一 个 同样 好 的 势 光 : 


$=$+C. 


174 | 费 因 受 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


因为 梯度 VC 为 零 ,所 以 这 个 新 的 势 # 会 给 出 相同 的 电场 。 因 而 与 $ 代 表 相同 的 物理 性 质 。 

同样 ,我 们 也 有 可 能 给 出 同一 磁场 的 不 同 矢 势 4。 而 且 , 由 于 B 是 由 A 的 微 商 得 到 的 ， 
因而 , 若 在 A 上 加 一 常数 并 不 改变 任何 物理 的 实质 。 可 是 对 于 A 来 说 ,还 有 更 加 广阔 的 活 
动 余地 。 我 们 可 以 对 4 加 进 任何 场 ,只 要 它 等 于 某 一 标量 场 的 梯度 ,就 不 致 改变 其 物理 情 
况 。 这 可 证 明 如 下 。 假 设 对 某 个 实际 问题 我 们 已 有 了 一 个 4, 它 正确 地 给 出 了 磁场 B, 并 试 
问 在 什么 情况 下 某 一 个 新 的 矢 势 4 才能 在 代入 式 (14. 3) 中 时 ,会 给 出 同一 个 场 B。 于 是 ,A 
和 4 “必定 具有 相同 的 旋 度 : 

B=VXA’ =VXA. 

因此 ， VXA’—VXA=VX(A’—A)=0. 


但 若 一 矢量 的 旋 度 为 零 , 则 它 必 然 是 某 一 标量 场 一 一 比如 说 yy 一 的 梯度 ,因而 A' 一 4 = 
W。 这 就 意味 着 , 若 4 为 适合 于 某 一 问题 的 矢 势 , 则 不 论 对 于 任何 y， 
A’=A+W (14.5) 


仍 将 是 一 个 同样 令 人 满意 的 矢 势 ,因为 它 导致 相同 的 场 B。 

这 样 做 往往 很 方便 , 即 任意 使 4 受 另 一 条 件 限制 ,因而 将 其 某 些 “活动 范围 "扣除 出 去 
(正如 我 们 经 常 选取 在 无 限 远 处 的 标 势 $ 等 于 零 也 很 方便 一 样 )。 例 如 ,可 以 任意 规定 4 的 
散 度 必须 是 什么 而 对 A 加 以 限制 。 我 们 总 能 够 这 样 做 ,而 不 致 影响 B。 这 是 因为 :虽然 和 和 
A 都 具有 同一 旋 度 ,从 而 给 出 了 相同 的 B, 但 它们 却 不 需要 具有 相同 的 散 度 。 事 实 上 , V .A' 一 
六 .A 十 Viy, 因而 通过 选取 某 一 适当 的 y, 就 可 以 使 立 * A 成 为 我 们 所 希望 要 的 任何 东西 。 

对 于 V4 到 底 应 该 如 何 选取 呢 ? 这 一 选择 应 为 获得 最 大 的 数学 方便 而 做 出 ,并 将 取 
决 于 我 们 所 要 解决 的 问题 。 对 于 静 磁 学 来 说 ,我 们 将 做 这 种 简单 选择 : 


V.4=0 (14.6) 
( 往 后 , 当 考虑 电动 力学 时 。 将 改变 这 种 选择 )。 于 是 ,目前 我 们 对 4 的 完整 定义 "为 ; 
VxA=B 和 VvV.A=0. 


为 了 对 矢 势 得 到 一 些 经 验 ,让 我 们 首先 看 看 对 于 匀 强 磁场 Be 来 说 , 它 的 矢 势 是 什么 。 
选取 = 轴 作为 B。 的 方向 ,我们 就 应 有 : 

















aA. _3A 
= 2 —2 一 
Bm 
-ah _3A 0 
B,= EF 0; (14.7) 
9A, _ 3A. 
一 一 一 2 一 = 
下 二 二 一 和 一 区 


经 检查 可 知 这 些 方程 的 一 个 可 能 解 为 : 
A, = zB。 A:=0; A.=0. 


* 我 们 的 定义 仍 未 唯一 地 确定 4。 对 于 一 个 唯 二 的 规定 ,我 们 还 得 说 明 在 某 个 边界 上 或 在 无 限 远 处 
场 4 的 行为 如 何 。 例 如 ,选取 在 无 限 远 处 场 趋向 于 零 有 时 是 方便 的 。 
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或 者 ,我 们 也 同样 可 以 取 : 

A,=—yBo; A,=0; A.=0. 
还 有 另 一 个 解 则 是 上 述 两 个 解 的 线性 组 合 : 


4 = 一 于 ?Bo 4, 一 去 zBo 4 一 0. (14.8) 


很 明显 ,对 于 任 一 特定 场 B 来 说 , 矢 势 4 有 许多 可 能 性 ,因而 不 是 唯一 的 。 

上 面 第 三 个 解 , 即 式 (14. 8), 具 有 某 些 有 趣 的 特性 。 由 于 其 z 分 量 正比 于 一 y, 而 其 y 
分 量 正比 于 十 z, 所 以 A 必定 垂直 于 与 = 轴 同 方向 的 矢量 。 我 们 把 这 个 矢量 叫 作 (之 所 以 
加 上 一 撤 是 为 了 要 提醒 我 们 ,并 不 是 从 原点 出 发 的 一 个 位 移 矢量 )。 并 且 ,A 的 大 小 仍 正比 
于 Vz 十 六 ,因而 也 就 正比 于 x'。 所 以 (对 于 我 们 的 匀 强 磁场 来 说 )A 可 以 简单 写成 


A 一 去 B, Xr ， (14.9) 


这 矢 势 4 具有 Bur /2 的 量 值 并 绕 着 = 轴 旋 转 , 如 图 14-1 所 示 。 例 如 , 若 B 场 为 螺 线 管内 
的 轴 向 磁场 , 则 这 个 矢 势 便 和 螺 线 管 上 的 电流 一 样 沿 着 同一 指向 环行 。 
关于 一 匀 强 场 的 矢 势 也 可 由 另 一 种 方式 获 
得 。4 绕 任 一 闭合 回路 的 环流 与 VXA 的 面积 
分 可 以 由 斯 托 克 斯 定理 、 即 式 (3. 38) 相 联系 
$a .du=| (VXA) :nda 
r 在 [内 
(14. 10) 


但 右边 的 积分 等 于 B 穿 过 回路 的 通 量 ,因而 
$a.d=| B .nda. (14.11) 
r 在 [内 


因此 ,4 绕 任 二 回路 的 环流 等 于 B 穿 过 该 回路 的 
通 量 。 如 果 在 与 匀 强 场 B 垂直 的 平面 上 取 一 半 
径 为 ~ 的 圆 形 回路 , 则 通 量 恰恰 为 


Tr 有 





图 14-1 一 个 沿 = 方向 的 匀 强 磁场 了 对 应 
如 果 把 原点 选取 在 对 称 轴 上 , 则 可 以 认为 4 沿 着 ”于 绕 着 = 轴 旋 转 而 又 具有 大 小 为 A = Br’/2 


圆周 并 且 仅仅 是 一 的 函数 ,所 以 4 的 环流 将 为 的 矢 势 4(r 是 从 z 轴 出 发 的 位 移 ) 


入 “ds 一 2rr'A 一 mr2B. 


同上 面 一 样 ,我 们 得 到 
Br 


在 刚才 所 述 的 例子 中 ,我 们 已 从 磁场 算出 了 矢 势 ,这 与 正常 做 法 恰好 相反 。 在 复杂 


A= 
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问题 中 ,往往 先 解 得 矢 势 ,然后 才 由 它 来 确定 磁场 , 那 就 比较 容易 。 接 下 来 ,我 们 将 说 
明 如 何 才能 做 到 这 一 点 。 


$14-2 已 知 电流 的 矢 势 


由 于 B 是 由 电流 确定 的 ,所 以 4 也 如 此 。 我 们 现在 要 由 电流 来 求 4。 从 基本 方程 式 


(14. 2) 出 发 : 
evxB= 工 ， 
当然 ,这 就 意味 着 
CVX(VXA)= 二 (14.12) 
这 一 方程 对 于 静 磁 学 ,正如 同方 程 
VvV.v$=—2 (14.13) 
对 于 静电 学 一 样 。 
如 果 我 们 应 用 矢量 恒等式 (2. 58) ,将 VX (V XA) 改写 成 : 
Vx(Vx4)= VCV .4) 一 V4， (14.14) 


则 关于 矢 势 的 式 (14. 12) 看 来 就 更 像 关 于 #$ 的 式 子 。 由 于 我 们 已 决定 使 .A = 0 (而 现在 
就 会 看 出 个 所 以 然 来 了 ) ,所 以 式 (14. 12) 变 成 


vA -一 十. (14.15) 
当然 ,这 个 矢量 方程 包括 下 列 三 个 方程 : 





,= 一 让， mA. = 一 五. (14.16) 
ac 





而 这 三 个 方程 中 的 每 一 个 在 数学 上 均 与 下 列 方程 你 同 : 
Vv$=—2£. (14.17) 


©o 


所 有 以 前 曾 学 习 过 的 由 已 知 p 解 出 势 的 方法 ,都 可 用 来 由 已 知 j 解 出 4 的 每 一 个 分 量 ! 
在 第 4 章 中 ,我 们 已 经 知道 ,静电 学 方程 式 (14. 17) 的 一 个 通 解 为 


da 
No riz 
因而 我 们 就 立即 知道 ,关于 A, 的 通 解 为 
Mp Es (14.18) 
Aneoc rs 


A, 和 A. 与 此 相仿 (图 14-2 将 使 你 们 想起 关于 m* 和 dV， 的 习惯 表示 )。 我 们 可 以 将 这 三 个 
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解 合并 在 一 个 矢量 式 中 





4D = a] LY:. (14.19) 
如 果 你 乐意 ,还 可 直接 对 各 分 量 取 微分 而 证 
实 :关于 4 的 这 一 积分 满足 VV . A = 0, 只 要 
六 .7 = 0, 而 我 们 早已 知道 对 于 恒定 电流 来 
说 这 是 理所当然 的 。 
ae 图 14-2 点 1 处 的 矢 势 4 是 对 所 有 点 2 处 的 电 
磁场 的 普遍 方法 。 原 则 是 :从 一 电流 密度 j . E 
所 产生 的 矢 势 的 z 分 量 与 从 一 等 于 j, / 的 人 
电荷 密度 p 所 该 产生 的 电势 » 相同 一 而 y 和 分 量 也 与 此 相仿 (这 一 原则 只 对 在 固定 广 
向 上 的 分 量 才 适 用 。 例 如 ,4 的 “ 径 向 "分 量 不 能 用 同样 的 办 法 从 了 的 “ 径 向 "分 量 算出 来 )。 
因此 ,从 电流 密度 矢量 j, 便 可 以 应 用 式 (14. 19) 求 出 4 一 即 通过 求解 电荷 分 布 为 mn 一 
天 局 ，m 二 je 和 ps 一 六 的 三 个 想象 中 的 静电 学 问题 ,从 而 求 得 4 的 每 一 分 量 。 然 后 ， 
又 可 通过 4 的 各 种 微 商 算出 YX 4A, 最 后 获得 B。 这 比 静 电学 稍微 复杂 一 些 , 但 想法 是 相同 
的 。 现 在 ,我 们 将 通过 在 几 种 特殊 情况 下 矢 势 的 求解 例子 来 说 明 这 一 理论 。 


$14-3 直 导 线 











作为 第 一 个 例子 ,我们 将 再 次 求 一 直 导线 的 场 一 一 这 在 上 一 章 中 已 经 应 用 式 (14. 2) 和 一 
些 关 于 对 称 性 的 论据 而 解 出 。 我 们 考虑 半径 为 a 而 通 有 恒定 电流 1 的 一 根 长 直 导 线 。 与 静电 
学 中 电荷 分 布 于 一 导体 上 的 情况 不 同 ,导线 中 的 恒定 电流 乃 均匀 地 分 布 在 该 线 的 横 截面 内 。 
如 果 选 取 如 图 14-3 所 示 的 坐标 系 , 则 电流 密度 矢量 7 便 只 
有 一 个 < 分 量 ,其 大 小 在 导线 内 为 








2 Ne 
乡 = (14. 20) 
多 而 在 导线 外 则 为 零 。 
网 既然 亏 和) 都 是 零 , 我 们 便 立即 有 
网 A:=0; A,=0. 
多 为 求 得 A: ,我 们 可 以 利用 带 有 均匀 电荷 密度 p = j. /ec? 的 
4 导线 , 解 出 其 电势 $。 在 一 无 限 长 均匀 带电 圆柱 体 之 外 的 
各 点 ,其 电势 为 
图 14-3 沿 着 < 轴 而 通 有 均匀 电 A , 
流 密度 j 的 一 根 长 圆柱 形 导线 te 


式 中 x = 二 VTZ 十 ,而 4 则 为 单位 长 度 的 电荷 , 即 xazp。 所 以 对 于 通 有 均匀 电流 的 长 直 导 
线 之 外 的 某 点 ,A. 应 该 为 
na js 


2reoc 





A. 一 一 lInr’. 
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由 于 wa*j: 二 1, 上 式 还 可 以 写成 


= (14.21) 


ec 
现在 就 可 由 式 (14.4) 求 出 B。 由 于 该 式 的 六 个 微 商 中 只 有 两 个 不 等 于 零 ,因而 得 出 
1 区 


Be (22 
RR RS 

a U23) 

B=0. 


我 们 得 到 了 与 以 前 相同 的 结果 :B 环绕 着 导线 ,其 大 小 为 


gE 
rc r 





(14. 24) 


$14-4 长 螺 线 管 


其 次 ,再 来 考虑 一 个 无 限 长 螺 线 管 。 沿 管 的 表面 单位 长 度 通 有 zT 的 环行 电流 (我 们 设 
想 每 单位 长 度 绕 有 n 奋 通 了 电流 I 的 导线 ,并 上 略 去 绕 圈 时 的 微小 螺 距 )。 

正如 曾经 定义 过 的 “ 面 电荷 密度 "c 那样 ,这 里 我 们 
也 定义 “ 面 电流 密度 "J, 它 等 于 在 该 螺 线 管 表面 上 单位 
长 度 的 电流 (这 当然 恰好 就 是 平均 电流 密度 j 乘 以 该 
薄 线圈 层 的 厚度 )。J 的 大 小 在 这 里 等 于 xzT。 这 一 表 
面 电流 ( 见 图 14-4) 具 有 如 下 分 量 : 


J:=—Jsing, J,=Jcos$, J,=0. 


现在 我 们 必须 对 这 样 一 种 电流 分 布 找 出 A 来 。 
首先 ,我 们 希望 找 出 在 螺 线 管 外 面 各 点 处 的 A-， 











这 结果 与 带 有 面 电荷 密度 
o= osing 
_ (其 中 m 一 一 Je ) 的 加 柱 外 的 电势 相同 。 我 们 从 未 解 
的 长 。。 过 这 样 一 种 电 共 分 布 ,但 却 求解 过 某 种 相似 的 问题 。 


这 一 电荷 分 布 相当 于 两 根 各 带 正 电 和 负电 的 实心 圆 
柱 , 在 > 方向 上 它们 的 轴 有 了 微小 的 相对 位 移 。 这 样 一 对 带电 柱 体 的 势 ,与 单独 一 根 均匀 
带电 柱 体 的 势 对 y 的 微 商 成 正比 。 这 一 比例 常数 是 可 以 算得 的 ,但 暂时 无 需 对 它 操心 。 
一 根 带 电 柱 体 的 势 正 比 于 ln ~ ,于 是 一 对 带电 柱 体 的 势 便 为 
4m 强 -- 坟 


因此 我 们 知道 
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式 中 天 是 某 一 常数 。 根 据 相同 的 论证 ,我 们 会 求 出 
4 一 天球 . (14.26) 


尽管 以 前 曾经 说 过 在 螺 线 管 之 外 没有 磁场 ,但 现在 我 们 却 发 现 有 一 个 4 场 环 绕 着 = 轴 , 如 
图 14-4 所 示 。 问 题 在 于 , 它 的 旋 度 是 否 等 于 零 ? 
显然 ,B, 和 B, 都 等 于 零 ,而 


因此 ,在 一 个 十 分 长 的 螺 线 管 外 面 磁场 的 确 为 零 , 即 使 矢 势 并 不 等 于 零 。 
上 述 结果 我 们 还 可 以 利用 其 他 已 知 的 东西 来 核对 : 矢 势 绕 螺 线 管 的 环流 应 等 于 管内 B 
的 通 量 ( 式 14. 11)。 这 环流 为 A 2xr ,或 者 ,由 于 A 二 天, 所 以 环流 为 2rK。 注 意 ! 这 
与 7' 无 关 。 如 果 管 外 不 存在 B 的 话 ,这 恰好 就 是 应 得 的 结果 ,因为 通 量 仅仅 是 螺 线 管内 B 
的 大 小 乘 以 ra* 。 对 于 半径 ” > a 的 所 有 圆周 这 通 量 都 相同 。 在 上 一 章 中 我 们 曾经 得 出 管 
内 的 场 为 ar /(wc*), 因而 可 以 确定 常数 K: 
了 


nn 
2xK = raz ZL ， 
ac 


即 





因此 , 管 外 矢 势 的 大 小 为 : 
昌 
4 

并 且 总 是 垂直 于 矢量 7。 

我 们 刚才 考虑 的 是 一 个 由 导线 绕 成 的 螺 线 管 ， 
假如 旋转 一 根 表面 带 有 静电 荷 的 长 柱 体 ,也 会 产生 
那 相同 的 场 。 若 有 一 根 半径 为 a、 带 有 面 电 荷 密度 
的 薄 圆 柱 壳 , 则 当 把 它 旋转 时 就 会 形成 一 个 表面 电 
流 了 = co, 其 中 v= aow 是 面 电荷 的 速度 。 这 样 ,在 
该 柱 内 就 将 有 一 个 B 二 caw /(oc ) 的 磁场 。 

现在 ,可 以 提出 一 个 有 趣 的 问题 。 假 设 我 们 
把 一 根 短 导线 W 安置 成 垂直 于 柱 轴 , 从 轴 心 伸 至 
柱 面 ,并 固定 于 柱 面 上 ,以 便 随 柱 旋转 ,如 图 14-5 
所 示 。 由 于 这 根 导线 是 在 磁场 中 运动 ,因而 力 vX 。 图 14-8 __ 根 族 转 着 的 带电 福 过 在 柱 内 全 
妃 就 会 引起 该 导线 两 端 带电 (两 端 将 被 充电 直至 ”产生 个 碰 场 。 伴 随 该 柱 旋转 的 一 根 径 向 
由 这 些 电 荷 所 产生 的 EE 场 的 力 恰好 抵消 vXB 之 短 导线 会 有 电荷 感 生 于 其 两 端 上 





旬 (14.27) 


SN 
1 





180 | 费 轧 曙 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) ae 


力 为 止 )。 如 果 该 柱 壳 带 有 正 电荷 , 则 导线 在 柱 轴 那 一 端 将 有 负电 荷 。 通 过 测量 这 根 导线 一 
端的 电荷 ,我 们 能 测 得 该 系统 的 旋转 速率 。 这 样 ,也 就 有 一 种 "角速度 计 " 了 ! 

但 你 还 在 怀疑 :要 是 把 自己 置身 于 该 旋转 柱 的 参照 系 上 又 将 如 何 呢 ? 这 时 不 过 是 一 根 
静止 不 动 的 带电 圆柱 这 ,而 我 知道 那些 静电 方程 说 明 并 没有 电场 存在 于 该 柱 这 之 内 ,因而 也 
就 没有 任何 力 会 把 电荷 推 向 轴 心 。 因 此 一 定 是 出 了 某 种 差错 "。 但 却 没有 发 现 什么 东西 弄 
错 了 。 原 来 不 存在 “转动 的 相对 性 ”"。 由 于 一 个 转动 系统 并 不 是 一 个 惯性 参照 系 ,因而 物理 
规律 是 不 同 的 。 我 们 必须 确实 保证 ,只 相对 于 惯性 坐标 系 才 应 用 电磁 学 方程 组 。 

要 是 我 们 能 够 运用 这 么 一 个 带电 圆柱 壳 来 测量 地 球 的 绝对 转动 , 那 该 多 好 ,但 可 惜 该 效 
应 过 于 微小 ,即使 采用 目前 能 够 得 到 的 最 精密 仪器 也 无 法 观察 出 来 。 





$14-5 一 个 小 电流 回路 的 场 ; 磁 偶 极 子 


让 我 们 应 用 矢 势 的 方法 求 出 一 个 小 电流 回路 的 场 。 所 谓 “ 小 "者 ,照例 它 仅仅 指 我 们 所 
感 兴趣 的 乃 是 远 比 回路 尺度 大 得 多 的 那些 距离 处 的 场 。 结 果 将 得 出 , 任 一 个 小 回路 就 是 一 
个 “ 磁 偶 极 子 "。 这 就 是 说 , 它 所 产生 的 磁场 类 似 于 一 个 电 偶 极 子 的 电场 。 

首先 考虑 一 矩形 回路 ,并 按照 图 14-6 所 示 选 择 我 们 的 坐标 系 。 由 于 沿 = 方向 并 没有 电 
流 , 因 而 A, 为 零 。 在 长 度 各 等 于 a 的 两 边 则 都 有 沿 z 向 的 电流 。 每 一 段 中 ,电流 密度 (以 
及 电流 ) 都 是 均匀 的 。 因 此 关于 A 的 解 就 恰好 像 来 自 两 根 带电 棒 的 静电 势 ( 见 图 14-7)。 
既然 这 两 根 棒 各 带 相反 电荷 ,所 以 它们 在 远 处 的 电势 只 可 能 是 一 个 偶 极 子 的 势 (8 6-5)。 在 
图 14-6 中 的 己 点 ,这 势 应 为 


i 
i 丰 于 (14. 28) 





了 一 





图 14-6 通 有 电流 工 的 一 个 矩形 回路 。 在 P 点 的 磁场 有 图 14-7 在 图 14-6 的 电流 回 
多 大 ( 尽 之 ea 或 5 ) 路 中 j 的 分 布 


式 中 p 为 该 电荷 分 布 的 偶 极 矩 。 在 这 种 情况 下 , 偶 极 矩 等 于 一 根 棒 上 的 总 电荷 乘 以 两 棒 
间 的 距离 : 
p = Mab. (14.29) 


这 偶 极 矩 指向 负 y 方 向 ,因而 R 与 p 夹 角 的 余弦 为 一 y/R( 其 中 y 是 点 的 坐标 )。 所 以 


ES 一 一 一 第 14 章 在 各 种 不 同情 况 下 的 磁场 
我 们 有 








-lab > 
4reoc: R3 (14.30) 
同 理 可 得 名 = (14.31) 


另外 ,A, 正比 于 天 ,而 A: 则 正比 于 一 >, 所 以 该 矢 势 (在 远 处 ) 绕 = 轴 围 成 圆 环 ,与 回路 中 的 
电流 工 有 相同 的 指向 ,如 图 14-8 所 示 。 

4 的 强度 与 Iab 成 正比 , 即 是 电流 乘 以 该 回路 的 
面积 。 这 一 乘积 称 为 该 回路 的 磁 偶 极 怎 ( 常 简称 " 磁 
和 矩 ")。 我 们 用 y 来 表示 : 


p= Iab. (14. 32) 
一 个 具有 任何 形状 ( 圆 、 三 角 、 或 其 他 ) 的 平面 小 回路 
的 矢 势 也 是 由 式 (14. 30) 和 (14. 31) 给 出 的 ,只 要 我 们 
用 下 式 来 代替 Tab: 





二 1X (回路 面积 ). (14. 33) 
这 留 给 读者 去 证 明 。 
如 果 把 视 作 矢量 ,并 将 其 方向 规定 为 垂直 于 该 。 图 14-8 在 (zy 平面 的 ) 原 点 处 一 个 小 
回路 的 平面 ,由 右手 定 则 给 出 其 正 的 向 指 (图 14-8)， 电流 回路 的 矢 势 ;一 个 磁 偶 极 子 的 场 


则 可 把 有 关 4 的 方程 写成 如 下 的 矢量 形式 : 


4= 一 二 上 一 一 一 人 (14. 34) 


:A (14. 35) 


[其 中 我 们 用 … 来 代表 关上 4rec ) ]， 


B,= 卫 (一 … 总 )=… 驹 


9 


可 见 B 场 分 量 的 表现 与 由 一 指向 x 轴 的 电 偶 极 子 产生 的 EE 场 的 表现 完全 一 样 [ 见 式 
(6.14) 和 (6.15) 以 及 图 6-4] ,这 就 是 为 什么 我 们 把 电流 回路 叫 作 磁 偶 极 子 的 缘故 。“ 偶 极 
子 ” 这 个 词 , 当 应 用 于 磁场 时 ,是 有 点 令 人 迷惑 不 解 的 ,因为 并 没有 与 电荷 相对 应 的 磁 “ 荷 ”。 
磁 “ 偶 极 子 场 "不 是 由 两 个 “ 荷 " 所 产生 的 ,而 是 起 因 于 一 电流 回路 元 。 
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然而 ,事情 显得 有 点 奇怪 :从 完全 不 同 的 两 定律 Y .下 一 p A 和 VX 下 一 了 pc 出 发 , 竟 
会 得 出 形式 相同 的 场 。 为 什么 会 这 样 呢 ? 那 是 由 于 偶 极 子 场 只 出 现在 与 所 有 电荷 或 电流 的 
距离 都 很 远 处 。 因 此 通过 大 部 分 有 关 空 间 ,E 和 B 的 方程 就 相同 :两 者 各 具有 零散 度 和 零 
旋 度 。 所 以 它们 给 出 相同 的 解答 。 然 而 ,我 们 用 偶 极 矩 来 概括 的 那些 源 的 位 形 在 物理 上 却 
很 不 相同 一 一 对 于 彼此 互相 对 应 的 场 ,在 一 种 情况 下 源 是 一 环行 电流 ,而 在 另 一 种 情况 下 源 
则 是 位 于 该 回路 平面 上 与 下 的 一 对 电荷 。 





$14-6 电路 的 矢 势 


我 们 经 常 感 兴 趣 的 是 导线 直径 与 整个 系统 的 线 度 相 比 非常 小 的 那 种 电路 所 产生 的 磁场 。 
在 这 种 情况 下 ,我们 就 能 简化 磁场 的 方程 组 。 对 细小 导线 来 说 ,我 们 可 以 把 体积 元 写成 


dV = Sd;s, 
式 中 S 是 导线 的 横 截面 积 ,而 ds 则 是 沿 导线 的 距离 元 。 实 际 上 ,由 于 矢量 ds 与 j 方向 相 
同 ,如 图 14-9 所 示 ( 而 且 我 们 也 可 假定 ,j 在 任 一 给 定 截 面 上 各 处 保持 不 变 ) ,我 们 便 可 写 出 
一 个 矢量 方程 : 

jdV = jSds. (14.37) 


但 jS 恰好 就 是 我 们 所 称 的 导线 中 的 电流 ,因而 关于 矢 势 式 (14. 19) 中 的 积分 就 变 成 
1 TIds: 


4roczJ ma 
( 见 图 14-10)。 我 们 假定 通过 电路 的 电流 处 处 相同 ,但 若 有 几 条 各 载 有 不 同 电流 的 支 路 , 则 
对 于 每 条 支 路 当然 就 应 各 自 采用 适当 的 T。 

我 们 又 一 次 可 由 直接 对 式 (14. 38) 进 行 积分 或 由 对 相应 的 静电 学 问题 求解 而 把 场 求 出 来 。 


A(1)= 





(14. 38) 





广 。 
图 14-9 对 于 一 根 细小 导线 来 说 ， 图 14-10 导线 的 磁场 可 以 通过 环绕 
jdV 与 1ds 相同 该 电路 取 积分 而 获得 


$14-7 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 


在 学 习 静 电学 时 我 们 了 解 到 , 某 一 已 知 电荷 分 布 的 电场 可 直接 由 积分 式 (4. 16) 获 得 : 


_1_「e(2)ezdVa 


BD 
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正如 我 们 曾经 见 到 的 ,要 算出 这 一 积分 一 一 实际 上 是 三 个 积分 ,每 一 分 量 各 有 一 个 一 一 比 起 
算出 势 的 积分 并 求 出 它 的 梯度 来 ,通常 要 花费 更 多 工夫 。 
有 一 个 相似 的 积分 , 它 把 磁场 同 电流 联系 了 起 来 。 我 们 已 有 一 个 关于 4 的 积分 , 即 式 
(14. 19) ,就 可 以 通过 对 该 式 两 边 取 旋 度 而 获得 关于 B 的 积分 : 
B0) = Yx4(G) = vx [sla Ha:]. (14. 39) 


noc’ nz 


现在 我 们 必须 小 心 : 该 旋 度 算 符 的 含义 是 取 A(1) 的 旋 度 ,这 就 是 说 , 它 仅 对 坐标 (zx! ， >, ， 
zi ) 进 行 运算 。 如 果 我 们 记 住 , Y X 这 个 算 符 只 对 附 有 脚 标 1 的 那些 变量 才 进 行 运算 ,而 这 
些 变量 显然 仅 出 现 于 

mi 一 [(z1— xa) + (yO—y) +(z — x) 1 (14.40) 


中 , 则 可 将 该 算 符 移 进 积分 符号 之 内 。 对 于 B 的 z 分 量 ,我 们 得 
Be 称 - 狂 = 式 a| 上 疙 去) 车 ( 翅 )]ev 


SE 











方 括号 内 的 量 恰好 就 是 


的 z 分 量 。 对 于 其 他 分 量 ,我 们 将 会 找 出 相应 结果 ,因而 有 


_ 1 [ji(2)xe 
B(1) = | dy,. (14.42) 


这 一 积分 直接 由 已 知 的 电流 给 出 了 B。 这 里 所 涉及 的 几何 性 质 与 图 14-2 中 所 示 的 相同 。 
车 电流 仅 存 在 于 细小 导线 的 电路 中 , 则 如 同上 一 节 , 我 们 可 立即 从 导线 的 一 头 到 另 一 头 加 
以 积分 , 即 用 Ids 代替 jdV ,其 中 ds 是 导线 的 长 度 元 。 这 时 ,采用 图 14-10 上 的 符号 , 便 得 : 


1 | Je X dsz 
hneoc’ ri 


( 负 号 之 所 以 出 现 是 由 于 我 们 颠倒 了 该 叉 积 的 次 序 )。 这 一 有 关 B 的 方程 ,以 它 的 发 现 者 的 
名 字 命 名 , 称 为 毕 奥 - 萨 伐 尔 定律 。 它 提供 一 个 直接 获得 载 流 导线 所 产生 的 磁场 的 公式 。 


B(1) 一 一 





(14.43) 
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你 可 能 会 觉得 奇怪 :“ 如 果 能 直接 由 那个 矢量 积分 找 出 B 来 , 则 矢 势 还 有 什么 用 处 呢 ? ， 


毕竟 A 也 含有 三 个 积分 !" 因 为 有 关 B 的 积分 中 存在 叉 积 ,所 以 该 积分 往往 较为 复杂 ,正如 
由 式 (14. 41) 显 然 可 见 。 并 且 , 由 于 4 的 积分 同 静 电学 的 那些 相仿 ,所 以 我 们 可 能 已 经 懂得 
它们 了 。 最 后 ,我 们 还 将 见 到 :在 更 高 一 级 的 理论 内 容 (比如 相对 论 ,力学 定律 的 更 高 级 描述 
方式 , 像 以 后 将 要 讨论 到 的 最 小 作用 量 原理 ,以 及 量子 力学 等 ) 中 , 矢 势 起 着 重要 的 作用 。 
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$15-1 作用 于 一 电流 回路 上 的 力 ; 偶 极 子 能 量 


上 一 章 我 们 研究 了 由 一 矩形 小 电流 回路 所 产生 的 磁场 。 并 发 现 那 是 一 个 偶 极 子 场 ,其 
偶 极 矩 由 


x= IA (15.1) 
给 出 , 式 中 7 为 电流 而 A 为 回路 面积 。 矩 的 方向 垂直 于 该 回路 平面 ,因而 也 就 可 以 写成 
k= IAn, 


式 中 n 是 该 面积 A 的 法 向 单位 矢量 。 

一 个 电流 回路 或 磁 偶 极 子 不 仅 会 产生 磁场 ,而 且 当 置 于 其 他 电流 的 磁场 中 时 也 会 感受 
到 力 的 作用 。 我 们 将 首先 考察 在 一 匀 强 磁场 中 作用 于 一 矩形 回路 上 的 力 。 设 = 轴 沿 磁场 方 
向 ,而 回路 平面 则 被 置 于 通过 y 轴 并 与 zy 面 成 9 角 , 如 图 15-1 所 示 。 这 样 ,该 回路 的 垂直 
于 回路 平面 的 磁 矩 就 将 与 磁场 成 4 角 。 

由 于 在 矩形 对 边 上 的 电流 互相 反 向 ,所 以 作用 在 上 的 那 
些 力也 将 反 向 ,从 而 不 会 有 净 力 作用 于 该 回路 上 ( 当 磁 场 均匀 
时 )。 然 而 ,由 于 图 中 标明 为 1 和 2 的 两 边 上 存在 作用 力 , 因 
此 就 有 一 个 倾向 于 把 该 回路 绕 着 y 轴 旋 转 的 力矩 。 这 两 个 力 
F 和 Fi 的 大 小 为 

F, = F, = IBb. 


它们 的 力 管 为 
asin 0， 
从 而 该 力矩 为 
t= labBsin 0， 


图 15-1 一 个 通 有 电流 1 的 。 ”或 者 ,由 于 Iab 是 该 回路 的 磁 矩 ,所 以 





矩形 回路 位 于 一 匀 强 磁场 有 二 
( 沿 = 方向 的 ) 中 。 这 样 作用 

于 该 回路 上 的 力矩 就 是 =。 这 力矩 还 可 以 写成 矢量 形式 : 

i f= (15.2) 


尽管 仅仅 在 一 个 相当 特殊 的 情况 下 证 明了 力矩 由 式 (15.2) 所 给 出 ,但 这 一 结果 对 于 任何 形 
状 的 小 回路 都 正确 ,正如 我 们 将 会 看 到 的 。 对 作用 于 电场 中 一 电 偶 极 子 上 的 力矩 也 有 相同 
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类 型 的 关系 式 : 
t=pXE. 


现在 我 们 要 询问 这 一 电流 回路 的 机 械 能 。 由 于 存在 力矩 ,所 以 这 能 量 显然 与 取向 有 关 。 
虚 功 原理 讲 ,力矩 等 于 能 量 相对 于 角度 的 变化 率 ,因而 我 们 可 写 出 


dU = rdb. 
令 r= pBsin9 并 积分 , 则 能 量 可 以 写成 : 
U = 一 pBeosb 十 常数 (15.3) 


(符号 之 所 以 为 负 , 是 因为 该 力矩 企图 把 磁 矩 旋转 至 与 磁场 同 向 , 当 严 与 如 平行 时 能 量 最 低 )。 

由 于 今后 将 会 讨论 到 的 一 些 原因 ,这 一 能 量 并 不 是 该 电流 回路 的 总 能 量 (首先 ,我 们 未 

曾 把 回路 中 维持 电流 的 那 种 能 量 计算 在 内 )。 因 此 ,将 这 一 能 量 称 为 Unw ,就 是 要 提醒 我 们 

它 只 是 能 量 的 一 部 分 。 并 且 , 由 于 无 论 如 何 我 们 总 已 漏 掉 了 某 些 能 量 , 所 以 可 令 式 (15. 3) 中 
的 常数 等 于 零 。 因 而 可 把 上 式 写 成 

Un 一 一 上 .也 。 (15.4) 


这 再 次 与 电 偶 极 子 的 结果 相对 应 : 
=—p:E. (15.5) 


原来 , 式 (15. 5) 中 的 静电 能 是 真实 的 能 量 , 但 式 (15. 4) 中 的 Unw 却 不 是 实际 的 能 量 。 
然而 ,凭借 虚 功 原理 它 仍 可 用 来 计算 力 ,假设 回路 中 的 电流 或 至 少 是 y 保持 不 变 的 话 。 

我 们 能 够 证 明 :对 于 一 个 矩形 回路 来 说 ,Uww 也 相当 于 把 该 回路 拿 进 场所 需 做 的 机 械 功 。 
只 有 在 匀 强 磁场 中 施 于 回路 上 的 总 力 才 等 于 零 ; 在 非 均 匀 场 中 , 则 始终 有 一 净 力 作用 于 通 有 电 
流 的 回路 上 。 在 把 该 回路 置 于 场 中 时 ,我 们 势必 经 过 其 中 场 并 非 均 匀 的 一 些 地方 , 因 而 就 做 了 
功 。 为 使 计算 简单 起 见 ,我 们 将 设想 该 回路 被 带 进 场 时 它 的 矩 沿 着 场 的 指向 (在 到 达 了 指定 
位 置 之 后 ,还 可 以 转 至 最 后 位 置 ) 。 

试 设想 我 们 希望 把 该 回路 沿 z 方向 
移 至 场 较 强 的 区 域 ,而 该 回路 的 指向 按 
图 15-2 所 示 。 我 们 从 场 等 于 零 的 某 处 
出 发 ,并 对 回路 移 进 场 中 时 所 受 的 力 乘 
距离 后 进行 积分 。 

首先 ,让 我 们 分 别 计算 对 每 边 所 做 
的 功 ,然后 取 其 和 (并 非 在 积分 之 前 就 把 
力 加 起 来 )。 作 用 于 边 3 和 边 4 上 的 力 
与 运动 方向 垂直 ,因而 没有 做 任何 功 。 
作用 于 边 2 上 的 力 为 IPB(z), 在 工 方 图 15-2 一 个 回路 沿 = 方向 移动 ,通过 与 x 轴 正 交 
向 ,因而 要 获得 抵抗 磁力 所 做 的 功 就 必 的 B 场 
须 从 场 为 零 的 某 处 、 比 方 说 从 工 = 一 oo 处 积 至 它 目 前 所 处 的 位 置 ， 





Wi = 一 三 Pdz 二 1 人 Bz)az. (15.6) 
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同 理 ,为 抵抗 磁力 而 对 边 1 所 做 的 功 为 
了 一 三 Pdz = 五 | B(z)dz， (15.7) 


为 求 得 每 个 积分 ,我 们 需要 知道 B(z) 是 怎样 依赖 于 的。 但 要 注意 , 边 1 紧 跟 在 边 2 之 后 ， 
因而 对 它 的 积分 就 包括 对 边 2 做 功 的 大 部 分 。 事 实 上 , 式 (15. 6) 与 (15. 7) 之 和 恰好 就 是 


W =— 1 Bz)az. (15.8) 
但 若 在 一 个 区 域 里 边 1 与 边 2 处 的 场 B 几乎 相等 , 则 可 将 该 积分 写成 
EE B(z)dzr = (zs —z1)B = aB, 
式 中 B 是 在 该 回路 中 心 处 的 场 。 我 们 所 加 进去 的 总 机 械 能 为 


Un = W =— IabB =— 1B . (15.9) 


这 个 结果 同 我 们 把 式 (15. 4) 作 为 能 量 相 一 致 。 
当然 ,要 是 在 进行 积分 以 求 得 功 之 前 先 将 作用 于 回路 上 的 力 相 加 起 来 ,也 应 该 获得 同样 
的 结果 。 如 果 令 B, 为 边 1 处 \ 而 B: 为 边 2 处 的 场 , 则 沿 z 方 向 总 的 力 为 


F, = Ib(B,— B,). 
若 该 回路 很 “小 " ,也 就 是 说 , 若 B, 和 B, 相差 不 多 , 则 可 写成 


B, = Bi +98Ar = B+ 28. 
因而 力 为 
F.= Job 绊 . (15.10) 
由 外 力 对 该 回路 所 做 的 总 功 为 
—[ Pd = zl 32dz = 一 abB， 


这 恰好 又 是 一 xB。 直 到 如 今 我 们 才 看 出 为 什么 作用 于 一 小 电流 回路 上 的 力 会 与 磁场 的 微 
商 成 正比 ,正如 我 们 从 
F,Az =— AUnw 一 一 A( 一 严 - B) (15.11) 


中 预料 到 的 。 
上 述 结果 表明 :即使 Unw 一 一 上 “如 可 能 并 未 包括 系统 的 所 有 各 种 能 量 在 内 一 一 它 是 一 
类 唐 造 的 能 量 一 一 但 它 仍 能 同 虚 功 原理 一 起 被 用 来 求 得 作用 于 恒定 电流 回路 上 的 力 。 


$15-2 机械能 与 电能 


现在 我 们 要 来 证 明 , 为 什么 上 一 节 所 讨论 的 能 量 Unw 并 不 是 与 恒定 电流 相关 的 正确 的 





能 量 一 一 它 并 未 包括 世界 上 的 总 能 量 。 固 然 ,我 们 曾经 强调 过 它 仍 是 一 种 能 量 ,可 用 它 由 虚 
功 原理 算出 力 来 ,只 要 在 回路 中 的 电流 (以 及 所 有 其 他 电流 ) 都 维持 不 变 。 让 我 们 来 看 看 为 
什么 会 是 这 样 。 

试 设想 图 15-2 上 的 回路 正在 沿 正 = 向 运动 ,并 选取 = 轴 在 B 的 方向 ,在 边 2 中 的 传导 
电子 将 感受 到 一 个 沿线 即 沿 y 向 的 力 。 但 由 于 这 些 电子 的 流动 一 一 造成 电流 一 一 就 会 有 
一 个 与 此 力 同 向 的 运动 分 量 。 因 此 ,每 一 电子 将 得 到 功率 为 F,v, 的 功 ,其 中 w 是 电子 沿 导 
线 的 速度 分 量 。 我 们 将 称 对 电子 所 做 的 这 个 功 为 电 功 。 现 在 证 明 : 如 果 该 回路 在 一 匀 强 场 
中 运动 , 则 总 电 功 为 零 ,因为 对 回路 的 某 些 部 分 做 的 正 功 等 于 对 其 他 部 分 做 的 负 功 。 但 如 果 
该 电路 是 在 一 非 均匀 场 中 运动 , 那 就 不 正确 了 ,此 时 将 会 对 电子 做 净 功 。 一 般 说 来 ,这 功 会 
倾向 于 改变 电子 的 流动 ,但 若 电流 维持 不 变 , 则 能 量 必然 会 被 那些 维持 电流 恒定 的 电池 组 或 
其 他 电源 所 吸收 或 输出 。 上 面 当 我 们 由 式 (15. 9) 计 算 Unw 时 ,这 能 量 还 未 包括 进去 ,因为 
我 们 的 计算 仅仅 包括 施 于 导线 整体 上 的 那些 机 械 力 。 

你 可 能 在 想 :但 作用 于 电子 上 的 力 取决 于 导线 运动 得 多 快 , 若 导线 运动 得 足够 慢 , 也 许 
这 一 电能 便 可 以 略 去 。 真 的 ,电能 被 输出 的 功率 与 导线 运动 的 速率 成 正比 ,但 输出 的 总 能 量 
却 也 与 这 一 功率 所 持续 的 时 间 成 正比 。 因 此 ,总 电能 就 正比 于 速度 乘 时 间 , 那 刚好 是 移动 的 
距离 。 对 于 在 场 中 移动 给 定 的 距离 ,就 做 了 相同 数量 的 电 功 。 

让 我 们 考虑 单位 长 度 的 一 段 导线 ,其 中 通 有 电流 并 沿 与 其 本 身 及 磁场 B 均 成 直角 的 
方向 以 速率 wu 运动。 由 于 通 有 电流 ,所 以 导线 中 那些 电子 将 具有 沿 导线 的 漂移 速度 vae 。 
对 每 一 电子 所 施 的 磁力 在 漂移 方向 上 的 分 量 为 greaB。 因 此 做 出 电 功 的 功率 为 Fomg 一 
(qv9uB)vmg 。 设 每 一 单位 长 度 的 导线 里 共有 N 个 传导 电子 , 则 所 做 电 功 的 总 功率 为 





se = Navea Bomg. 


但 Ng,oa# 二 了, 即 导 线 中 的 电流 ,因而 
da 
dt 

现在 由 于 电流 保持 恒定 ,所 以 作用 于 那些 传导 电子 上 的 力 并 不 引起 它们 加 速 ,也 就 是 说 
这 电能 将 不 会 成 为 电子 所 有 而 是 归于 维持 电流 不 变 的 那个 电源 所 有 。 

但 要 注意 作用 于 导线 上 的 力 为 TB, 因 而 IBvsw 也 是 对 导线 做 机 械 功 的 功率 , 即 
dUnw /dt 二 IBusa 。 因 此 我 们 断言 :对 导线 所 做 的 机 械 功 恰好 等 于 对 电流 源 所 做 的 电 功 ， 
因而 回路 的 能 量 保 持 不 变 ! 

这 并 不 是 偶然 的 ,而 是 我 们 所 已 知 定律 的 一 个 推论 。 对 导线 中 每 个 电荷 的 总 作用 力 为 

F=q(E+vXB). 


= JosaB. 





其 做 功 的 功率 为 
v*°F=qalv.Etr. (vx B)]. (15.12) 


如 果 没 有 电场 , 便 只 有 第 二 项 ,而 这 项 总 是 等 于 零 。 以 后 我 们 将 见 到 ,一 个 正在 变化 着 的 磁 
场 会 产生 电场 ,因而 我 们 的 论证 就 只 适用 于 在 恒定 磁场 中 移动 着 的 导线 。 
那么 虚 功 原理 又 怎 会 给 出 正确 的 答案 呢 ? 那 是 由 于 我 们 还 未 曾 把 世界 上 的 总 能 量 都 计 
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算 进去 。 我 们 未 曾 把 正在 产生 磁场 (该 磁场 正 被 着 手 进行 处 理 ) 的 电流 能 量 也 包括 在 内 。 

”设想 有 一 个 如 图 15-3(a) 所 绘 的 那 种 完整 系统 ,其 中 我 们 正在 把 带 有 电流 了 的 回路 移 
进 磁场 B 中 去 ,而 这 磁场 是 由 线圈 中 的 电流 I 产生 的 。 原 来 回路 里 的 电流 厂 也 将 在 线圈 
那里 产生 某 个 磁场 B: 。 如 果 回路 正在 移动 , 则 场 B 将 正在 变化 。 正 如 我 们 将 在 下 一 章 见 
到 的 ,一 个 变化 着 的 磁场 会 产生 一 个 EE 场 ,而 这 一 EE 场 则 将 对 导线 中 的 电荷 做 功 。 这 样 一 
个 能 量 也 应 包括 在 我 们 关于 总 能 量 的 出 纳 表 中 。 





上 





(b) 四 


图 15-3 试 求 一 个 小 回路 在 磁场 中 的 能 量 
我 们 本 来 可 以 等 到 下 一 章 才 来 求 出 这 个 新 的 能 量 项 ,但 若 按照 下 述 办 法 应 用 相对 性 原 


理 , 则 我 们 也 可 见 到 它 将 是 什么 。 当 把 回路 朝 静 止 线圈 移动 时 ,我 们 知道 回路 中 的 电能 恰 与 
所 做 的 机 械 功 相等 而 符号 相反 。 所 以 


Umm 十 Un (回路 ) = 0. 


现在 假设 从 一 个 不 同 的 观点 来 考察 所 发 生 的 事情 , 即 在 其 中 回路 静止 不 动 ,而 线圈 向 着 
它 运动 。 这 时 线圈 正在 移 进 由 回路 所 产生 的 场 中 。 同 样 的 论证 会 给 出 


Unw 十 Un (线圈 ) 一 0 . 


在 上 述 两 种 情况 下 所 做 的 机 械 功 相 同 ,因为 它 来 自 两 电路 之 间 的 作用 力 。 
这 两 个 方程 之 和 给 出 


2Uwnw 十 Un (回路 ) 十 Un (线圈 ) 一 0 . 
整个 系统 的 总 能 量 ,当然 就 是 这 两 项 电能 再 加 上 仅 取 一 次 的 机 械 能 。 因 此 我 们 有 
Us 二 Us (回路 ) 十 Us (线圈 ) 十 Un 二 一 Un (15.13) 
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世界 上 的 总 能 量 确实 等 于 Uww 的 负 值 。 比 方 , 若 我 们 需要 磋 偶 极 子 的 真实 能 量 , 则 应 写成 : 
Us 一 十 严 . 卫 . 

只 有 当 我 们 假定 一 切 电流 都 维持 不 变 的 那 种 条 件 时 才能 只 用 其 中 某 一 部 分 能 量 、. 即 Unw 
(这 始终 等 于 真实 能 量 的 负 值 ) 来 求 那 机 械 力 。 在 更 普遍 的 问题 中 ,我 们 就 必须 细心 地 把 所 
有 一 切 能 量 都 包括 进去 。 

在 静电 学 中 ,我 们 已 见 过 类 似 的 情况 。 我 们 曾经 证 明 , 一 个 电容 器 的 能 量 等 于 @&/ 
(2C)。 当 我 们 应 用 虚 功 原理 去 求 作用 于 电容 器 两 板 上 的 力 时 ,能量 的 改变 等 于 Q /2 乘 以 
1/C 的 改变 ,这 就 是 说 ， 


aU= 人 Sa( 二 )=- 全 党. (15.14) 


现在 假设 我 们 曾 在 保持 两 导体 间 的 电压 不 变 的 条 件 下 ,计算 把 两 个 导体 向 不 同位 置 移 
动 时 所 做 的 功 。 那 么 若 我 们 做 某 些 假定 , 则 可 以 从 虚 功 原理 获得 关于 力 的 正确 答案 。 由 于 


Q = cV, 所 以 真实 的 能 量 就 是 去 CV*。 但 车 我 们 定义 一 个 等 于 一 去 CV* 的 人 为 能 量 ,以 及 坚 
持 使 电压 V 维持 不 变 ,并 令 这 一 人 为 能 量 的 变化 等 于 机 械 功 , 则 可 应 用 虚 功 原理 来 求 力 。 于 是 


AUuu = A(- 对 )=- 罗 ac, (15.15) 


上 式 与 式 (15. 14) 相 同 。 即 使 我 们 忽略 了 为 维持 电压 不 变 而 由 电 系统 所 做 的 功 ,也 仍 能 获得 
正确 结果 。 这 个 电能 又 刚好 是 两 倍 的 机 械 能 而 符号 相反 。 

这 样 , 若 不 把 电压 源 必须 作 功 以 维持 电压 不 变 这 个 事实 考虑 在 内 ,而 人 为 地 进行 计算 ， 
则 还 是 能 够 获得 正确 的 答案 。 这 与 静 磁 学 中 的 情况 完全 相似 。 


$ 15-3 恒定 电流 的 能 量 


现在 我 们 可 以 应 用 关于 Us = 一 Unw 这 一 点 知识 来 求 出 恒定 电流 在 磁场 中 的 真实 能 
量 。 可 以 从 一 个 小 电流 回路 的 真实 能 量 出 发 ,简单 地 称 Us 为 U, 便 可 写成 


U=p:B. (15.16) 


尽管 这 个 能 量 是 对 平面 矩形 回路 算出 来 的 ,但 这 同样 的 结果 对 于 任何 形状 的 小 平面 回路 均 适 用 。 

一 个 任意 形状 的 电路 可 以 设想 为 由 许多 小 的 电流 
回路 构成 ,从 而 可 以 求 出 该 电路 的 能 量 。 比 方 说 ,有 一 
条 如 图 15-4 所 示 的 回路 一 那 种 形状 的 导线 。 我 们 用 
一 个 S 面 来 填 满 该 曲线 ,并 在 该 面 上 划 出 大 量 的 小 回 
路 ,其 中 每 一 个 都 可 以 认为 是 平面 。 如 果 让 电流 工 沿 
每 一 小 回路 环行 , 净 结 果 将 犹如 电流 环绕 工 一 样 ,因为 
在 工 内 的 那些 电流 将 在 所 有 线段 上 都 互相 抵消 。 物 理 
上 ,这 个 小 电流 系统 与 原来 的 电路 是 不 能 区 别 的 。 能 























图 15-4 一 个 大 回路 在 磁场 中 的 能 量 可 
量 也 必然 会 相同 , 即 刚好 是 那些 小 回路 的 能 量 之 和 。 以 认为 等 于 许多 个 小 回路 的 能 量 之 和 
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设 每 一 小 回路 的 面积 为 Aa, 则 它 的 能 量 为 ITAaB, ,其 中 B, 为 垂直 于 Aa 的 分 量 。 总 能 量 为 
U= 多 有 .aa. 
当 各 回路 趋 于 无 限 小 的 极限 时 , 求 和 变 成 积分 , 即 


U= 1|B.da = ra nda, (15.17) 


式 中 是 垂直 于 da 的 单位 矢量 。 
如 果 令 B 二 VXA4, 则 可 利用 斯 托 克 斯 定理 把 一 个 面积 分 与 一 个 线 积分 联系 起 来 : 


下 wxa) nda = IA ds, (15. 18) 
式 中 ds 是 沿 T 的 线 元 。 因 此 我 们 就 有 了 对 于 任意 形状 的 电路 的 能 量 : 
U= Th 4 ‘ds. (15.19) 


在 这 个 表 式 中 ,4 当然 是 指 产生 了 导线 所 在 处 之 B 场 的 那些 电流 (而 不 是 该 导线 中 的 电流 
刀 所 造成 的 矢 势 。 

现在 ,恒定 电流 的 任何 分 布 都 可 以 设想 成 由 平行 于 电流 线 的 一 些 细 线 电流 所 构成 。 对 
于 这 样 的 细 线 电路 中 的 每 一 对 ,能 量 由 式 (15. 19) 给 出 , 式 中 的 积分 是 环绕 其 中 一 个 电路 取 
的 ,同时 应 用 那 来 自 另 一 个 电路 的 矢 势 4。 为 求 得 总 能 量 ,我 们 需要 对 所 有 各 对 求 和 。 如 果 
不 保持 一 对 一 对 求 和 ,而 是 把 全 部 电流 线 都 相 加 起 来 , 则 会 计算 能 量 两 次 (以 前 在 静电 学 中 
也 曾 见 过 类 似 的 结果 ) ,因而 总 能 量 可 写成 


U= $1: Aav. (15. 20) 
这 一 公式 相当 于 我 们 以 前 对 静电 能 所 求 得 的 结果 : 
U= 去 [epav. (15.21) 


因此 ,如 果 我 们 愿意 , 便 可 在 静 磁 学 中 将 A 看 成 是 关于 电流 的 一 种 势能 。 可 惜 ,这 一 概念 不 
大 有 用 ,因为 它 只 适用 于 静 场 。 实 际 上 ,当场 随时 间 变 化 时 , 则 式 (15. 20) 和 (15. 21) 均 不 会 
给 出 正确 的 能 量 。 


$15-4 B 与 4 的 对 比 


在 本 节 中 我 们 很 想 讨 论 下 述 问题 : 矢 势 是 否 只 是 一 种 用 作 计算 的 工具 一 一 如 同 在 静电 
学 中 所 用 的 标 势 那样 一 一 或 者 矢 势 是 一 个 “真实 "的 场 ? 难道 磁场 ,由 于 造成 了 作用 于 一 个 
运动 粒子 上 的 力 , 它 就 是 一 个 “真实 "的 场 吗 ? 首先 ,我 们 应 该 说 “一 个 真实 的 场 " 这 一 短语 并 
不 非常 有 意义 。 其 一 ,无 论 如 何 你 可 能 不 会 感觉 到 磁场 十 分 “真实 ”, 因 为 甚至 整个 有 关 场 的 
概念 都 相当 抽象 。 你 不 能 伸 出 手 来 感受 磁场 。 而 且 ,磁场 之 值 并 不 十 分 确定 ,例如 ,通过 选 
用 一 适当 的 运动 坐标 系 ,你 可 以 使 在 某 一 给 定 地 点 的 磁场 消失 。 
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我 们 这 里 所 谓 “ 真 实 " 的 场 是 :一 个 真实 的 场 就 是 被 用 来 避免 超 距 作用 概念 的 一 个 数学 
函数 。 如 果 有 一 个 带电 粒子 位 于 位 置 P, 它 会 受到 放 在 离 P 点 某 个 距离 处 的 其 他 电荷 的 影 
响 。 描 述 这 相互 作用 的 一 种 方法 是 讲 其 他 电荷 会 在 P 点 周围 形成 某 种 “状况 "一 一 不 管 它 
可 能 是 什么 状况 。 倘 若 知道 了 该 状况 ,并 通过 给 出 电场 和 磁场 来 加 以 描述 , 则 我 们 便 能 完全 
确定 该 粒子 的 行为 一 一 不 需 进一步 询问 那些 情况 是 怎样 产生 的 。 

换 句 话说 , 若 其 他 电荷 以 某 种 方式 发 生 了 改变 ,但 由 P 点 的 电场 和 磁场 所 描述 的 P 点 
的 状况 却 依然 未 变 , 则 该 电荷 的 运动 也 将 保持 一 样 。 这 么 一 来 ,一 个 真实 的 场 就 是 我 们 用 某 
种 方法 规定 的 一 组 数字 , 即 在 某 点 所 发 生 的 无 论 什么 事情 都 仅 取决 于 该 点 的 这 些 数字 。 我 
们 不 必 知道 其 他 地 方 将 发 生 的 更 多 事情 。 正 是 在 这 一 种 意义 上 我 们 将 要 来 讨论 矢 势 是 否 是 
一 种 “真实 "的 场 。 

你 可 能 对 这 个 事实 感到 奇怪 , 即 矢 势 并 不 是 单 值 的 , 它 可 以 通过 加 上 任 一 标量 的 梯度 而 
改变 ,但 丝毫 不 会 改变 施 于 粒子 上 的 力 。 然 而 ,这 却 与 我 们 现在 所 谈 的 这 种 意义 上 的 真实 性 
问题 毫 不 相干 。 比 如 ,在 某 种 意义 上 磁场 可 以 通过 相对 论 性 变换 而 改变 (E 和 A 场 也 都 如 
此 ), 但 我 们 却 不 会 去 操心 如 果 场 可 以 这 样 改变 而 发 生 的 事情 。 这 实际 上 并 不 会 造成 任何 差 
别 , 与 矢 势 是 否 是 一 种 用 来 描述 磁场 的 适当 的 “真实 " 场 或 只 是 一 个 有 用 的 数学 工具 的 问题 
毫 无 关系 。 

关于 矢 势 4 的 用 处 我 们 也 应 作出 一 些 评论 。 我 们 已 见 到 ,利用 它 并 通过 正常 步骤 即 可 
以 计算 已 知 电流 的 磁场 ,正如 可 用 $ 来 求 电场 。 在 静电 学 中 我 们 曾 看 到 ,$ 是 由 一 个 标量 积 
分 给 出 的 : 











xD = 三 [eav,， (15. 22) 
Er 
通过 三 次 微分 运算 , 便 可 从 这 个 $ 获 得 E 的 三 个 分 量 。 这 个 步骤 通常 要 比 在 下 列 矢量 式 中 
算出 三 个 积分 较 易 于 掌握 : 
_ Te 
一 本 av: (15.23) 
首先 这 里 就 有 三 个 积分 ,其 次 ,每 个 积分 一 般 又 较 困难 。 
对 静 磁 学 来 说 ,优点 远 没有 那么 明显 。4 的 积分 就 已 经 是 一 个 矢量 积分 : 
1_[j(2)dV; 
dneoc’. ne 
这 当然 包含 了 三 个 积分 。 并 且 , 当 我 们 取 4 的 旋 度 以 获得 B 时 ,不 得 不 做 六 次 微 商 把 它们 
一 对 一 对 地 结合 起 来 。 在 大 多 数 问题 中 ,这 一 步骤 是 否 确实 比 直 接 从 下 式 算出 B 来 较为 容 
易 , 就 不 是 立即 能 看 清楚 的 : 


=_l1 [i(2)xe 
aG) = al dV (15.25) 


对 于 简单 问题 ,应 用 矢 势 往往 较为 困难 , 那 是 由 于 下 述 原因 。 假 设 我 们 只 对 一 点 的 磁场 
中 感 兴趣 ,而 问题 又 具有 某 种 好 的 对 称 性 一 一 比如 说 ,我 们 要 求 出 在 一 环形 电流 的 中 轴 上 某 
一 点 的 场 。 由 于 对 称 性 ,我 们 可 以 通过 对 式 (15. 25) 的 积分 而 很 容易 地 获得 B。 然 而 ,假如 
我 们 先 求 出 A, 则 还 得 从 4 的 微 商 算出 B, 因 而 就 一 定 要 知道 在 所 注意 点 邻近 所 有 点 的 A 


4(1) 一 (15.24) 
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值 。 而 这 种 点 大 多 数位 于 对 称 轴 的 外 面 ,从 而 使 A 的 积分 变 得 较 复杂 。 例 如 ,在 那 圆 环 问 
题 中 ,我 们 不 得 不 用 到 椭 贺 积分 。 在 这 样 的 问题 中 ,A 显然 不 是 十 分 有 用 。 但 对 于 许多 复杂 
问题 ,用 4 来 计算 比较 容易 , 那 却 是 真 的 。 不 过 为 了 证 明 技 术 上 的 这 点 方便 就 认为 使 你 多 
学 习 一 种 矢量 场 是 正当 的 , 那 就 有 点 困难 了 。 

我 们 引进 了 4 是 因为 它 的 确 具有 重要 的 物理 意义 。 它 不 仅 与 电流 的 能 量 有 关 , 如 在 上 
节 中 我 们 曾经 见 到 的 ;而 且 它 还 是 在 上 述 意义 上 的 一 种 “真实 "的 物理 场 。 在 经 典 力 学 中 我 
们 显然 可 把 作用 于 一 粒子 上 的 力 写成 下 式 : 


F= qa(E+vxXB). (15. 26) 


因而 若 给 出 了 力 , 则 关于 运动 的 一 切 事情 就 都 确定 了 。 在 任何 B = 0 的 区 域 中 即使 4 不 为 
零 ,诸如 在 一 螺 线 管 外 面 ,那里 并 没有 可 觉察 到 的 4 的 效应 。 因 此 人 们 早已 相信 4 不 是 一 
个 “真实 "的 场 。 然 而 事实 却 证 明 , 存 在 着 涉及 到 量子 力学 的 现象 ,它们 表明 场 4 实际 上 就 
是 我 们 定义 过 的 那 种 意义 的 “真实 "的 场 。 在 下 一 节 中 我 们 将 向 你 们 说 明 那 是 怎么 回 事 。 


§15-5 矢 势 与 量子 力学 


当 我 们 从 经 典 力 学 过 渡 到 量子 力学 时 ,在 什么 概念 是 重要 的 方面 有 了 很 多 改变 。 我 们 
曾 在 第 1 卷 中 谈 过 其 中 的 一 些 , 特 别 是 , 力 的 概念 逐渐 消失 ,而 能 量 和 动量 的 概念 却 成 为 最 
重要 的 了 。 你 应 当 记得 ,人 们 与 之 打交道 的 乃 是 在 空间 和 时 间 里 变化 着 的 概率 幅 ,而 不 是 粒 
子 的 运动 。 在 这 些 振幅 中 , 既 有 与 动量 相 联 系 的 波长 ,又 有 与 能 量 有 关 的 频率 。 因 此 ,那些 
能 确定 波 函数 相位 的 动量 和 能 量 就 成 了 量子 力学 中 重要 的 量 了 。 我 们 处 理 的 是 改变 波 的 波 
长 的 相互 作用 ,而 不 是 力 。 力 的 概念 变 得 十 分 次 要 ,如 果 它 多 少 还 存在 一 点 的 话 。 比 方 , 当 
人 们 谈论 核 力 时 ,他们 经 常 加 以 分 析 和 计算 的 是 两 个 核子 间 的 相互 作用 能 量 ,而 不 是 它们 之 
间 的 力 。 从 没有 人 会 为 了 找 出 力 是 个 什么 样子 而 对 能 量 取 微分 。 在 这 一 节 中 我 们 要 描述 矢 
势 和 标 势 是 怎样 进入 量子 力学 的 。 实 际 上 , 正 因为 动量 和 能 量 在 量子 力学 中 起 着 重要 作用 ， 
才 使 得 4 和 # 提供 了 把 电磁 效应 引进 量子 描述 的 最 直接 途径 。 

我 们 必须 稍微 复习 一 下 量子 力学 是 如 何 处 理 问 题 的 。 让 我 们 再 次 考虑 在 第 1 卷 第 37 
章 中 曾经 描述 过 的 假想 实验 ,在 其 中 电子 经 两 个 狭 缝 而 衍射 。 这 个 装置 再 次 表示 在 图 15-5 
上 。 能 量 几乎 相同 的 电子 离开 了 源 而 向 具有 两 条 狭 颖 的 壁 前 进 。 在 壁 的 外 面 是 “ 挡 板 ”, 在 
其 上 有 一 个 可 移动 的 探测 器 ,我 们 称 之 为 1, 它 是 用 来 测量 电子 到 达 挡 板 上 距离 对 称 轴 为 x 
处 的 一 个 小 区 域 中 的 比率 。 这 比率 正比 于 各 个 别 电子 在 离开 了 源 之 后 到 达 该 挡 板 区 的 概 
率 。 这 概率 具有 如 图 所 示 的 那 种 复杂 形状 的 分 布 ,我 们 认为 这 是 由 于 两 个 波 一 一 每 个 来 自 
一 个 狭 颖 一 一 相互 干涉 所 致 。 这 两 个 波 的 干涉 结果 取决 于 它们 间 的 相位 差 。 也 就 是 说 , 若 
振幅 分 别 为 Ce* 和 Cze* , 则 相位 差 6 = @, 一 B: 就 确定 了 它们 的 干涉 图 样 [ 见 第 1 卷 , 式 
(29. 12)]。 设 屏 与 狭 锋 之 间 的 距离 为 工 ,又 若 通 过 两 狭 缝 的 电子 所 走 过 的 程 差 为 a, 如 图 所 
示 , 则 这 两 个 波 的 相位 差 为 


ie (15.27) 


全 
照例 ,我 们 令 大 二 4/(2x), 其 中 就 是 概率 幅 空 间 变化 的 波长 。 为 简单 起 见 ,将 只 考虑 那些 


ee 一 六 








图 15-5 用 电子 做 的 一 个 干涉 实验 (同时 参阅 第 1 卷 第 37 章 ) 


远 小 于 工 的 z 值 ,这 样 便 可 令 


和 


工 


3= 主 先 . (15. 28) 


当 工 等 于 零 时 ,6 为 零 ,两 波 同 相 , 因 而 概率 有 一 个 极 大 值 。 当 3 等 于 x 时 ,两 波 反 相 , 它 们 
就 会 干涉 相 消 ,而 概率 成 为 极 小 。 因 此 ,我 们 将 得 到 有 关 电 子 强度 的 那 种 波形 函数 。 

现在 我 们 想 要 说 明 用 来 代替 力 的 定律 F 二 qv XB 的 量子 力学 定律 。 这 将 是 用 来 确定 具 
有 量子 力学 性 质 的 粒子 在 电磁 场 中 的 行为 的 那 种 定律 。 由 于 发 生 的 事件 都 要 由 概率 幅 来 确 
定 , 所 以 这 一 定律 就 必然 会 告诉 我 们 磁 效应 如 何 影响 概率 幅 ; 我 们 不 再 与 粒子 的 加 速度 打 交 
道 了 。 这 定律 是 这 样 的 :经 过 任 一 轨道 的 粒子 ,其 概率 幅 的 相位 因 磁场 存在 而 改变 的 量 , 等 
于 矢 势 沿 整 个 轨道 积分 乘 该 粒子 的 电荷 再 除 以 普 朗 克 常量 。 也 就 是 ， 


磁 所 引起 的 相位 变化 一 县， 4 . ds (15.29) 
软 道 


要 是 没有 磁场 , 波 到 达 时 会 有 某 一 定 的 相位 。 但 若 某 处 存在 磁场 , 则 到 达 波 的 相位 增加 了 式 
(15. 29) 中 的 积分 。 

尽管 对 于 目前 的 讨论 不 必用 上 它 , 但 我 们 还 是 要 提出 静电 场 的 效应 在 于 产生 一 个 相位 
变化 , 它 等 于 标 势 约 的 时 间 积 分 的 负 值 : 


电 所 引起 的 相位 变化 一 一 嘻 |9d 


上 述 两 式 不 仅 对 于 静 场 正确 ,而 且 合 起 来 对 于 静 的 或 动 的 任何 电磁 场 也 都 正确 。 这 就 是 用 
来 代替 下 = gq(E 十 vX B) 的 定律 。 然 而 ,现在 我 们 只 考虑 静 磁场 。 

假设 在 双 狭 实验 中 存在 磁场 , 则 我 们 要 问 ,通过 两 狭 颖 的 两 个 波 在 到 达 屏 上 时 其 相位 如 
何 。 两 波 的 干涉 确定 概率 的 极 大 值 将 出 现在 何 处 。 我 们 可 把 沿路 径 (1) 的 波 的 相位 叫 作 
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1。 若 Bi(B 二 0) 为 在 没有 磁场 时 的 相位 , 则 当 加 上 磁场 时 这 个 相位 便 将 是 





本 一 一 (B 一 90) 十 时 | A. ds. (15.30) 
同 理 ,关于 路 径 (2) 的 相位 为 
:= Bu(B=0)+$| ,A ds (15.31) 
这 两 个 波 在 探测 器 上 的 干涉 取决 于 其 相位 差 
=m(B=0)—g(B=0)+ 和 | 4 ds— 和 [A ds. (15. 32) 


无 场 时 的 相位 差 我 们 将 称 之 为 3(B = 0), 那 恰好 就 是 在 上 面 式 (15. 28) 中 曾经 算出 来 的 那 
个 相位 差 。 并 且 ,我 们 注意 到 ,这 两 个 积分 还 可 以 写成 一 个 沿路 径 (1) 向 前 并 沿路 径 (2) 返 回 
的 积分 ,我 们 称 这 个 路 径 为 闭合 路 径 (1-2)。 因 而 有 


5=5(B=0) 十 好 4.d (15. 33) 


上 式 告 诉 我 们 ,电子 的 运动 如 何 被 磁场 所 改变 。 有 了 这 个 式 子 , 我 们 就 能 求 出 在 挡 壁 上 强度 
为 极 大 和 极 小 的 那些 新 位 置 。 

可 是 ,在 做 这 件 事 之 前 ,我 们 要 提出 下 面 有 趣 而 又 重要 的 一 点 。 你 会 记 起 , 矢 势 函数 具 
有 某 种 任意 性 。 其 差 为 某 一 标量 函数 梯度 V y 的 两 个 不 同 的 矢 势 函数 4 和 A’, 都 代表 同一 
个 磁场 ,因为 梯度 的 旋 度 为 零 。 因 此 ,它们 将 给 出 相同 的 经 典 力 mw XB 。 如 果 在 量子 力学 中 

” 其 结果 取决 于 矢 势 , 则 在 许多 可 能 的 4 函数 中 究竟 哪 一 个 是 正确 的 呢 ? 

答案 是 ,4 同样 的 任意 性 在 量子 力学 中 依然 存在 。 如 果 我 们 把 式 (15. 33) 中 的 4 改变 

成 4 二 A 十 Vy, 则 对 于 A 的 积分 变 成 


a A si 


Vy 的 积分 仍 环绕 闭合 路 径 (1-2) ,但 根据 斯 托 克 斯 定理 ,梯度 的 切 向 分 量 沿 一 闭合 路 径 的 
积分 总 等 于 零 。 因 此 ,A 和 4 “两 者 都 给 出 相同 的 相位 差 和 相同 的 量子 力学 干涉 效应 。 在 经 
典 和 量子 力学 的 两 种 理论 中 只 有 4 的 旋 度 才 是 要 紧 的 ,对 4 函数 的 任何 选择 , 凡 具 有 正确 
旋 度 的 ,都 给 出 了 正确 的 物理 意义 。 

如 果 我 们 引用 § 14-1 的 那些 结果 , 则 结论 明显 相同 。 那 里 我 们 曾 求 得 4 沿 一 闭合 路 径 
的 线 积 分 为 穿 过 该 路 径 的 B 的 通 量 , 在 这 里 就 是 穿 过 路 径 (1) 与 (2) 之 间 的 通 量 。 如 果 我 们 
愿意 , 式 (15. 33) 便 可 以 写成 : 


6 一 8(B 一 0) 十 及 [路 径 (1) 与 (2) 之 间 B 的 通 量 ]， (15.34) 


式 中 8 的 通 量 通 常 指 B 的 法 向 分 量 的 面积 分 。 这 结果 仅 取决 于 B, 从 而 也 仅 取决 于 A 的 旋 度 。 

由 于 用 B 或 用 A 都 能 写 出 结果 ,因此 你 可 能 倾向 于 认为 B 保持 它 本 身 为 “真实 "的 场 ， 
而 A 仍 可 视 作为 一 种 人 为 的 结构 。 但 我 们 原来 提出 的 “真实 场 " 的 定义 ,是 建筑 在 真实 场 不 
会 对 粒子 做 超 距 作用 的 概念 上 的 。 然 而 ,我 们 能 够 举 出 一 个 例子 ,其 中 在 有 某 种 机 会 找到 粒 
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子 的 任何 地 方 ,B 都 等 于 零 或 至 少 任意 地 小 ,因而 不 可 能 认为 磁场 会 直接 对 粒子 作用 。 

你 应 当 记得 ,对 于 通 有 电流 的 长 螺 线 管 ,管内 
有 马场 ,而 管 外 则 无 ;但 却 有 许多 4 环绕 在 管 的 外 
面 ,如 图 15-6 所 示 。 若 我 们 安排 一 种 情况 ,其 中 电 
子 只 在 螺 线 管 外 被 发 现 一 即 在 那个 只 有 人 的 地 
方 -一 则 按照 式 (15. 33) 对 其 运动 的 影响 依然 存 
在 。 从 经 典 方面 看 ,这 是 不 可 能 的 。 按 经 典 理论 
是 , 力 仅 取决 于 8B; 为 了 知道 螺 线 管 是 否 正 通 有 电 
流 ,就 必须 使 粒子 穿 过 它 。 但 从 量子 力学 方面 看 ， 
通过 粒子 围绕 螺 线 管 运转 ,甚至 不 用 靠近 它 ,你 就 
能 发 现 有 磁场 存在 于 螺 线 管内 ! 

假设 我 们 把 一 个 直径 很 小 的 长 螺 线 管 恰好 放 
在 障壁 后 面 的 两 颖 之 间 ,如 图 15-7 所 示 。 螺 线 管 
直径 要 比 两 狂 缝 间 的 距离 d 小 得 多 。 在 这 种 情况 
下 ,电子 在 狭 颖 处 的 衍射 不 会 提供 电子 接近 该 螺 线 图 15-6 一 个 长 烛 线 管 的 磁场 和 矢 势 
管 的 相当 大 的 概率 。 这 对 我 们 的 干涉 实验 将 会 发 生 什么 影响 呢 ? 























图 15-7 磁场 能 够 影响 电子 的 运动 ,哪怕 场 仅 存在 于 其 中 找到 电子 的 概率 是 任意 小 的 区 域 里 


试 比 较 电 流 有 否 流 经 螺 线 管 的 两 种 情况 。 若 没有 电流 ,我 们 便 不 会 有 BB 或 A, 因 而 就 
得 到 挡 板 处 电子 强度 的 原来 图 样 。 但 若 对 螺 线 管 通 电流 并 在 管内 建立 磁场 B, 则 在 管 外 
便 有 A。 于 是 就 存在 一 个 正比 于 管 外 4 的 环流 的 相位 差 方面 的 移动 ,这 意味 着 整个 极 大 
和 极 小 的 图 样 被 移 至 一 个 新 位 置 。 事 实 上 ,由 于 对 任 一 对 路 径 来 说 , 穿 过 其 中 的 B 的 通 
量 是 常数 ,因而 4 的 环流 也 是 常数 。 对 于 每 一 到 达 点 来 说 就 有 相同 的 相位 变化 ;也 就 是 
相当 于 使 整个 图 样 在 z 方 向 上 移动 一 个 常数 ,比方 说 zo, 那 是 容易 算出 的 。 极 大 强度 将 出 
现在 两 个 波 的 相位 差 为 零 的 地 方 。 应 用 关于 8 的 式 (15. 32) 或 (15. 33) 以 及 关于 5(B 一 0) 的 式 
(15. 28) ,我 们 得 
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一 于 XA ds (15. 35) 


(2) 


Zo = 


天 一 一 二 燥 [ 路 径 (1) 与 (2) 之 间 忆 的 通 量 ]. (15. 36) 


从 螺 线 管 所 在 的 位 置 来 看 ,出 现 的 图 样 * 应 如 图 15-7 所 示 。 至 少 , 这 是 量子 力学 的 预言 。 

的 确 如 此 ,这 一 实验 最 近 已 经 做 成 了 。 它 是 一 个 十 分 难 做 的 实验 ,由 于 电子 的 波长 很 
短 , 所 以 仪器 必须 以 微小 的 尺度 来 观察 干涉 现象 。 两 狭 颖 必须 互相 紧 靠 ,这 意味 着 需要 有 一 
个 非常 细 的 螺 线 管 。 事 实证 明 ,在 某 些 场合 下 , 铁 晶 体 将 会 生长 成 十 分 长 而 又 只 在 显微镜 下 
才能 看 得 到 的 细 丝 , 即 所 谓 晶 须 。 当 这 些 铁 晶 须 被 磁化 时 , 像 微 小 的 螺 线 管 ,因而 除了 靠近 
两 端的 地 方 , 外 面 就 没有 任何 磁场 。 电 子 相干 实验 ,是 把 这 种 晶 须 放 在 两 狭 缝 之 间 做 出 来 
的 ,而 所 预言 的 电子 图 样 中 的 移动 被 观测 到 了 。 

于 是 ,在 我 们 的 意义 上 4 场 是 “真实 "的 。 你 可 能 会 说 :“ 但 磁场 本 来 就 有 的 。” 本 来 就 
有 ,不 过 要 记 住 我 们 原来 的 概念 一 一 所 谓 场 是 “真实 "的 , 那 只 要 它 是 为 了 得 到 运动 而 就 必须 
在 粒子 所 在 的 位 置 被 规定 的 。 在 晶 须 里 的 B 场 却 有 着 超 距 的 作用 。 如 果 我 们 不 愿意 用 超 
距 作 用 来 描写 它 的 影响 , 则 非得 用 矢 势 不 可 。 . 

这 一 课题 曾 有 过 一 段 有 趣 的 历史 。 我 们 所 描述 的 理论 从 1926 年 量子 力学 问世 时 人 们 
就 知道 了 。 矢 势 出 现在 量子 力学 的 波动 方程 ( 薛 定 谓 方 程 ) 中 的 事实 ,从 该 方程 最 初 被 写 出 
来 的 那 一 天 起 就 已 经 明显 了 。 它 不 可 能 以 任何 轻易 的 方式 由 磁场 代替 ,这 已 由 企图 做 此 种 
尝试 的 人 们 陆续 注意 到 了 。 从 我 们 对 于 在 没有 磁场 的 区 域 里 运动 的 电子 仍然 受到 影响 的 例 
子 来 看 , 那 也 是 清楚 的 。 但 由 于 在 经 典 力学 中 4 没有 显示 出 任何 直接 的 重要 性 ,并 且 由 于 
它 可 以 通过 加 上 一 梯度 而 改变 ,人 们 便 不 断 地 说 矢 势 不 具有 直接 的 物理 意义 一 一 即使 在 
量子 力学 中 也 只 有 磁场 和 电场 才 是 “正确 "的 。 在 进行 回顾 时 似乎 觉得 奇怪 ,为 什么 从 没 
有 人 想 要 讨论 这 一 实验 ,一 直到 了 1956 年 才 由 博 姆 和 阿 哈 罗 诺 夫 最 先 对 此 提出 建议 ,从 
而 使 整个 问题 明朗 化 。 其 意义 始终 存在 ,但 就 是 没有 人 曾 注意 到 它 。 于 是 , 当 这 一 事情 
被 提起 时 许多 人 都 颇 受 震动 。 这 就 是 为 什么 会 有 人 认为 值得 做 实验 以 弄 明 白 它 确实 是 
对 的 ,尽管 这 么 多 年 来 已 被 人 们 确信 的 量子 力学 给 出 过 明确 的 答案 。 有 趣 的 是 , 像 这 样 
一 件 事情 竞 搁置 达 30 年 之 久 ,只 是 由 于 对 什么 东西 有 意义 而 什么 东西 没有 意义 的 某 些 
偏见 ,就 使 这 件 事 一 直 被 忽视 。 

现在 我 们 希望 继续 做 稍微 进一步 的 分 析 。 要 证 明 量 子 力学 公式 与 经 典 公式 间 的 关系 ， 
即 证 明 为 什么 结果 是 : 若 以 足够 大 的 尺度 来 考察 事件 , 则 它 看 起 来 好 像 粒子 被 等 于 gv XVX 
4 的 力 所 作 用 着 似 的 。 为 要 从 量子 力学 得 到 经 典 力学 ,需要 考虑 这 种 情况 ,其 中 所 有 波长 比 
起 如 场 那样 的 外 加 条 件 做 出 可 观 变化 所 跨越 的 距离 来 都 远 为 微小 。 我 们 将 不 在 最 普遍 的 场 
合 下 证 明 这 一 结果 ,而 只 是 以 一 个 十 分 简单 的 例子 表明 它 是 如 何 得 出 来 的 。 我 们 再 次 考虑 
相同 的 狭 颖 实验 ,但 不 再 把 所 有 磁场 都 局 限 在 两 狭 缝 间 的 一 个 十 分 微小 的 区 域 里 ,而 是 设想 
磁场 延伸 至 狭 颖 后 面 较 广 阔 区 域 中 ,如 图 15-8 所 示 。 我 们 将 考虑 一 种 理想 情况 ,其 中 磁场 


* 如 果 有 四 是 从 图 面向 外 , 则 根据 我 们 曾 对 其 下 过 的 定义 , 通 量 为 正 , 而 因 电子 的 电荷 9 为 负 , 所 以 zx。 
为 正 。 
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在 与 工 相 比 相当 小 的 、 宽 度 为 w 的 狭窄 长 条 中 是 均匀 的 ( 那 很 容易 安排 , 挡 板 可 以 随意 地 放 
在 某 一 远 处 )。 为 了 要 算出 相位 的 移动 ,必须 算出 沿路 径 (1) 和 (2) 的 两 个 积分 。 正 如 我 们 曾 
经 见 到 的 ,它们 间 的 差 值 恰好 就 是 在 两 路 径 间 B 的 通 量 。 对 于 我 们 的 近似 程度 ,这 通 量 为 
Bwd。 这 样 ,对 于 这 两 路 径 的 相位 差 就 是 


$= 6(B = 0)+ $Bwd. (15. 37) 


我 们 注意 到 ,对 于 我 们 所 取 的 近似 程度 ,这 一 相位 移动 与 角度 无 关 。 因 此 ,这 一 效应 又 把 整 
个 图 样 向 上 移动 一 个 距离 Ax。 利 用 式 (15. 35)， 


—— Lia8 =— L#[8— 83(B= 
Ar 一 一 他 3 一 一 字 [8 一 8(B 一 0)]. 





图 15-8 ”由 狭长 条 磁场 所 引起 的 干涉 图 样 的 移动 


对 于 6 一 8(B 二 0), 利用 式 (15. 37) 得 
Ar =—LA$Bw. (15. 38) 


这 样 的 移动 相当 于 把 所 有 轨道 都 偏转 了 一 个 角度 a( 见 图 15-8) ,这 里 


A 
i 和 Bu. (15. 39) 


原来 按照 经 典 理论 ,我 们 也 会 期 待 薄 狭 长 条 磁场 会 把 所 有 轨道 都 偏转 某 一 个 小 角度 , 比 
如 说 e' ,如 图 15-9(a) 所 示 。 当 电子 通过 磁场 时 ,它们 将 感受 到 一 个 持续 了 时 间 w/v 的 横向 
力 gr X B。 它们 横向 的 动量 的 改变 就 恰好 等 于 这 个 冲 量 , 因 此 


Ap: =— qwB. (15.40) 
角 偏 转 [图 15-9(b)] 等 于 这 一 横向 动量 对 总 动量 p 的 比 。 我 们 得 到 


/= Ap: -9B 1 
a (15.41) 
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可 以 把 这 个 结果 同 由 量子 力学 算出 来 的 
相同 的 量 a 做 比较 。 但 经 典 力学 与 量子 力学 
之 间 的 关系 则 是 这 样 :一 个 具有 动量 p 的 粒 
子 相当 于 随 波 长 +  /p 变化 的 量子 振幅 。 
应 用 这 个 等 式 ,a 和 a' 就 彼此 全 等 。 经 典 的 与 
量子 的 两 种 计算 给 出 相同 的 结果 。 

从 这 个 分 析 我 们 看 到 ,在 量子 力学 中 以 明 
显 的 形式 出 现 的 矢 势 怎样 产生 一 个 仅 取决 于 
其 微 商 的 经 典 力 。 在 量子 力学 中 重要 的 是 邻 
近 路 径 间 的 相干 作用 ,结果 往往 是 该 效应 仅 取 
决 于 从 一 点 至 另 一 点 场 4 变化 了 多 少 ,因而 仅 
取决 于 4 的 微 商 而 并 不 取决 于 4 本 身 之 值 。 
虽然 如 此 , 矢 势 (以 及 与 相 随 的 标 势 #) 看 来 





似乎 给 出 了 物理 学 的 最 直接 描述 。 我 们 越 是 
-一 让 ww 深入 到 量子 理论 中 去 ,这 一 点 就 变 得 越 清楚 。 
CE. 在 量子 电动 力学 的 普遍 理论 中 ,人 们 把 矢 势 和 


(b) 


标 势 作为 代替 麦克 斯 韦 方程 的 一 组 方程 中 的 
图 15-9 粒子 通过 狭长 条 磁场 时 被 偏转 基本 量 :E 和 BB 逐渐 从 物理 定律 的 现代 表示 式 
中 消失 ,它们 正在 被 A 和 # 所 代替 。 


$15-6 ”对 静态 是 对 的 而 对 动态 将 是 错 的 


我 们 现在 处 于 探索 静 场 这 一 主题 的 末尾 了 。 在 这 一 章 中 ,我 们 已 经 冒险 地 开始 接近 必 
须 对 付 场 随 时 间 变化 时 所 发 生 的 情况 。 我 们 过 去 处 理 磁场 能 量 时 ,仅仅 依靠 同 入 相对 性 论 
证 的 避难 所 才 逃 避 了 它 。 即 使 如 此 ,我 们 对 能 量 问题 的 处 理 还 是 多 少 带 着 人 为 性 和 也 许 其 
至 是 神秘 性 ,因为 曾经 忽略 了 实际 上 运动 的 线圈 必定 产生 变化 的 场 这 个 事实 。 现 在 正 是 学 
习 处 理 随时 间 变 化 的 场 一 一 电动 力学 这 一 门 学 科 的 时 候 。 我 们 将 在 下 一 章 中 做 这 件 事 。 然 
而 ,首先 将 要 强调 下 面 几 点 。 

尽管 在 这 一 课程 中 ,我 们 是 从 一 组 完整 而 又 正确 的 电动 力学 方程 的 表达 方式 出 发 的 ,但 
我 们 立刻 开始 学 习 某 些 不 完整 的 部 分 一 一 因为 那 是 比较 容易 的 。 从 静 场 的 简单 理论 出 发 ， 
并 只 在 后 来 才 逐 步 进 入 包括 动态 场 在 内 的 更 复杂 的 理论 ,是 有 很 大 优越 性 的 。 马 上 要 学 习 
的 新 材料 比较 少 ,因而 也 就 有 时 间 给 你 去 发 展 智 力 ,为 更 加 艰巨 的 任务 做 准备 。 

但 在 我 们 开始 了 解 全 部 事情 之 前 的 这 一 过 程 中 会 存在 这 样 的 危险 性 ,我 们 以 这 种 方式 
学 习 过 的 那些 不 完整 真理 可 能 变 成 了 根深 蒂 固 的 东西 并 误 认 为 是 全 部 真理 一 一 把 那些 正确 
的 与 那些 有 时 才 是 正确 的 理论 互相 混淆 起 来 。 因 此 ,我 们 在 表 15-1 中 提供 一 个 我 们 已 经 接 
触 过 的 重要 公式 的 总 结 ,把 那些 普遍 正确 的 与 那些 只 有 对 静态 才 正确 \ 而 在 动态 则 是 错误 的 
东西 区 别 开 来 。 这 个 总 结 表 也 部 分 地 表达 了 我 们 今后 的 动向 ,因为 在 今后 处 理 动态 时 就 将 
详细 地 发 展 此 刻 我 们 仅仅 必须 提出 来 而 没有 加 以 证 明 的 那些 东西 。 

对 这 张 表 做 一 些 说 明 可 能 会 有 用 处 。 首 先 ,你 应 该 注意 到 ,我们 最 初 处 理 的 那些 方程 都 
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是 正确 的 方程 一 一 在 那里 并 没有 给 你 错误 的 印象 。 电 磁力 ( 常 称 为 洛 伦 兹 力 ) F = g( 正 十 
v XB) 是 正确 的 。 只 有 库仑 定律 才 是 错误 的 , 它 仅 适用 于 静态 。 关 于 EE 和 B 的 四 个 麦克 
斯 韦 方程 也 是 正确 的 。 当 然 ,那些 我 们 对 静态 取 的 方程 则 是 错 的 ,因为 已 删 去 了 所 有 含 
有 时 间 微 商 的 项 了 。 

高 斯 定律 V. E = p 依然 正确 ,但 互 的 旋 度 一 般 并 不 等 于 零 。 所 以 下 不 能 总 是 等 于 
一 个 标量 一 一 静电 势 一 一 的 梯度 。 我 们 将 看 到 标 势 依然 保存 ,但 它 是 一 个 随时 间 变化 着 的 
量 了 ,必须 与 矢 势 一 起 配合 才能 用 作对 电场 的 完整 描述 。 所 以 ,那些 支配 这 个 新 标 势 的 方程 
也 必然 都 是 新 的 。 

我 们 也 必须 把 在 导体 里 等 于 零 的 概念 丢掉 。 当 场 正在 变化 时 ,导体 里 的 电荷 一 般 没 
有 时 间 安排 它们 本 身 使 得 电场 为 零 。 它 们 被 迫 运动 ,但 却 永远 达 不 到 平衡 。 唯 一 普遍 的 说 
法 是 :导体 里 的 电场 产生 了 电流 。 所 以 在 变化 的 场 中 导体 并 不 是 一 个 等 势 体 。 由 此 可 知 , 电 
容器 的 概念 不 再 是 准确 的 。 


表 15-1 
一 般 是 错 的 (只 有 对 静态 才 正确 ) 总 是 对 的 





下 = q(E 十 vX 8B) ( 洛 伦 兹 力 ) 
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对 于 导体 ,下 = 0, 乡 一 常数 , Q = CV 在 导体 中 ,造成 电流 
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那些 用 箭头 (一 ) 标 明 的 方程 都 是 麦克 斯 韦 方程 。 
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由 于 不 存在 磁 茶 ,所 以 B 的 散 度 就 永远 为 零 ,因此 ,B 总 可 以 等 于 VXA (一 切 都 不 变 )。 
但 B 的 产生 不 仅 来 自 电流 : VX B 正比 于 电流 密度 加 上 一 个 新 的 项 3E at。 这 意味 着 ,4 由 
一 个 新 的 方程 同 电流 相 联 系 ,而 且 也 同 $ 有 关 。 如 果 为 了 我 们 自身 的 方便 而 利用 对 VA 进 
行 选择 的 自由 , 则 可 以 把 关于 4 或 # 的 方程 安排 成 一 种 简单 而 又 优美 的 形式 。 因 此 ,建立 
CV .A = 一 3g/at 的 条 件 , 就 能 使 有 关 4 或 # 的 微分 方程 表现 出 如 表 中 所 列 的 形式 。 

4 和 y# 这 两 种 势 仍 可 通过 对 电流 和 
电荷 的 积分 而 求 得 ,但 已 不 同 于 静态 积 
分 。 然 而 ,最 令 人 惊异 的 是 ,真实 的 积分 
很 像 静态 的 积分 ,只 有 一 个 小 小 的 、 在 物 
理 方面 引入 注意 的 修改 。 当 我 们 计算 积 
分 求 某 一 点 \ 比 如 图 15-10 中 的 点 (1) 的 
势 时 ,就 必须 使 用 较 早 时 刻 = :一 ma /c、 
位 于 点 (2) 处 的 了 和 p 值 。 正 如 你 所 预 其 
的 ,影响 以 速率 c 从 点 (2) 传 播 至 点 (1)。 
图 15-10 通过 把 在 游 动 点 (2) 处 源 的 每 个 体积 元 中 较 ”用 这 一 点 小 改变 , 人们 就 能 求解 关于 变 
早 时 刻 :一 ns /e 的 电流 和 电荷 的 贡献 相 加 起 来 ,而 给 ”化 电流 和 电荷 的 场 。 因 为 一 旦 我 们 知道 

出 上 时 刻 点 (1) 处 的 势 了 A 和 $, 就 能 像 以 前 那样 从 VX A 得 到 
B, 而 又 从 一 V $ 一 94 /9t 得 到 E。 

最 后 ,你 将 注意 到 ,有 些 结果 一 一 比如 ,在 电场 中 的 能 量 密度 为 oE* /2 一 一 对 于 电动 力 
学 与 对 于 静电 磁 学 一 样 都 是 正确 的 。 你 应 当 不 会 误解 以 致 认为 这 完全 是 “自然 "的 。 在 静态 
中 导出 的 任何 公式 的 正确 性 都 必须 在 动态 情况 下 再 度 加 以 论证 。 一 个 相反 的 例子 是 ,由 pg 
的 体积 分 所 表达 的 有 关 和 静电 能 的 表示 式 , 这 个 结果 仅仅 对 于 静态 才 正确 。 

在 适当 的 时 候 我 们 将 更 加 详细 地 考虑 上 述 所 有 这 些 内 容 , 但 记 住 这 个 总 结 表 也 许 是 有 
用 的 ,这 样 你 就 会 知道 哪些 可 以 忘记 ,哪些 作为 永远 正确 的 东西 应 该 记 住 。 
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1820 年 对 电 和 磁 间 密切 关系 的 发 现 曾 令 人 十 分 兴奋 一 在 那 以 前 , 电 和 磁 这 两 个 课题 
一 直 被 认为 是 完全 互相 独立 的 。 首 先 发 现 的 是 导线 中 的 电流 会 产生 磁场 ,接着 于 同一 年 中 ， 
又 发 现 载 流 导线 在 磁场 中 会 受到 力 的 作用 。 

每 当 机 械 力 存在 时 , 令 人 兴奋 的 一 件 事 是 ,利用 它 在 机 器 中 做 功 的 可 能 性 。 当 上 述 现象 被 
发 现 后 ,几乎 立即 就 有 人 开始 利用 这 些 作用 于 载 流 导线 上 的 力 来 设计 电动 机 了 。 这 种 电磁 式 
发 动机 的 原理 如 图 16-1 中 裸露 轮廓 图 所 示 。 用 一 块 永 磁铁 一 “通常 配合 一 些 软 铁 片 一 在 
上 下 两 档 里 产生 磁场 。 在 每 一 个 档 的 对 面 都 有 南北 两 极 ,如 图 所 示 。 在 每 个 档 中 放置 铜 制 矩 
形 线圈 的 一 边 。 当 电流 通过 线圈 时 ,在 两 模 处 的 电流 互相 反 向 ,因而 力也 反 向 ,这 样 便 产 生 一 
个 环绕 轴线 的 力矩 。 如 果 线 轩 安 装 在 传动 轴 上 以 便 
转动 , 则 可 与 滑轮 或 齿轮 互相 配合 而 做 功 了 。 

同样 的 设想 也 可 用 来 制作 电学 测量 方面 的 灵 
敏 仪器 。 自 从 该 力 的 规律 被 发 现 之 后 ,电学 测量 的 
精确 度 就 大 大 提高 了 。 首 先 ,可 以 使 电流 绕 行 许多 
画 而 不 仅仅 是 一 臣 , 以 促使 这 种 电动 机 的 力矩 大 大 
增加 。 于 是 ,这 个 线圈 又 可 以 装配 得 用 一 个 很 小 的 
力矩 便 能 够 转动 一 或 者 把 它 的 转轴 装 在 一 
分 精致 的 宝石 轴承 上 ,或 者 用 十 分 细小 的 金属 丝 或 
石英 丝 来 悬挂 该 线圈 。 于 是 一 个 极 小 电流 便 能 使 
线圈 转动 ,而 对 于 小 角度 来 说 这 转动 的 大 小 将 与 电 
流 成 正比 。 把 一 指针 粘 紧 在 该 线圈 上 ,或 对 于 非常 
精密 的 仪器 , 则 通过 安装 在 线圈 上 的 一 个 小 镜子 来 
观察 标尺 的 像 的 移动 ,这 转动 的 大 小 就 可 以 测 到 
了 。 这 样 的 仪器 由 作 电流 计 。 至 于 伏特 计 和 安 党 a 
计 ,也 是 基于 相同 的 原理 工作 的 。 人 

这 一 概念 也 可 用 来 大 规模 地 制造 提供 机 械 
动力 的 大 型 电动 机 。 利 用 安装 在 轴 心 上 的 一 组 触 点 可 使 线圈 每 转 半 周 接 法 就 变换 一 
次 ,这 样 ,线圈 便 能 不 断 旋转 ,于 是 力矩 将 始终 朝 同一 方向 。 小 型 直流 电动 机 就 是 这 样 
制 成 的 。 较 大 型 的 电动 机 ,无 论 是 直流 的 或 交流 的 ,往往 利用 一 个 由 电源 激励 的 电磁 
铁 来 代替 永 磁铁 。 

在 认识 了 电流 能 够 产生 磁场 之 后 ,人 们 立即 提出 ,也 可 以 设法 使 磁铁 产生 电场 。 各 种 实 
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验 都 尝试 过 。 例 如 ,将 两 根 导线 平行 排列 , 当 电 流通 过 其 中 之 一 时 就 希望 能 在 另 一 根 导线 中 
也 找到 电流 。 当 时 的 想法 是 :磁场 或 许 会 用 某 种 方法 在 第 二 根 导线 中 拖 动 着 电子 前 进 ,给 出 
诸如 “同类 喜欢 以 同样 的 方式 运动 "的 规律 。 结 果 是 否定 的 ,尽管 已 利用 了 当时 可 资 用 的 最 
大 电流 ,以 及 为 探测 电流 用 的 最 灵敏 电流 计 。 把 大 块 磁铁 置 于 导线 旁边 也 产生 不 出 可 观测 
到 的 效应 。 最 后 ,法拉第 于 1840 年 发 现 最 重要 的 特点 给 漏 掉 了 一 一 只 有 当 某 种 东西 正在 变 
化 时 电 效 应 才 存 在 。 如 果 两 导线 之 一 中 存在 着 正 变化 着 的 电流 时 , 则 另 一 根 导线 中 会 有 电 
流感 生 , 或 者 如 果 一 块 磁铁 在 一 电路 附近 运动 , 则 在 该 电路 中 会 有 电流 存在 。 我 们 讲 , 这 
些 电流 是 给 感 生出 来 了 。 这 就 是 法 拉 第 所 发 现 的 电磁 感应 效应 。 它 把 相当 沉 问 的 静 场 
课题 转变 成 包括 大 量 奇异 现象 的 .十 分 激动 人 心 的 动力 学 课题 。 本 章 专 为 其 中 某 些 现象 
做 出 定性 描述 。 正 如 以 后 将 会 见 到 的 ,人 们 很 快 就 将 遇 到 难以 详细 做 出 定量 分 析 的 一 些 
相当 复杂 的 情况 。 但 不 要 紧 , 这 一 章 的 主要 目的 首先 在 于 使 你 熟悉 所 涉及 的 现象 ,我 们 
在 以 后 才 做 详细 分 析 。 ; 

从 我 们 所 学 过 的 知识 可 以 容易 理解 磁感应 现象 的 一 个 特性 ,尽管 在 法 拉 第 时 代 还 没 
有 被 人 知道 。 它 来 自作 用 于 运动 电荷 的 vX B 这 种 力 , 而 该 力 正比 于 电荷 在 磁场 中 的 速 
度 。 假 设 有 一 根 导线 在 一 块 磁铁 附近 经 过 ,如 图 16-2 所 示 , 并 将 这 根 导 线 的 两 端 连 接 至 
一 电流 计 。 如 果 移 动 导线 使 其 通过 磁铁 的 一 端 ,电流 计 的 指针 就 会 摆动 。 





图 16-2 一 根 导线 在 磁场 中 运动 会 产生 电流 ,并 由 电流 计 显示 出 来 


磁铁 产生 了 某 个 紧 向 磁场 ,而 当 我 们 将 导线 推 过 该 磁场 时 ,导线 里 的 电子 便 会 感受 到 一 
个 侧 向 力 一 一 既 垂直 于 场 也 垂直 于 运动 。 该 力 沿 着 导线 推动 电子 。 但 为 什么 会 使 电流 计 摆 
动 呢 , 它 与 那个 力 相距 有 那么 远 ? 这 是 由 于 当 那 些 感受 到 磁力 的 电子 试图 运动 时 ,它们 一 一 
通过 电 的 排斥 一 一 沿 导线 推 稍 远 的 电子 ,这些 被 推 的 电子 又 依次 推 斥 更 远 一 些 的 电子 ,以 此 
类 推 ,在 一 个 长 距离 上 的 电子 也 受到 推 斥 ,简直 令 人 吃惊 。 

最 早 制 成 电流 计 的 高 斯 和 韦伯 感到 如 此 惊异 ,以致 试 图 弄 清楚 这 些 力 在 导线 中 会 传 到 
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多 远 。 他 们 把 导线 跨越 整个 市 区 。 在 一 端 ,高 斯 先生 将 导线 接 至 电池 组 (电池 在 发 电机 之 前 
就 为 人 们 所 熟悉 ) ,而 韦伯 先生 则 在 另 一 端 观察 电流 计 的 摆动 。 于 是 他 们 有 了 一 种 在 长 距离 
上 通讯 的 办 法 一 一 这 就 是 电报 的 起 源 ! 当然 ,这 并 非 直接 与 感应 有 关 , 它 只 是 使 导线 载 流 必 
须 用 的 方法 ,不 管 电流 是 不 是 由 感应 推动 的 。 

现在 假设 在 图 16-2 的 装备 中 ,我 们 让 导线 静止 不 动 而 令 磁铁 运动 。 这 样 ,仍然 会 看 到 
在 电流 计 上 的 效应 。 正 如 法 拉 第 所 发 现 的 那样 ,把 磁铁 在 导线 下 面 朝 某 一 方向 移动 与 将 导 
线 在 磁铁 上 面 朝 反 向 移动 ,具有 相同 的 效应 。 但 当 磁铁 被 移动 时 ,就 不 再 有 作用 于 导线 内 部 
电子 上 的 任何 vXB 力 了 。 这 是 法 拉 第 找到 的 一 个 新 效应 。 今 天 ,我 们 也 许 希 望 从 相对 论 性 
的 论证 中 来 理解 它 。 

我 们 已 经 了 解 到 一 块 磁铁 的 磁场 是 来 自 它 的 内 部 电流 。 所 以 如 果 不 用 图 16-2 上 的 那 
块 磁铁 ,而 是 用 一 个 载 有 电流 的 线圈 ,我 们 预料 也 会 观察 到 相同 的 效应 。 如 果 使 导线 运动 并 
经 过 线圈 , 则 将 有 电流 流 经 该 电流 计 ,或 如 果 让 线圈 运动 并 经 过 导线 ,情形 也 是 如 此 。 但 现 
在 有 一 个 更 动人 的 事态 发 生 了 : 若 我 们 不 是 通过 运动 而 是 通过 改变 其 中 的 电流 变更 线圈 的 
磁场 ,那么 在 电流 计 中 又 再 度 会 发 生效 应 。 例 如 , 设 有 一 导线 回路 放 在 一 线圈 附近 ,如 图 
16-3 所 示 , 此 时 若 保持 回路 与 线圈 两 者 都 不 动 ,而 断 开 线圈 中 的 电流 ,就 会 有 一 电流 脉冲 通 
过 电流 计 。 当 我 们 再 对 线圈 通 上 电流 时 ,电流 计 则 将 向 相反 的 方向 摆动 。 

每 当 在 诸如 图 16-2 或 图 16-3 所 示 情 况 
中 电流 计 有 电流 通过 时 ,导线 里 的 电子 总 会 Sg 
受到 沿 着 导线 某 一 方向 的 一 个 净 推 力 。 在 不 Sg 
同位 置 可 能 有 不 同方 向 的 推力 ,但 在 某 一 方 人 一 
向 的 推力 比 其 他 方向 的 大 。 这 推力 绕 整个 电 
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路 的 累积 是 什么 ,这 个 净 的 累积 起 来 的 推力 
叫 作 该 电路 的 电动 势 (emf)。 更 准确 地 说 ， 
电动 势 被 定义 为 导线 中 单位 电荷 所 受 的 沿线 
切 向 力 对 整个 电路 环绕 一 周 的 路 程 所作 的 积 
分 。 法 拉 第 的 整个 发 现在 于 可 以 由 三 种 不 同 
方法 在 导线 中 产生 电动 势 :通过 使 导线 运动 ， 
通过 使 磁铁 在 导线 附近 运动 ,或 通过 改变 令 
近 导 线 中 的 电流 。 

让 我 们 再 考虑 图 16-1 的 那 部 简单 机 器 ， tT 
只 是 现在 不 再 输入 电流 通过 导线 使 之 转动 ，。 图 16-3 如 果 移 动 一 个 载 流 线 略 或 将 其 中 的 电流 变 
而 是 由 一 外 力 ,比如 是 用 手 或 水 轮机 使 该 加 化 . 达 个 线 国 会 在 第 二 个 线 图 中 产生 电流 
路 旋转 。 当 线圈 转动 时 , 它 的 导线 在 磁场 中 
运动 ,而 我 们 便 将 在 该 线圈 电路 中 发 现 电动 势 。 电 动机 变 成 了 发 电机 。 

发 电机 的 线圈 由 于 运动 就 有 感 生 电 动 势 。 这 电动 势 大 小 由 法 拉 第 所 发 现 的 一 个 简单 法 
则 给 出 (目前 仅 陈述 这 一 法 则 ,等 待 以 后 再 详细 分 析 )。 法 则 是 这 样 的 : 当 穿 过 回路 的 磁 通 量 
(这 通 量 就 是 B 的 法 向 分 量 对 整个 回路 所 包围 面 积 的 积分 ) 随 时 间 变 化 时 ,电动 势 等 于 这 通 
量 的 变化 率 。 我 们 称 这 一 法 则 为 “ 通 量 法 则 "。 你 看 到 当 图 16-1 中 的 线圈 转动 时 , 穿 过 它 的 
通 量 改变 了 。 开 始 时 有 某 一通 量 朝 一 个 方向 穿 过 ,然后 当 线 轿 转 过 了 180* 时 相同 的 通 量 朝 
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另 一 个 方向 穿 过 。 如 果 继 续 转动 线圈 ,该 通 量 首先 是 正 ,然后 是 负 , 再 又 是 正 , 如 此 等 等 。 通 
量 的 变化 率 必然 也 是 正 负 交 蔡 地 改变 的 。 因 而 在 该 线圈 中 就 有 一 个 交 变 电 动 势 。 如 果 将 这 
线圈 的 两 端 通过 某 种 滑动 接触 一 一 称 为 汇 电 环 一 一 (只 有 这 样 导 线 才 可 不 至 于 扭 绕 起 来 ) 与 
外 面 导线 连接 , 则 我 们 具有 了 一 部 交流 发 电机 。 

或 者 ,也 可 以 这 样 安排 : 通 过 某 些 滑动 接触 ,使 在 每 转动 半 图 之 后 线圈 端点 与 外 导线 之 
间 的 连接 便 反 转 过 来 ,因而 当 电动 势 反 转 时 ,连接 方式 也 反 转 了 。 因 而 电动 势 的 脉冲 始终 在 
同一 方向 推动 电流 通过 外 电路 。 这 样 ,我 们 就 有 一 部 所 谓 的 直流 发 电机 。 
图 16-1 上 的 那 部 机 器 既是 电动 机 也 是 发 电机 。 利 用 两 部 结构 全 同 的 永 磁 式 直流 “电动 
机 ”, 在 它们 的 线圈 间 用 两 根 铜 线 相连 , 则 关于 电动 机 与 发 电机 之 间 的 互 易 性 就 可 以 漂亮 地 
显示 出 来 。 当 其 中 一 个 线圈 的 轴 做 机 械 旋转 时 , 它 便 成 为 一 部 发 电机 而 推动 另 一 部 作为 电 
动机 。 如 果 将 第 二 部 的 轴 旋 转 , 则 它 变 成 发 电机 而 把 第 一 部 当成 电动 机 驱动 。 因 此 ,这 里 是 
自然 界 中 新 型 等 效 性 的 一 个 有 趣 例子 :电动 机 与 发 电机 彼此 等 效 。 事 实 上 ,这 种 定量 的 等 效 
性 并 非 完全 出 于 偶然 , 它 是 与 能 量 守恒 律 密切 相关 的 。 

能 够 用 来 既 产 生 电动 势 又 响应 电动 势 的 装置 的 另 一 种 例子 ,是 一 部 标准 电话 机 的 接收 
器 一 一 即 “ 听 简 "。 贝 尔 原来 的 电话 机 由 用 两 根 长 导线 连接 起 来 的 这 样 两 个 听 简 构成 ,其 基 
本 原理 如 图 16-4 所 示 。 一 块 永 磁铁 在 由 软 铁 制 成 的 两 块 “ 思 e 铁 "以 及 在 一 薄 铁 膜 片 中 产生 
了 磁场 ,该 膜 片 则 由 声 压 引 起 运动 。 当 这 膜 片 运 动 时 ,改变 了 思 铁 中 的 磁场 大 小 。 因 此 , 当 
声波 撞击 膜 片 时 ,在 环绕 其 中 一 块 加 铁 的 线圈 中 所 穿 过 的 磁 通 量 就 改变 了 。 因 而 在 该 线圈 
中 就 有 电动 势 。 如 果 线圈 的 两 端 与 一 电路 相连 接 , 则 一 种 以 电 的 方式 表达 声音 的 电流 就 会 
建立 起 来 。 














如 果 图 16-4 的 线圈 两 端 用 两 根 导线 连接 至 另 
一 个 完全 相同 的 装置 , 则 那 变化 着 的 电流 将 在 第 二 
个 线圈 中 流动 。 这 些 电 流 将 产生 一 个 变化 着 的 磁 
场 ,并 将 对 该 铁 的 膜 片 造成 一 个 变化 的 吸引 作用 。 
这 膜 片 将 上 下 振动 而 造成 声波 ,这 些 声波 大 体 上 
与 原来 使 膜 片 振动 起 来 的 那些 声波 相似 。 这 就 
是 说 ,利用 几 块 铜 和 铁 就 能 使 人 们 的 声音 在 导线 
上 传递 ! 
图 16-4 电话 的 送 、 受 话 器 (现代 的 家 用 电话 所 用 的 受 话 器 与 上 面 所 描述 
的 相似 ,而 其 送 话 器 改进 了 , 它 利 用 了 一 种 新 发 明 以 
获得 较 强 大 的 功率 。 那 就 是 “ 炭 粒 传声器 ”, 它 利用 声 压 以 改变 来 自 电池 组 的 电流 。) 





条 形 永 磁铁 


$16-2 变压器 与 电感 


法 拉 第 发 现 的 最 重要 的 特征 之 一 ,不 是 在 一 运动 线圈 中 存在 电动 势 一 一 那 是 可 以 用 磁力 
gv XB 来 理解 的 一 一 而 是 在 一 个 线圈 中 变化 的 电流 会 在 另 一 个 线圈 中 产生 电动 势 。 而 十 分 令 
人 惊奇 的 是 ,在 第 二 个 线圈 中 所 感 生 的 电动 势 其 大 小 也 由 同样 的 “ 通 量 法 则 "给 出 :电动 势 等 于 
穿 过 线圈 的 磁 通 量 的 变化 率 。 假 设 我 们 有 两 个 线圈 ,各 绕 在 彼此 分 开 的 一 捆 铁 片上 (这 些 铁 
片 起 着 使 磁场 增强 的 作用 ) ,如 图 16-5 所 示 。 现 在 把 其 中 一 个 线圈 a 连接 到 一 交流 发 电机 


上 。 那 不 断 变化 的 电流 产生 一 个 不 断 变化 的 磁场 。 这 变 
化 的 磁场 就 在 第 二 个 线圈 5 中 产生 一 个 交 变 电动 势 。 这 一 
电动 势能 够 ,例如 ,产生 足够 大 的 能 量 使 一 个 灯泡 发 亮 。 

线圈 5 中 的 电动 势 的 频率 当然 与 原来 发 电机 的 频率 
相同 。 但 线圈 5 中 的 电流 则 可 能 大 于 或 小 于 线圈 a 中 的 电 
流 。 线 圈 5 中 的 电流 取决 于 其 中 的 感应 电动 势 以 及 线路 
中 其 余部 分 的 电阻 和 电感 。 这 电动 势 可 能 比 发 电机 的 小 ， 
例如 , 若 通 量 的 变化 较 少 。 要 不 然 ,线圈 中 的 电动 势 可 以 
通过 增加 围绕 其 的 线圈 臣 数 而 比 发 电机 中 的 大 许多 ,因为 
在 一 给 定 磁 场 中 此 时 穿 过 线圈 的 通 量 增加 了 (或 者 , 若 你 
喜欢 用 另 一 种 方式 来 看 它 , 则 由 于 每 一 臣 的 电动 势 彼此 相 
同 ,而 总 电动 势 等 于 分 开 的 各 臣 的 电动 势 之 和 ,所 以 如 有 
许多 丰 申 联 起 来 就 会 产生 一 个 较 大 的 电动 势 )。 

两 个 线圈 的 这 种 组 合 一 一 通常 用 配置 的 铁 片 来 引导 
磁场 一 一 称 为 变压器 。 它 能 把 一 个 电动 势 ( 也 叫 "电压 ")“ 变 
换 成 男 一 个 电动 势 "。 

在 单个 线圈 中 也 会 有 感应 效应 发 生 。 例 如 在 图 16-5 
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图 16-5 各 围绕 在 一 捆 铁 片 外 面 的 
两 个 线圈 ,能 让 一 部 发 电机 在 没有 
直接 连接 的 情况 下 使 一 个 灯泡 发 亮 


的 那 种 装置 中 ,有 一 个 变化 的 磁 通 量 不 但 穿 过 线圈 6 以 使 灯泡 发 亮 ,而 且 也 穿 过 线圈 a。 在 
线圈 a 中 变化 着 的 电流 会 在 它 自己 内 部 产生 一 个 变化 着 的 磁场 ,因而 这 个 场 的 通 量 也 就 不 
断 变化 ,结果 在 线圈 a 中 有 一 个 自 感 电动 势 。 当 任何 电流 正在 建立 磁场 时 一 一 或 更 普遍 地 
说 , 当 它 的 场 以 任何 方式 变化 时 一 一 便 有 一 个 电动 势 作用 于 该 电流 上 。 这 个 效应 称 为 自 感 。 
当 我 们 在 上 面 给 出 * 通 量 法 则 ”\ 即 电动 势 等 于 磁 通 臣 连 数 的 变化 率 时 ,还 未 确定 电动 势 

的 方向 。 有 一 个 简单 法 则 , 叫 楞 次 法 则 ,就 是 为 了 判断 电动 势 指向 的 :电动 势 企图 反抗 任何 
磁 通 变化 。 也 就 是 说 , 感 生 电 动 势 的 方向 总 是 这 样 :如 果 电流 沿 该 电动 势 的 方向 流动 , 则 它 
总 会 产生 一 个 B 通 量 , 该 通 量 抗拒 产生 该 电动 势 的 B 发生 变化。 楞 次 法 则 可 以 用 来 找 出 图 
16-3” 中 那 部 发 电机 的 电动 势 方向 ,或 图 


中 变压器 绕组 内 电动 势 的 方向 。 
特别 是 ,如 果 在 单一 线圈 (或 任何 导 





图 16-6 电磁 铁 的 电路 连接 法 。 灯 泡 允 许 在 开关 
打开 时 仍然 有 电流 通过 ,这 是 为 了 避免 出 现 过 高 的 
电动 势 


* 原 书 中 为 图 16-1, 拟 有 误 。 译 者 


线 ) 中 存在 变化 的 电流 , 则 在 该 电路 中 就 会 
有 “ 反 " 电 动 势 。 在 图 16-5 的 线圈 a 中 ,这 
个 反 电动 势 作 用 于 流动 的 电荷 上 以 反抗 磁 
场 的 变化 ,从 而 也 处 在 反抗 电流 改变 的 方 
向 。 它 力图 保持 电流 恒定 不 变 , 当 电流 增 
加 时 它 与 电流 反 向 , 当 电 流 减 少时 则 与 电 
流 同 向 。 在 自 感 中 的 电流 具有 "惯性 ”, 因 
为 该 感应 效应 力图 保持 电流 恒定 ,正如 机 
械 惯性 力图 保持 物体 的 速度 恒定 一 样 。 
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任何 大 型 电磁 铁 中 都 会 有 大 的 自 感 。 假 设 一 个 电池 组 连接 于 一 个 大 型 电磁 铁 的 线圈 
上 ,如 图 16-6 所 示 , 则 一 个 强 磁场 就 被 建立 起 来 了 (电流 达到 了 一 个 由 电池 组 电压 和 线圈 中 
导线 电阻 所 确定 的 稳 恒 值 )。 但 现在 假定 我 们 试图 通过 打开 开关 而 切断 电池 组 。 要 是 真 的 
断 开 电 路 ,电流 就 会 迅速 趋 于 零 ,而 在 这 样 做 时 会 产生 一 个 巨大 电动 势 。 在 大 多 数 情况 下 ， 
这 一 电动 势 会 大 到 足以 在 开关 的 断路 接点 间 发 展 成 一 个 跨越 接点 的 电弧 。 这 样 出 现 的 高 电 
压 也 许 会 损害 线圈 中 的 绝缘 一 一 甚至 会 把 你 击 伤 ,如 果 你 正 是 打开 开关 的 那个 人 ! 由 于 这 
些 原因 ,电磁 铁 往往 被 接 成 像 图 16-6 所 示 的 那 种 电路 。 当 开关 打开 时 ,电流 并 不 做 迅速 变 
化 ,而 是 保持 稳定 ,这 是 由 于 受 线圈 中 的 自 感 电动 势 所 驱使 的 电流 正在 流 经 灯泡 。 


$16-3 ”作用 于 感 生 电流 上 的 力 


你 也 许 曾经 见 过 利用 如 图 16-7 所 示 的 那 种 装置 来 戏剧 性 地 演示 楞 次 法 则 。 这 是 一 个 
电磁 铁 ,非常 像 图 16-5 中 的 线圈 a, 一 个 铝 质 圆 环 放 在 电磁 铁 的 顶端 。 当 闭合 开关 使 线圈 
连接 至 一 交流 发 电机 时 ,这 个 环 就 飞 向 空中 。 当 然 , 力 来 自 环 中 的 感 生 电流 。 环 会 飞 开 这 一 
事实 表明 , 环 里 的 电流 反抗 穿 过 其 中 的 磁场 的 变化 。 当 电磁 铁 正在 其 顶端 形成 北极 时 ,在 环 
里 的 感 生 电 流 正在 形成 一 个 朝 下 的 北极 。. 环 与 线圈 犹如 两 块 同 极 磁铁 那样 互相 排斥 ,但 如 
果 在 环 里 制造 一 个 狭窄 的 径 向 裂缝 , 力 就 会 消失 ,这 表明 力 确 实 来 自 环 中 的 电流 。 

如 果 不 采 用 圆 环 而 改 用 一 个 铝 盘 或 铜 
SN 盘 横 放 在 图 16-7 中 磁铁 上 端 , 它 也 被 推 开 ; 
NS 感 生 电流 在 盘 的 材料 里 形成 环流 ,再 度 产生 
”六 了 排斥 作用 。 

其 根源 与 此 相 类 似 的 一 个 重要 的 效应 发 
生 在 一 片 理想 的 导体 中 。 要 知道 ,理想 导体 
无 论 对 于 什么 电流 都 不 会 有 电阻 ,所 以 如 果 
电流 一 旦 在 其 中 产生 ,它们 就 能 够 永远 保持 
下 去 。 事 实 上 ,一 个 最 微小 的 电动 势 都 会 产 
生 一 个 任意 大 的 电流 一 一 这 实际 上 意味 着 完 
全 可 以 没有 电动 势 。 任 何 要 把 磁 通 量 送 进 这 
样 一 片 理想 导体 里 的 尝试 都 产生 引起 相反 B 
场 的 电流 一 一 所 有 这 一 切 都 由 于 无 限 小 的 电 
图 16-7 一 个 导电 环 会 被 一 块 通 有 变化 电流 的 动 势 ,因而 没有 磁 通 量 进入 理想 导体 中 。 

电磁 铁 强烈 推 开 如 果 有 一 片 理 想 导体 并 把 一 块 电磁 铁 

放 在 其 附近 , 则 当 我 们 接 通电 磁铁 的 电流 

时 ,被 叫 作 涡流 的 那 种 电流 会 出 现在 该 片 导体 里 ,使 得 磁场 不 能 进入 其 中 。 场 线 看 来 会 像 图 

16-8 所 示 。 当 然 ,如 果 把 一 条 形 磁铁 移 近 一 理想 导体 ,这 同样 的 情况 也 会 发 生 。 由 于 涡流 

正在 产生 相反 的 磁场 ,磁铁 就 受到 导体 的 排斥 。 这 样 就 有 可 能 让 一 条 形 磁铁 悬浮 在 形状 有 

点 像 个 盘子 那样 的 理想 导体 片 之 上 ,情形 如 图 16-9 所 示 。 这 磁铁 受到 理想 导体 里 感 生 涡流 

的 排斥 而 被 悬浮 于 空中 。 在 通常 温度 下 不 存在 理想 导体 ,但 某 些 材料 在 足够 低 的 温度 下 会 
变 成 理想 导体 。 例 如 ,在 3.8 K 以 下 的 锡 ,导电 就 十 分 完美 。 它 被 称 为 超导体 。 
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图 16-8 靠近 一 块 理想 导电 板 的 电磁 铁 


如 果 图 16-8 中 的 那 块 导体 不 是 很 理想 的 导体 ， 
则 对 于 涡流 的 流动 会 有 一 些 阻 力 。 电 流 将 逐渐 消失 
而 磁铁 便 将 慢 慢 落下 。 在 一 非 理 想 导 体 中 ,涡流 需要 
电动 势 来 维持 ,而 要 有 电动 势 , 通 量 必须 保持 不 断 变 
化 。 这 样 , 磁 通 量 就 会 逐渐 透 入 导体 中 去 。 

在 正常 导体 中 ,来 自 涡 流 的 不 仅 有 推 斥 力 ,而 且 
也 可 能 有 侧 向 力 。 例 如 , 若 把 一 块 磁铁 沿 导体 表面 向 





图 16-10 ” 摆 的 制 动 表明 有 起 因 于 涡流 的 力 





图 16-9 由 于 受到 涡流 排斥 ,一 根 条 形 
磁铁 会 悬浮 在 一 个 超导体 碗 上 面 


旁边 移动 ， 
则 涡流 将 产生 一 个 阻力 ,因为 这 些 感 生 电 流 正在 
反抗 通 量 配置 的 变化 。 这 种 力 的 大 小 与 速度 成 
正比 , 像 一 种 黏 性 力 。 

这 些 效应 在 图 16-10 所 示 的 仪器 中 得 到 令 
人 满意 的 表现 。 一 块 方形 铀 片 悬挂 在 一 根 棒 的 
下 端 而 构成 一 个 摆 。 这 铜 片 在 一 电磁 铁 的 两 极 
间 来 回 摆动 。 当 电磁 铁 的 电流 接 通 时 ,摆动 突然 
被 抑制 。 这 块 金属 板 当 进 入 电磁 铁 的 缝隙 中 时 ， 
板 里 就 有 感 生 电流 , 它 起 着 抗拒 通过 该 板 磁 通 量 
变化 的 作用 。 假 若 该 板 是 理想 导体 , 即 其 中 电流 
会 大 到 足以 将 板 重新 推出 去 一 一 即 它 会 反弹 回 
去 。 若 采用 的 是 一 块 铜板 ,由 于 板 里 有 一 些 电 
阻 ,因而 当 它 开始 进入 磁场 中 时 , 板 中 的 电流 将 
先 把 该 板 阻止 到 几乎 停止 运动 的 地 步 。 然 后 , 当 
电流 降低 时 , 板 就 会 在 磁场 中 缓慢 地 降 到 静止 。 

铜 摆 中 涡流 的 性 质 如 图 16-11 所 示 。 这 种 
电流 的 强度 及 几何 图 形 对 板 的 形状 很 敏感 。 例 
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如 , 若 像 图 16-12 所 示 , 用 一 块 中 间 割 成 几 条 狭 槽 的 铜板 来 代替 原来 的 铜板 , 则 涡流 效应 会 剧 
烈 地 减弱 。 摆 通过 磁场 摆动 , 仅 有 一 微小 的 阻尼 力 。 原 因 是 :在 钢板 的 每 个 截面 内 激励 电流 的 
磁 通 量 减 少 了 ,因而 使 每 个 回路 电阻 的 作用 增 大 。 电 流 变 小 而 阻力 也 就 小 了 。 如 果 把 一 块 铜 
板 放 在 图 16-10 的 磁铁 两 极 间 然 后 释放 , 则 力 的 黏 滞 特性 还 会 看 得 更 加 清楚 。 铜 板 不 会 掉 落 
下 来 ,只 是 缓慢 地 下 沉 。 涡 流 对 该 运动 会 施加 一 个 强大 阻力 一 一 就 像 蜂 密 中 的 黏 性 阻力 一 样 。 





图 16-11 铜 摆 中 的 涡流 图 16-12 在 铜板 中 割 出 一 些 狭 模 , 涡 流 效应 会 剧烈 下 降 


如 果 不 是 将 一 块 导 体 拉 着 经 过 磁铁 ,而 是 在 磁场 中 尝试 转动 导体 , 则 将 有 来 自 同样 效应 
的 抵抗 力矩 。 反 之 , 若 在 导电 板 或 导电 环 附近 旋转 一 块 磁铁 , 则 板 或 环 将 被 拖 着 在 一 起 旋 





图 16-13 构成 一 个 旋转 磁场 


转 , 板 或 环 里 的 电流 将 产生 一 个 倾向 于 使 其 跟随 磁铁 旋转 的 力矩 。 

一 个 恰好 像 那 转动 磁铁 的 磁场 可 以 用 如 图 16-13 所 示 的 那 种 排列 的 线圈 来 完成 。 我 
们 取 一 个 铁 环 (也 就 是 一 个 像 炸 面 轿 那 样 的 铁 环 ) 并 绕 上 六 个 线圈 。 如 果 如 图 (a) 所 示 使 
(1) 和 (4) 两 绕组 通 有 电流 ,就 会 有 一 个 如 图 所 示 方 向 的 磁场 。 现 在 若 把 电流 转移 到 (2) 
和 (5) 两 绕组 上 , 则 磁场 将 指向 图 (b) 所 示 的 新 方向 。 继 续 这 个 步骤 , 便 会 得 到 图 上 其 他 
部 分 所 示 的 磁场 顺序 。 倘 若 这 一 过 程 顺利 地 进行 ,就 会 有 一 “旋转 "磁场 了 。 把 各 线圈 连 
接 至 一 套 三 相 电源 线 上 就 能 轻易 地 获得 所 需 的 电流 顺序 ,因为 三 相 电源 线 正好 提供 这 种 
电流 。“ 三 相 电 源 "是 利用 图 16-1 的 原理 在 一 部 发 电机 
中 形成 的 ,只 是 有 三 个 回路 以 对 称 的 方式 一 起 固定 在 同 
一 根 轴 上 一 一 也 就 是 说 ,一 个 回路 与 邻近 的 一 个 回路 之 间 
要 相隔 120*。 当 各 回路 作为 整体 旋转 时 ,先是 在 一 个 线圈 
中 的 电动 势 为 极 大 ,然后 在 下 一 个 线圈 中 达到 极 大 ,以 此 
类推 。 三 相 电 源 有 许多 实际 优点 ,其 中 之 一 就 是 可 能 造成 
一 个 旋转 磁场 。 由 这 种 旋转 磁场 在 导体 中 所 产生 的 力矩 CC 二 全 
可 轻易 地 由 刚好 在 铁 环 上 面 的 绝缘 台 上 一 个 竖立 的 金属 
环 来 演示 ,如 图 16-14 所 示 。 这 旋转 磁场 会 引起 该 导电 环 图 16-14 图 16-13 中 的 旋转 磁 
绕 着 一 根 垂直 轴线 旋转 。 在 这 里 看 到 其 基本 原理 与 在 一 芭 可 用 米 对 “个 导电 环 提供 力 生 
部 大 型 商用 三 相 感应 电动 机 中 实际 上 起 作用 的 原理 完全 相同 。 

感应 电动 机 的 另 一 种 形式 如 图 16-15 所 示 。 这 里 所 示 的 配置 对 一 部 实用 的 高 效率 电动 
机 虽 不 适用 ,但 能 说 明 原理 。 电 磁铁 M 由 一 捆 多 层 铁 片 和 在 其 外 面 绕 着 的 螺 线 管 式 线 转 构 
成 ,用 一 部 发 电机 的 交 变 电流 来 提供 动力 。 这 电磁 铁 会 产生 一 个 穿 过 该 铝 盘 的 变化 着 的 B 
通 量 。 但 如 果 我 们 仅仅 有 这 两 个 部 件 ,如 图 (a) 中 所 示 的 , 则 还 不 能 构成 一 部 电动 机 。 盘 中 
虽然 有 了 涡流 ,但 它们 是 对 称 的 ,因而 不 会 产生 任何 力矩 (由 于 这 些 感 生 电流 , 盘 里 多 少 总 会 
发 生 一 些 热 )。 现 在 车 用 一 个 铝板 刚好 遮盖 磁极 的 一 半 , 如 图 (b) 所 示 , 则 盘 便 将 开始 转动 ， 
而 我 们 便 有 一 部 电动 机 。 这 种 运转 有 加 于 两 个 涡流 效应 。 首 先 ,在 铝板 中 的 涡流 抗拒 着 穿 
过 它 的 通 量变 化 ,因而 在 这 块 板 上 面 的 磁场 就 总 会 落后 于 不 受 这 盖 的 一 半 磁 极 在 上 面 产生 
的 磁场 。 这 种 所 谓 * 屏 蔽 磁极 "效应 在 那 * 被 屏蔽 "区 中 会 产生 一 个 其 变化 非常 作 在 * 非 屏蔽 " 
区 中 的 磁场 ,只 不 过 在 时 间 上 被 延迟 了 一 个 恒定 的 值 。 整 个 效应 就 像 只 有 一 半 宽 的 一 块 磁 








图 16-15 磁极 屏蔽 式 感应 电动 机 的 一 个 简单 例子 


ER 本 下 二 洛 上 让 玉 作风 
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铁 不 断 从 非 屏蔽 区 移 至 屏蔽 区 。 于 是 ,这 些 正在 变化 着 的 磁场 就 会 与 铝 盘 中 的 涡流 互相 作 
用 而 产生 一 个 作用 于 铝 盘 上 的 力矩 。 


$16-4 电工 技术 


当 法 拉 第 最 初 将 其 著名 的 发 现 一 一 即 关 于 变化 着 的 磁 通 量 会 产生 电动 势 一 一 公 诸 于 世 
时 ,他 曾 被 人 质问 ( 像 任何 人 在 发 现 自然 界 的 新 事物 时 被 和 质问 一 样 ):“ 这 有 什么 用 处 呢 ?” 
其 实 他 所 发 现 的 不 过 是 当 他 在 一 块 磁铁 近 旁 移动 一 根 导线 时 就 会 有 一 小 电流 产生 的 奇 事 。 
这 有 什么 被 “利用 "的 可 能 呢 ? 他 的 回答 是 :“ 一 个 新 生 的 婴儿 有 什么 用 处 呢 ?” 

然而 想 一 想 他 的 发 现 已 经 导致 多 么 巨大 的 实际 应 用 。 我 们 上 面 所 描述 的 不 只 是 一 些 玩 
具 , 但 是 选择 的 这 些 例 子 在 大 多 数 情况 下 是 为 了 说 明 某 种 实用 机 器 的 原理 的 一 些 例子 。 例 
如 ,在 一 旋转 磁场 中 的 转动 环 就 是 一 部 感应 电动 机 。 当 然 , 它 与 实际 的 感应 电动 机 之 间 存 在 
某 些 区 别 。 那 个 环 只 有 很 小 的 力矩 ,你 用 手 就 可 以 止 住 它 。 对 于 一 部 优良 电动 机 ,结构 就 必 
须 安排 得 更 加 紧凑 :不 能 让 那么 多 的 磁场 “浪费 "在 外 面 空气 中 。 首 先 ,利用 铁 芯 以 集中 磁 
场 。 我 们 还 未 讨论 过 铁 芯 如 何 会 完成 这 一 使 命 ,但 铁 芯 的 确 能 使 磁场 比 单 靠 铜 线圈 时 强 几 
万 倍 。 其 次 , 铁 片 与 铁 片 间 的 缝隙 被 缩小 了 ,为 此 ,有 些 铁 片 甚至 被 嵌入 该 旋转 环 之 中 。 每 
一 件 东西 都 被 安排 得 能 够 获得 最 大 的 力 和 最 高 效率 ,也 就 是 说 ,把 电功率 转变 成 机 械 功率 ， 
一 直到 该 ^ 环 "不 再 能 够 用 手 去 阻止 它 转动 并 使 其 停 下 来 。 

封闭 缝隙 以 及 使 事情 按 最 实用 的 方式 进行 ,这 些 问题 属于 工程 技术 。 这 需要 对 设计 做 
认真 的 研究 ,尽管 从 获得 力 来 说 并 不 存在 任何 新 的 基本 原理 。 但 要 从 基本 原理 过 渡 到 一 种 
实用 而 又 经 济 的 设计 却 仍然 有 一 段 漫 长 的 道路 要 走 。 然 而 , 正 是 这 种 细致 的 工程 技术 设计 
才 使 得 像 博 尔 德 (Boulder) 水 坝 * 那 类 庞然大物 及 其 所 有 附属 的 东西 成 为 可 能 。 

博 尔 德 水 坝 是 什么 ? 一 条 大 河 给 一 座 混凝土 的 墙壁 挡住 了 。 但 究竟 是 怎样 的 墙壁 呢 ? 
它 是 按 一 条 经 过 十 分 仔细 计算 过 的 理想 曲线 来 建造 的 ,使 用 了 最 少量 的 混凝土 , 便 能 挡住 整 
条 河流 。 它 的 底部 得 到 了 加 厚 , 它 的 奇妙 形状 为 艺术 家 们 所 喜欢 ,而 工程 师 们 对 它 则 能 够 理 
解 ,因为 他 们 懂得 这 样 的 加 厚 与 压力 随 水 的 深度 而 增加 有 关 。 但 我 们 却 已 离开 了 电学 。 

然后 ,河水 被 导入 一 条 巨大 的 管道 。 这 件 东西 本 身 就 已 经 是 工程 上 绝妙 的 一 项 成 就 。 
管道 把 水 提供 给 水 轮 一 一 一 座 巨 大 涡轮 机 一 一 而 使 水 轮 旋转 ( 另 一 项 工程 业绩 )。 但 为 什么 
要 转动 水 轮 呢 ? 它们 同一 大 堆 精巧 而 复杂 的 、 又 相互 交织 纠缠 在 一 起 的 铜 和 铁 耦 合 起 来 ,其 
中 包括 两 部 分 一 一 一 部 分 在 转动 而 另 一 部 分 不 动 。 几 种 材料 的 复杂 混合 物 , 其 中 绝 大 多 数 
是 铁 和 铜 ,但 也 有 供 绝缘 用 的 一 些 纸 片 和 虫 胶 。 一 件 会 旋转 的 巨大 怪物 ,也 就 是 一 部 发 电 
机 。 在 这 一 大 堆 铜 和 铁 之 外 还 有 铜 制 的 几 个 特殊 配件 。 水 坝 、 轮 机 、 铁 和 铜 ,所 有 这 些 都 配 
置 在 那里 以 使 某 一 特殊 事物 终于 发 生 在 几 根 铜 杆 之 间 一 一 一 个 电动 势 。 然 后 ,这 些 铜 杆 伸 
出 去 并 在 一 变压器 的 另 一 铁 块 上 绕 了 几 圈 ,于 是 它们 的 任务 完成 了 。 
J 是 环绕 那 同 一 铁 块 的 却 还 有 另外 的 铜 绕 , 看 上 去 它 与 来 自发 电机 的 那 几 根 铜 杆 毫 无 
直接 联系 。 铜 杆 由 于 在 磁场 附近 经 过 而 正 受 影响 一 一 因而 获得 了 电动 势 。 变 压 器 把 对 发 电 
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* 博 尔 德 水 坝 位 于 美国 西南 部 科罗拉多 河上 , 坝 长 360 m, 深 222 m, 蓄 水 量 3. 95 X 10”m? 。 一 一 译 
者 注 
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机 的 有 效 设计 所 需 的 那 种 相对 低 的 电压 转变 成 十 分 高 的 电压 ,这 对 于 电能 跨越 长 电缆 而 做 
有 效 传输 是 再 好 不 过 的 了 。 

每 一 件 东西 都 必须 效率 非常 高 一 不 能 有 任何 浪费 或 损失 。 为 什么 ?一 个 都 市 的 动力 
全 部 经 由 此 通过 。 要 是 有 一 小 部 分 损失 了 一 一 比方 说 百 分 之 一 二 一 一 想 一 想 留 给 后 面 的 能 
量 ! 要 是 有 百 分 之 一 的 能 量 留 在 变压器 里 ,这 些 能 量 就 必须 设法 取出 来 ,否则 , 若 它 表现 为 
热 , 就 会 马上 将 全 部 机 件 都 熔 掉 。 当 然 ,采取 下 述 做 法 也 有 点 降低 效率 ,然而 这 是 必需 的 。 
那 就 是 要 有 几 部 液 泵 ,使 某 种 油 循环 流 过 散热 器 中 以 保证 变压器 不 臻 过热 。 

从 博 尔 德 水 坝 出 来 的 是 几 十 根 铜 棒 一 一 也 许 有 手腕 那样 粗 的 长 长 的 铜 棒 伸 向 四 面 八 
方 ,越过 数 百 英里 。 这 些小 铜 棒 把 一 条 大 河 的 动力 都 载 上 了 。 然 后 这 些 棒 又 分 叉 成 更 多 的 
棒 , 再 又 接 至 更 多 的 变压器 ,有 时 则 接 至 能 产生 其 他 形式 电流 的 巨大 发 电机 ,有 时 接 至 为 了 
庞大 工业 目标 而 运转 着 的 机 器 , 接 至 更 多 的 变压器 ,然后 又 再 行 分 叉 和 散 开 , 直 到 最 后 该 河 
流 就 遍布 了 整个 城市 一 一 驱动 着 电动 机 、 发 热 ,发 光 以 及 使 许多 小 机 器 运转 。 从 600 mile 外 
的 冷水 变 成 炽热 灯光 这 样 一 种 奇迹 一 一 全 都 由 一 些 特殊 布置 的 铜 、 铁 块 完成 。 轧 钢 用 的 大 
型 电动 机 或 牙科 医生 用 来 钻 牙 齿 的 微小 电动 机 , 千 万 个 小 轮子 都 随 着 博 尔 德 水 坝 那 边 巨 轮 
的 运转 而 转动 。 如 果 停 止 该 巨轮 的 转动 ,所 有 一 切 小 轮 就 都 会 停止 ;电灯 也 会 熄灭 。 它 们 确 
实 是 互相 联系 着 的 。 

此 外 ,还 有 更 多 的 东西 。 获 取 河 流 的 庞大 动力 ,和 把 这 些 动力 散布 于 各 地 农村 ,直到 几 
滴水 流 便 足 以 驱动 牙科 医生 用 的 牙 钻 ,都 是 相同 的 一 些 现象 ,它们 也 一 再 出 现在 一 些 非常 精 
密 仪器 的 建造 上 ,对 于 异常 微小 电流 的 探测 ,对 于 口语 、 音 乐 和 图 像 的 传递 ,对 于 计算 机 ,对 
于 惊人 准确 的 自动 化 机 器 。 

所 有 这 一 切 之 所 以 成 为 可 能 就 是 由 于 对 铜 和 铁 的 精心 设计 安排 一 有效 地 产生 出 来 
的 磁场 ,具有 6 ft 直径 的 铁 块 当 旋转 时 其 缝隙 才 有 1/16 in 宽 , 为 了 获得 最 高 效率 而 对 
铜 选取 的 最 仔细 比例 ,所 有 一 切 的 古怪 形状 ,都 像 该 水 坝 的 曲线 那样 ,为 的 是 达到 同一 
个 目标 。 

如 果 未 来 的 某 一 位 考古 学 家 发 现 博 尔 德 水 坝 ,那么 我 们 可 能 推测 他 将 对 那些 曲线 的 优 
美加 以 赞叹 。 但 出 自 未 来 某 一 伟大 文明 时 代 的 探险 者 也 将 望 着 该 发 电机 和 变压器 说 :注意 
每 一 块 铁 片 都 各 有 其 美妙 的 有 效 形状 。 想 想 渗透 到 每 块 铜 片 里 面 去 的 思想 吧 !1” 

这 就 是 工程 的 威力 以 及 电工 技术 的 精心 设计 。 在 发 电机 中 已 创造 出 一 种 在 自然 界 其 他 
地 方 都 不 存在 的 东西 ,果然 不 错 ,在 其 他 地 方 存在 感应 的 力 , 在 太阳 和 星球 周围 的 某 些 地 方 
肯定 也 会 有 电磁 感应 。 例 如 地 球 磁场 或 许 ( 虽 然 还 不 确定 ) 也 是 由 对 地 球 内 部 的 环行 电流 产 
生 影响 的 一 种 类 似 发 电机 的 东西 维持 着 。 但 什么 地 方 都 没有 这 样 的 部 件 , 它 们 与 运动 的 部 
分 一 起 构成 一 个 整体 一 一 用 很 高 的 效率 和 规则 性 一 一 像 发 电机 那样 产生 电能 。 

你 可 能 会 想 ,设计 发 电机 不 再 是 一 门 有 趣 科目 ,而 是 一 门 呆板 的 科目 了 ,因为 各 种 发 电 
机 都 已 被 设计 出 来 了 ,几乎 完美 的 发 电机 或 电动 机 都 可 从 货架 上 取 下 来 。 即 使 这 是 真 的 ,但 
我 们 可 以 对 这 个 问题 接近 圆满 解决 的 惊人 成 就 表示 钦佩 。 何 况 还 保留 着 许多 没有 解决 的 问 
题 ,甚至 发 电机 和 变压器 正 再 度 成 为 问题 。 整 个 低温 和 超导体 技术 领域 都 有 可 能 很 快 就 被 
用 于 电力 分 配 课题 上 。 由 于 在 这 一 课题 中 已 经 出 现 了 一 个 根本 上 崭新 的 因素 ,所 以 新 的 最 
佳 设计 就 非得 创造 出 来 不 可 。 未 来 的 动力 网 可 能 与 今天 的 仅 有 很 少 类 似 之 处 。 

在 学 习 感 应 定律 时 你 可 以 看 到 有 数 不 清 的 应 用 和 问题 可 以 供 我 们 研究 。 关 于 电机 设计 
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的 研究 本 身 就 是 一 项 终身 的 工作 。 虽 然 我 们 不 能 在 这 方面 走 得 太 远 ,但 应 该 意识 到 这 个 事 
实 , 即 当 人 们 发 现 了 电磁 感应 规律 之 后 , 便 突 然 把 理论 和 大 量 的 实际 发 展 联系 了 起 来 。 然 而 
我 们 总 必须 把 这 一 科目 留 给 那些 对 算出 特殊 应 用 细节 感 兴趣 的 工程 师 和 应 用 科学 家 们 。 物 
理学 只 是 提供 基础 一 一 无 论 哪 一 种 应 用 的 基本 原理 (我 们 还 未 完成 这 种 基础 ,因为 还 得 详细 
考虑 铁 和 铜 的 性 质 。 稍 后 一 些 我 们 将 会 见 到 ,物理 学 对 于 这 些 都 会 有 所 论述 ) 。 

现代 电工 技术 是 由 于 法 拉 第 的 发 现 而 开始 的 。 那 个 毫 无 用 处 的 初生 婴儿 竟 会 培养 成 一 
位 非凡 的 天 才 ,以 一 种 连 他 那 自豪 的 父亲 都 从 来 没有 想象 到 的 方式 把 地 球 的 面貌 改变 了 。 





第 17 章 感应 定律 


$17-1 感应 的 物理 过 程 


在 上 一 章 中 我 们 曾 描述 过 许多 现象 ,它们 表明 电感 效应 既 很 复杂 又 很 有 趣 。 现 在 我 们 
要 讨论 控制 这 些 效应 的 基本 原理 。 我 们 已 经 把 导电 电路 中 的 电动 势 定义 为 作用 在 电荷 上 的 
力 对 该 回路 全 长 的 总 累积 。 更 具体 地 说 , 它 是 作用 于 单位 电荷 上 力 的 切 向 分 量 , 沿 该 电路 一 
周 的 线 积 分 。 因 此 ,在 数量 上 就 等 于 环绕 电路 一 周 对 单位 电荷 所 作 的 总 功 。 

我 们 也 已 给 出 这 样 的 “ 通 量 法 则 ”, 它 讲 :电动 势 等 于 穿 过 这 样 一 个 导电 电路 的 磁 通 量 的 
变化 率 。 让 我 们 来 看 看 能 否 理解 其 中 的 原因 。 首 先 ,我 们 将 考虑 由 于 电路 在 恒定 磁场 中 移 
动 而 导致 通 量变 化 的 情况 。 

在 图 17-1 中 ,我 们 表示 一 个 面积 可 以 改变 的 简单 
导线 回路 。 这 回路 有 两 部 分 ,固定 的 U 形 部 分 (a) 和 一 i ' 


本 二 
根 可 以 在 该 U 的 两 腿 上 滑动 的 横 杆 (b)。 它 始终 是 一 .*. AF 





个 完整 电路 ,不 过 其 面积 是 在 变化 的 。 候 设 现在 把 该 .| 
回路 置 于 一 匀 强 磁场 中 ,使 U 形 平面 生 直 于 磁场 。 按 “上 
昭通 量 法 划 , 当 机 村 移动 时 在 回路 中 及 该 产 生 一 个 电 wa an 
动 势 , 它 与 穿 过 回路 通 量 的 变化 率 成 正比 。 这 电动 势 ee 
将 在 回路 中 引起 电流 。 我 们 将 假定 导线 中 的 电阻 相当 。 “下 改 朗 的 全 中 会 业 和 
大 以 致电 流 很 小 ,于 是 便 可 以 略 去 来 自 这 个 电流 的 任何 
磁场 。 

穿 过 该 回路 的 大 通 量 为 wLB, 因 而 对 于 电动 势 一 我 们 将 把 它 写 成 6 一 “ 通 量 法 
则 "给 出 








6=wB $= wBs, 


式 中 wv 是 该 横 杆 的 移动 速率 。 

现在 应 该 能 够 从 作用 于 移动 杆 里 电荷 上 的 磁力 vy X B 来 理解 这 一 结果 。 这 些 电荷 会 感 
受到 一 个 力 ,该 力 与 导线 相 切 ,每 单位 电荷 所 受 的 力 等 于 vB。 在 沿 横 杆 的 长 度 w 上 这 力 恒 
定 ,而 在 别处 则 都 是 零 ,因此 力 沿 整 个 电路 的 积分 为 


E 一 vB， 


这 与 上 面 从 通 量 的 变化 率 所 获得 的 结果 相同 。 
刚才 所 给 出 的 论证 可 以 推广 至 导线 在 固定 磁场 中 移动 的 任何 情况 。 在 一 般 情况 ,人 们 
能 够 证 明 : 对 于 任何 电路 , 当 其 部 分 在 固定 磁场 中 移动 时 ,产生 的 电动 势 等 于 通 量 对 时 间 的 
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微 商 , 而 与 该 电路 的 形状 无 关 。 

反之 , 若 回路 固定 不 动 而 改变 磁场 ,情况 将 会 怎样 呢 ? 我 们 不 能 根据 同一 论证 来 导出 对 
这 一 问题 的 解答 。 那 是 法 拉 第 在 实验 上 的 发 现 , 即 不 管 通 量 怎样 变化 ,该 < 通 量 法 则 "总 是 正 
确 的 。 作 用 于 电荷 上 的 力 , 普 遍地 说 ,是 由 下 二 gq(E 十 v XB) 给 出 的 ,并 没有 任何 新 的 特殊 
的 “由 于 变化 磁场 而 产生 的 力 "。 任 何 作 用 于 固定 导线 中 的 静止 电荷 上 的 力 都 是 来 自己 的 
项 。 法 拉 第 的 观察 导致 发 现 电场 和 磁场 是 由 一 个 新 的 规律 联系 起 来 的 :在 一 个 其 中 磁场 正 
在 随时 间 变 化 的 区 域 里 ,电场 被 产生 了 。 正 是 这 一 电场 驱使 着 电子 围绕 该 导线 移动 一 一 因 
而 当 有 变化 磁 通 量 时 在 一 固定 电路 中 引起 电动 势 。 

对 于 与 变化 磁场 有 关 的 电场 ,其 普遍 的 定律 为 











一 一 38 
Ve (17.1) 


我 们 将 这 称 之 为 法 拉 第 定律 。 它 是 由 法 拉 第 发 现 的 ,但 首先 是 麦克 斯 韦 将 其 写成 一 微分 形 


式 并 作为 他 方程 组 中 的 一 个 方程 。 让 我 们 看 一 看 这 方程 怎样 给 出 电路 中 的 “ 通 量 法 则 ”。 
利用 斯 托 克 斯 定理 ,这 一 定律 可 以 写成 积分 形式 : 


下 .ds 一 | (VXE).:nda=—| = :nda, (17.2) 
de 上 办 


式 路 通常 指 任意 闭合 曲线 ,而 S 则 是 由 它 所 包围 的 任何 曲面 。 这 里 应 该 记 住 , 厂 是 一 条 固 
定 于 空间 中 的 数学 曲线 ,而 S 则 是 一 个 固定 曲面 。 于 是 该 时 间 微 商 就 可 以 移 至 积分 符号 的 
外 面 , 因 而 我 们 有 


和 Eds 一 一 革 |.B .nda = 一 是 ( 穿 过 S 的 通 量 ). (17.3) 


把 这 个 关系 式 应 用 到 沿 一 个 固定 的 导电 电路 而 行 的 曲线 了 ,我 们 便 再 度 获得 “ 通 量 法 则 "。 
左边 的 积分 为 电动 势 , 而 右边 积分 则 是 由 该 电路 包围 着 的 通 量 的 负 变 化 率 。 所 以 式 (17. 1) 
应 用 在 一 个 固定 电路 上 时 ,就 相当 于 “ 通 量 法 则 ”。 

因此 ,“ 通 量 法 则 "一 一 电路 中 的 电动 势 等 于 穿 过 该 电路 磁 通 量 的 变化 率 一 一 无 论 由 磁 
场 变化 还 是 由 电路 运动 (或 两 者 兼 有 ) 所 引起 的 通 量变 化 都 适用 。 在 该 法 则 的 表述 中 这 两 种 
可 能 性 一 一 “电路 移动 "或 “磁场 变化 "一 一 不 能 加 以 区 别 。 然 而 在 我 们 对 该 法 则 的 解释 中 ， 
则 对 于 这 两 种 情况 已 用 了 两 条 完全 不 同 的 定律 一 一 在 “电路 移动 "中 用 ”X B, 而 在 “磁场 改 
变 "中 则 用 VXE = 一 3B /9t。 

我 们 知道 ,在 物理 学 的 其 他 领域 里 还 没有 一 个 这 么 简单 而 又 准确 的 普遍 原理 ,为 了 真正 
理解 它 需要 依据 两 种 不 同 现象 的 分 析 。 通 常 ,这 么 一 个 优异 的 普遍 性 总 是 发 源 于 一 个 单一 
而 又 深刻 的 基本 原理 。 然 而 ,在 我 们 这 种 情况 下 一 点 没有 任何 这 样 的 深刻 的 含意 。 因 此 ,我 
们 得 把 这 个 “法 则 "理解 为 两 种 完全 独立 现象 的 组 合 效应 。 

我 们 必须 按照 下 述 方式 来 看 待 “ 通 量 法 则 ”"。 一 般 地 说 ,对 单位 电荷 的 作用 力 为 F/g = 
EE 十 vyX B。 在 移动 导线 时 ,有 一 个 来 自 第 二 项 的 力 。 并 且 ,如果 某 处 有 变化 着 的 磁场 , 则 该 
处 也 有 一 个 已 场 。 它 们 是 两 个 独立 效应 ,但 环绕 该 导线 回路 的 电动 势 则 始终 等 于 穿 过 其 中 
的 磁 通 量 的 变化 率 。 
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$ 17-2 “ 通 量 法 则 ”的 一 些 例外 


现在 我 们 将 举 一 些 例子 ,其 中 部 分 起 源 于 法 拉 第 。 这 些 例子 表明 ,清楚 地 记 住 导致 感 生 
电动 势 的 两 种 效应 之 间 的 差别 是 十 分 重要 的 。 下 述 例子 将 包括 “ 通 量 法 则 ”不 能 够 应 用 的 一 
些 情 况 一 一 或 者 由 于 根本 没有 导线 ,或 者 由 于 感 生 电流 所 取 的 路 径 在 一 导体 的 扩展 体积 内 
运动 。 

作为 开始 ,我 们 指出 如 下 一 个 要 点 :来 自己 场 的 那 部 分 电动 势 并 不 依赖 于 实体 导线 (如 
vX B 那 部 分 所 要 有 的 实体 导线 那样 ) 的 存在 。E 场 可 以 存在 在 自由 空间 中 ,而 它 环绕 任 一 
固定 在 空间 中 的 想象 曲线 的 积分 就 等 于 穿 过 该 曲线 的 B 通 量 的 变化 率 (注意 ,这 与 由 静止 
电荷 所 产生 的 巨 场 完全 不 同 ,因为 在 那 种 情况 下 已 绕 一 闭合 回路 的 线 积分 永远 为 零 ) 。 

现在 我 们 将 描述 一 种 情况 ,其 中 穿 过 电路 的 通 量 没 有 改变 ,但 仍然 存在 电动 势 。 图 
17-2 表示 一 个 可 以 在 磁场 存在 的 情况 下 绕 一 固定 轴 旋 转 的 导电 盘 , 其 一 个 接触 点 装 在 轴 
上 ,而 另 一 个 接触 点 则 与 该 盘 的 外 缘 相 擦 ,通过 电流 计 使 该 电路 闭合 。 当 盘旋 转 时 ,该 电 
路 一 一 意思 就 是 在 空间 中 有 电流 经 过 的 那些 地 方 一 一 总 是 一 样 。 但 在 盘 中 的 那 部 分 “ 电 
路 "是 在 运动 着 的 材料 里 。 尽 管 穿 过 该 “电路 "的 磁 通 量 固定 不 变 , 但 仍然 有 一 电动 势 , 可 
以 由 电流 计 的 偏转 观察 到 。 很 清楚 ,这 里 的 情况 就 是 转动 盘 中 的 vX B 力 产 生 了 电动 势 ， 
但 它 却 不 能 被 等 同 于 通 量 的 变化 。 











电流 计 
图 17-2 当 金 属 盘旋 转 时 ,有 一 个 来 自 vX B 的 电动 势 ， 图 17-3 当 两 板 在 一 匀 强 磁场 中 辑 转 而 过 
但 在 被 包围 的 通 量 中 却 没有 什么 变化 时 ,可 以 有 巨大 的 磁 通 量 链 变 化 ,但 却 没有 
电动 势 产生 


现在 作为 一 个 相反 例子 ,我 们 将 考虑 一 种 稍微 有 点 异常 的 情况 , 即 在 其 中 穿 过 “电路 ” 
(又 是 指 在 有 电流 通过 的 那些 地 方 ) 的 磁 通 量 发 生 了 变化 ,但 却 没有 什么 电动 势 。 设 想 两 块 
边缘 稍微 弯曲 的 金属 板 , 如 图 17-3 所 示 , 这 两 块 板 被 放 在 与 其 平面 垂直 的 匀 强 磁场 中 。 每 
一 块 板 连接 到 电流 计 的 一 端 ,如 图 所 示 。 两 板 在 P 点 相 接触 ,因而 构成 了 一 个 闭合 电路 。 
如 果 现 在 两 板 辑 转 过 一 个 小 小 角度 ,接触 点 将 转移 至 PP  。 如 果 设想 该 电路" 沿 图 中 所 示 的 
那 条 虚线 经 两 板 而 形成 , 则 当 两 板 往复 轰 转 时 , 穿 过 这 一 电路 的 磁 通 量变 化 就 很 大 。 然 而 这 
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种 转动 却 可 由 微小 运动 来 完成 ,以 致 »X B 很 小 ,实际 上 不 存在 电动 势 。“ 通 量 法 则 ”在 此 不 
适用 , 它 必 须 应 用 于 其 中 电路 材料 保持 相同 的 那些 电路 。 当 电路 的 材料 正在 变化 时 ,就 必须 
回 到 基本 定律 中 去 。 正 确 的 物理 意义 总 是 由 这 两 个 基本 定律 
F=—a(E+vrxB), 
VxE=-—2B 
at 


给 出 的 。 
$17-3 感 生 电场 使 粒子 加 速 ;电子 感应 加 速 器 


我 们 已 说 过 ,由 变化 磁场 而 产生 的 电动 势 即使 在 没有 导体 时 也 能 存在 ,这 就 是 说 ,没有 
导线 也 可 以 有 电磁 感应 。 我 们 仍然 可 以 想象 环绕 空间 中 任意 数学 曲线 的 电动 势 , 它 被 定义 
为 E 的 切 向 分 量 绕 该 曲线 的 积分 。 法 拉 第 定律 讲 , 这 个 线 积分 等 于 穿 过 该 闭合 曲线 磁 通 量 
的 变化 率 的 负 值 , 即 式 (17. 3)。 

作为 这 种 感 生 电场 效应 的 例子 ,我 们 现在 要 考虑 在 变化 磁场 中 电子 的 运动 。 想 象 有 这 
么 一 个 磁场 ,在 一 个 平面 上 处 处 都 指向 其 垂直 方向 ,如 图 17-4 所 示 。 磁 场 是 由 电磁 铁 产生 
的 ,但 其 细节 我 们 将 不 予 考虑 。 对 于 这 一 例子 我 们 将 设想 磁场 对 某 个 轴 是 对 称 的 ,也 就 是 
说 ,磁场 强度 将 仅 取决 于 离 轴 的 距离 。 这 一 磁场 也 是 随时 间 变 化 的 。 现 在 设想 有 一 个 电子 
在 这 磁场 中 正 沿 以 轴 为 中 心 ,半径 恒定 的 圆周 运动 着 (我 们 稍 迟 将 看 到 ,如 何 才能 安排 这 一 
种 运动 )。 由 于 变化 着 的 磁场 ,因此 就 会 有 一 个 与 电子 轨道 相 切 的 场 EE, 这 将 驱动 电子 环绕 
着 该 圆周 运动 。 又 由 于 对 称 性 的 缘故 ,这 电场 在 圆周 上 各 处 将 有 相同 的 值 。 若 电子 轨道 具 
有 半径 7+, 则 环绕 其 轨道 的 线 积分 将 等 于 穿 过 该 贺 周 的 磁 通 量 的 变化 率 的 负 值 。E 的 线 
积分 恰好 就 是 它 的 大 小 乘 以 圆 的 周 长 2xr。 一 般 说 来 ,这 磁 通 量 必须 从 一 积分 求 得 。 这 时 ， 
我 们 令 Bym 代 表 该 圆周 内 的 平均 磁场 ,于 是 通 量 为 这 平均 磁场 乘 圆 的 面积 ,我 们 将 有 


2rrE 一 (Brew + ar). 


由 于 假定 为 常数 ,所 以 EE 与 一 平均 场 的 时 间 微 商 成 正比 : 





. 
侧 视 图 俯视 图 
图 17-4 电子 在 一 个 轴 对 称 的 、 正 在 增强 的 磁场 中 被 加 速 
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E= 





r 
i (17.4) 


电子 将 感受 到 电力 gE 并 将 被 加 速 。 想 起 有 关 运 动 的 相对 论 性 的 正确 方程 乃 是 动量 的 变化 
率 正比 于 力 ,所 以 我 们 得 


过 
中 = 尝 . (17.5) 
对 于 已 假定 的 圆周 轨道 ,电子 所 受 的 电力 始终 指向 其 运动 方向 ,因而 它 的 总 动量 将 按 式 


(17.5) 所 给 出 的 时 间 变 化 率 增加 。 合 并 式 (17. 5) 和 (17. 4) ,我 们 就 可 将 动量 变化 率 与 平均 
磁场 的 变化 率 互相 联系 起 来 : 


dp_g dB 
= Qn.8) 
对 + 进行 积分 ,可 得 到 电子 的 动量 
请 一 加 十 图 ABra， (17.7) 


式 中 po 为 电子 开始 时 的 动量 ,而 ABr 则 是 Br 接着 发 生 的 改变 。 电 子 感应 加 速 器 一 一 一 
种 用 来 把 电子 加 速 至 高 能 的 机 器 一 一 的 运行 就 是 以 这 一 概念 为 基础 的 。 

为 了 详细 看 看 电子 感应 加 速 器 是 怎样 工作 的 ,我们 现在 就 必须 探讨 如 何 才能 把 电子 约 
束 在 一 个 圆周 上 运动 。 我 们 曾 在 第 1 卷 第 11 章 中 讨论 过 所 涉及 的 原理 。 如 果 能 够 这 样 安 
排 ,使 得 在 电子 的 轨道 上 有 一 磁场 B, 则 将 有 一 横向 力 qv X B ,对 于 一 个 适当 选择 的 B, 这 个 
力 就 能 够 使 电子 保持 在 所 预定 的 轨道 上 运动 。 在 电子 感应 加 速 器 中 , 正 是 这 一 横向 力 引起 
了 电子 在 一 固定 半径 的 圆周 轨道 上 运动 。 通 过 再 度 应 用 关于 运动 的 相对 论 性 方程 (不 过 这 
回 却 是 关于 力 的 横向 分 量 的 ) ,我 们 便 能 找 出 在 该 轨道 上 的 磁场 强度 应 有 多 大 。 在 这 电子 感 
应 加 速 器 中 ( 见 图 17-4), 由 于 B 垂直 于 v, 因 而 横向 力 为 qvB。 于 是 这 个 力 就 等 于 动量 的 横 
向 分 量 p, 的 变化 率 : 





ooB 一 些 . (17.8) 


当 一 粒子 在 圆周 上 运动 时 , 它 的 横向 动量 的 变化 率 等 于 总 动量 的 大 小 乘 以 转动 角速度 w( 根 
据 第 1 卷 第 11 章 中 的 论证 ): 


=wp, (17.9) 


这 里 ,由 于 是 圆周 运动 ,所 以 
ei (17.10) 
合并 式 (17.8)、(17. 9) 及 (17. 10) 得 


9oBaaa — PY (17.11) 


式 中 Bn 为 半径 7 处 的 磁场 。 
当 电子 感应 加 速 器 运行 时 ,电子 的 动量 会 按照 式 (17. 7) 正 比 于 Brw 而 增长 。 而 若 电子 
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继续 在 其 原来 的 圆周 上 运动 , 且 当 其 动量 增 大 时 式 (17. 11) 仍 应 继续 维持 正确 , 则 By 的 值 
就 必须 随 动量 p 成 比例 地 增 大 。 将 式 (17. 11) 与 确定 p 的 式 (17.7) 做 比较 ,我 们 看 到 ,在 半 
径 为 r 的 轨道 内 的 平均 磁场 B+ 与 在 轨道 上 的 磁场 Bwa 必须 有 如 下 关系 : 


ABr» = 2ABsa 。 (17.12) 


电子 感应 加 速 器 的 正确 运行 要 求 : 在 轨道 内 的 平均 磁场 的 增长 率 比 轨道 处 磁场 本 身 的 增长 
率 要 大 一 倍 。 在 这 种 情况 下 , 当 粒 子 能 量 被 感 生 电场 增加 时 ,轨道 处 的 磁场 以 维持 该 粒子 在 
圆周 上 运动 所 需要 的 比例 增长 。 

电子 感应 加 速 器 被 用 来 加 速 电 子 ,使 其 达到 几 千 万 乃至 几 亿 电子 伏 的 能 量 。 然 而 ,要 把 
电子 加 速 至 远 高 于 几 亿 电子 伏 的 能 量 就 变 得 不 切合 实际 ,这 里 有 几 个 原因 。 原 因 之 一 是 ,要 
在 该 轨道 内 获得 所 需 的 高 平均 值 磁场 在 实际 上 有 困难 。 另 一 个 原因 则 是 , 式 (17. 6) 在 能 量 
高 的 情况 下 已 不 再 正确 ,因为 它 并 没有 把 由 于 粒子 电磁 辐射 ( 即 在 第 1 卷 第 34 章 中 所 称 为 
同步 加 速 器 辐射 的 ) 而 损失 的 能 量 包 括 在 内 。 由 于 这 些 原因 ,要 把 电子 加 速 至 更 高 能 量 一 一 
达到 几 十 亿 电 子 伏 一 一 就 得 采用 另 一 种 称 为 同步 加 速 器 的 机 器 来 完成 。 


$17-4 一 个 伴 廖 


现在 要 向 你 们 描述 一 个 显而易见 的 伴 雇 。 伴 雇 指 的 是 这 样 一 种 情况 , 当 用 一 种 广 
法 分 析 时 得 出 一 个 答案 ,而 用 另 一 种 方法 分 析 时 又 得 出 另 一 个 答案 ,因而 对 于 实际 上 
究竟 会 发 生 什么 我 们 就 会 陷于 某 种 困境 。 当 然 ,在 物理 学 中 从 未 有 过 任何 真正 的 伴 
廖 ,因为 实际 上 只 有 一 个 正确 答案 ,至 少 我 们 相信 自然 界 只 按照 一 种 方式 行动 (不 用 
说 , 那 就 是 正确 方式 ) 。 因 此 ,在 物理 学 中 伴 廖 只 是 我 们 本 身 理解 上 的 一 种 混乱 。 下 面 

是 我 们 将 要 提出 的 一 个 伴 雇 。 
试想 象 构造 一 个 如 图 17-5 所 示 的 装置 。 一 个 薄 而 圆 的 塑料 盘 被 支撑 在 一 根 装 有 优良 
轴承 的 同心 轴 上 ,从 而 能 够 十 分 自由 地 旋转 。 在 该 盘 上 ,与 转轴 同心 地 放 着 一 个 短 螺 线 管 形 
状 的 线圈 。 通 过 这 个 线圈 的 恒定 电流 由 一 个 同样 是 装 在 盘 上 的 小 电池 组 供应 。 靠 近 盘 的 
边缘 绕 加 周边 等 距离 地 分 布 着 若干 个 金属 小 球 ， 
它们 相互 之 间 以 及 与 线圈 之 间 均 由 制造 该 盘 的 逆 
料 材料 绝缘 。 这 些小 导体 球 ,每 一 个 都 各 带 有 等 
量 的 静电 荷 Q。 每 件 东西 都 完全 固定 ,而 盘 则 静 
止 不 动 。 假 设 现在 由 于 某 一 偶发 事件 或 由 于 预先 
的 安排 ,线圈 中 的 电流 被 中 断 了 ,然而 却 没有 受到 
任何 外 界 干扰。 只 要 继续 通电 流 , 便 有 或 多 或 少 
与 盘 的 轴 平 行 的 磁 通 量 穿 过 该 线 团 。 当 电流 中 断 
时 ,这 通 量 一 定 会 趋 于 零 。 因 此 ,就 必然 会 感 生 一 
电场 ,而 这 电场 将 以 该 轴 为 中 心 环绕 成 一 些 圆周 。 
在 盘 的 周边 那些 带电 球体 均 将 感到 一 个 与 四 盘 边 
图 17-5 如果 电流 了 停止 了 ,该 盘 是 否 。 。 缘 相 切 的 电场 。 这 个 电力 对 于 所 有 电荷 来 说 都 在 
会 转动 与 圆 盘 边 缘 相 切 的 方向 ,因而 将 产生 一 个 作用 于 
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该 盘 上 的 净 力 矩 。 从 上 面 的 论证 ,我 们 预期 当 线圈 中 电流 消失 时 , 圆 盘 将 开始 转动 。 要 是 我 
们 已 知道 盘 的 转动 惯量 、 线 圈 中 的 电流 以 及 小 球 上 的 电荷 , 那 我 们 就 能 够 算出 所 要 的 角速度 。 

但 我 们 也 可 轻易 地 做 出 不 同 的 论证 。 利 用 角 动 量 守恒 原理 ,我 们 可 以 说 , 盘 及 其 一 切 部 
件 的 角 动 量 在 开始 时 为 零 ,因而 这 整套 装置 的 角 动量 就 应 该 保持 等 于 零 。 当 电流 中 断 时 不 
应 有 转动 。 究 竟 哪 一 种 论证 才 是 正确 的 呢 ? 盘 将 转动 还 是 不 转动 ? 我 们 将 把 这 一 问题 留 给 
你 们 去 思考 。 

必须 提醒 你 们 一 点 ,正确 的 答案 并 不 有 赖 于 任何 非 本 质 的 特征 ,诸如 电池 组 的 非 对 称 位 
置 等 等 。 事 实 上 ,你 可 以 想象 一 种 诸如 下 述 的 理想 情况 :该 螺 线 管 是 由 超 导 电 线 绕 成 的 ,里 
面 通 有 电流 。 在 该 盘 已 经 小 心地 被 安置 于 静止 状态 后 ,让 螺 线 管 的 温度 缓慢 上 升 。 当 导线 
的 温度 达到 介 乎 超 导 电 性 与 正常 导电 性 之 间 的 转变 温度 时 , 螺 线 管 里 的 电流 便 将 因 导线 的 
电阻 而 趋向 零 。 如 前 所 述 磁 通 量 将 降低 至 零 ,因而 环绕 着 该 轴 心 将 产生 一 个 电场 。 我 们 也 
应 该 提醒 你 ,这 个 解答 并 不 容易 得 到 ,但 也 不 是 一 种 诡计 。 当 你 把 它 想 出 来 时 ,你 已 经 发 现 
了 一 个 重要 的 电磁 学 原理 。 








$17-5 交流 发 电机 


在 本 章 的 其 余部 分 ,我 们 将 应 用 8 17-1 中 的 原理 来 分 析 第 16 章 中 曾 讨论 过 的 若干 现 
象 。 我 们 首先 要 对 交流 发 电机 更 详细 地 加 以 审 察 。 这 种 发 电机 基本 上 由 一 个 在 匀 强 磁场 中 
转动 的 导电 线圈 构成 。 相 同 的 结果 也 可 用 磁场 
中 的 固定 线圈 来 获得 ,而 磁场 的 方向 按 上 一 章 所 
描述 的 方法 旋转 。 我 们 将 仅仅 考虑 前 一 种 情况 。 
假设 有 一 个 圆 形 线圈 能 够 以 它 的 一 根 直径 为 轴 
而 旋转 。 让 这 个 线圈 安放 在 一 个 垂直 于 该 转轴 
的 匀 强 磁场 之 中 ,如 图 17-6 所 示 。 我 们 并 且 设 
想 该 线圈 两 端 通过 某 种 滑动 触 点 被 引 至 外 电路 。 

由 于 线圈 转动 , 穿 过 它 的 磁 通 量 便 将 发 生 改 
变 。 因 此 ,在 线圈 的 电路 中 就 有 一 个 电动 势 。 令 
5 为 该 线圈 的 面积 * ,而 9 为 磁场 与 线圈 平面 法 


图 17-6 一 个 导电 线圈 在 匀 强 磁场 中 旋 
线 之 间 的 夹 角 。 于 是 穿 过 线圈 的 磁 通 量 就 是 转交 流 发 电机 的 基本 原理 





BScos 0. (17.13) 
如 果 线 圈 以 匀 角 速度 w 旋转 , 则 9 随时 间 变化 为 9 一 wt。 


线圈 中 每 臣 的 电动 势 都 等 于 该 通 量 的 变化 率 。 若 线圈 有 N 在 , 则 总 电动 势 就 大 NN 倍 ， 
所 以 





6=—N (BScos wt) = NBSwsin wt. (17.14) 


如 果 把 来 自发 电机 的 导线 引导 至 离 转 动 线圈 相当 远 的 地 方 ,那里 的 磁场 为 零 ,或 至 少 磁 


* 现在 由 于 字母 A 已 被 用 于 矢 势 了 ,我 们 建议 用 S 来 表示 表面 积 。 
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场 已 不 随时 间 变 化 ,那么 在 这 个 区 域 里 E 的 旋 度 将 为 零 ,因而 我 们 可 以 定义 一 个 电势 。 事 
实 上 , 若 没有 电流 从 发 电机 中 引出 , 则 两 根 导线 间 的 电势 差 V 将 等 于 该 旋转 线圈 中 的 电动 
势 。 这 就 是 说 ， 
V = BSwsin wt = Vosin wt. 

两 根 导线 间 的 电势 差 随 sin wt 变化 。 这 样 变化 的 电势 差 称 为 交 变 电 压 。 

既然 两 根 导线 之 间 存 在 电场 ,那么 它们 就 必然 是 带电 的 。 显 然 ,发 电机 的 电动 势 已 经 
把 某 些 超额 电荷 推出 至 导线 上 ,直到 这 些 电荷 产生 的 电场 强大 到 足以 抵消 该 感应 力 时 为 
止 。 从 发 电机 的 外 面 看 ,两 根 导线 表现 出 似乎 像 在 静电 场 中 那样 ,被 充电 至 电势 差 V ,而 
电荷 又 似乎 是 随时 间 变 化 的 ,因而 给 出 一 个 交 变 电势 差 。 与 静电 情况 还 有 另 一 个 不 同 。 
如 果 把 发 电机 与 一 个 容许 电流 通过 的 外 电路 连接 , 则 我 们 将 发 现 该 电动 势 并 不 允许 导线 
放电 ,而 是 当 电流 从 导线 引出 来 时 继续 对 导线 供应 电荷 ,企图 使 两 导线 之 间 永 远 保持 一 
个 不 变 的 电势 差 。 事 实 上 , 若 发 电机 与 一 总 电阻 为 R 的 电路 连接 , 则 流 经 该 电路 的 电流 
将 与 发 电机 的 电动 势 成 正比 与 尺 成 反比 。 由 于 电动 势 具有 正弦 形式 的 时 间 变化 ,所 以 电 
流 也 是 一 样 。 即 有 一 个 交 变 电流 : 


关于 这 一 种 电路 的 原理 图 如 图 17-7 所 示 。 
我 们 也 能 看 到 ,电动 势 确定 了 发 电机 供应 能 量 的 多 
一 少 。 导 线 中 的 每 个 电荷 都 以 Fv 的 功率 接受 能 量 ,其 中 下 
为 作用 于 该 电荷 上 的 力 , 而 v 为 电荷 的 速度 。 现 在 设 单位 


交流 R “长度 导线 中 的 运动 电荷 数目 为 w, 则 对 导线 的 任意 线 元 ds 
人 所 供应 的 功率 为 

F. vnds. 

i 对 于 一 条 导线 来 说 ,r 总 是 沿 着 ds, 所 以 这 功率 可 以 写成 
图 17-7 包含 一 部 交流 发 电机 nvF ds. 
和 一 个 电阻 的 电路 
对 整个 电路 提供 的 总 功率 等 于 这 一 表 式 环绕 整个 回路 

的 积分 : 


功率 一 oF .ds (17.15) 


现在 应 当 记得 ,qnv 就 是 电流 工 ,而 电动 势 则 被 定义 为 Fe 环绕 该 电路 的 积分 。 因 此 就 得 到 
这 么 一 个 结果 : 
发 电机 提供 的 功率 = EI. (17.16) 
当 发 电机 的 线圈 中 有 电流 通过 时 ,也 将 会 有 机 械 力作 用 于 其 上 。 事 实 上 我 们 知道 ,作用 
于 线圈 上 的 力矩 与 它 的 磁 矩 磁场 强度 B 以 及 它们 间 夹 角 的 正弦 成 正比 , 磁 矩 等 于 线圈 中 
的 电流 乘 以 线圈 面积 ,因此 该 力矩 为 
r 一 NISBsin0. (17.17) 


为 维持 线圈 转动 必须 做 机 械 功 ,其 功率 等 于 角速度 w 乘 以 力矩 : 
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YY = wr = aNISBsin 0. (17.18) 
把 上 式 和 式 (17. 14) 比 较 , 可 见 为 了 转动 线圈 而 抵抗 磁力 所 需 的 机 械 功率 恰好 等 于 61, 即 
发 电机 的 电动 势 所 输送 出 来 的 电能 的 功率 。 在 发 电机 中 用 掉 的 全 部 机 械 能 表现 为 电路 
上 的 电能 。 

作为 由 于 感 生 电动 势 而 产生 的 电流 和 力 的 另 一 个 例子 ,让 我 们 分 析 在 $17-1 中 曾 描述 
过 、 如 图 17-1 所 示 的 设备 中 发 生 的 事情 。 那 里 有 两 根 平行 导线 和 一 根 滑动 横 杆 放置 在 一 个 
垂直 于 该 平行 导线 平面 的 磁场 中 。 现 在 让 我 们 假定 该 U 形 “ 底 "部 (图 中 的 左 端 ) 是 由 高 电 
阻 导线 制 成 ,而 那 两 根 侧线 由 像 铜 一 样 的 良 导体 制 成 一 一 于 是 我 们 就 不 必 担 心 当 横 杆 移动 
时 电路 的 电阻 会 发 生 改 变 。 和 以 前 一 样 ,电路 的 电动 势 为 


€= vBw. (17.19) 
电路 中 的 电流 与 这 个 电动 势 成 正比 而 与 电路 的 电阻 成 反比 : 


TI 一 五 一 一 (17. 20) 


由 于 这 个 电流 ,所 以 就 会 有 作用 于 横 杆 上 的 磁力 ,这 力 与 杆 的 长 度 、 杆 中 的 电流 以 及 磁 
场 均 成 正比 , 即 


下 = Blw. (17.21) 
由 式 (17. 20) 取 ,因而 对 于 力 便 有 
F=Bw 
= 个 (17. 22) 


R 


我 们 看 到 , 力 与 横 杆 的 速度 成 正比 。 正 如 你 可 以 很 容易 就 明白 ,这 个 力 的 方向 与 杆 的 移动 速 
度 相 反 。 这 种 像 黏 力 那样 与 “速度 正比 "的 力 ,每 当 在 磁场 中 移动 导体 而 产生 感 生 电流 时 总 
会 出 现 。 在 上 一 章 中 我 们 所 举 的 有 关 涡 流 的 例子 ,也 会 产生 作用 在 导体 上 、 与 导体 速度 成 正 
比 的 力 ,尽管 一 般 来 说 ,这 样 的 情况 都 会 给 出 难以 进行 分 析 的 复杂 电流 分 布 。 

在 机 械 系统 的 设计 中 ,要 得 到 与 速度 成 正比 的 阻尼 力 往往 是 方便 的 。 涡 流 力 提供 一 个 
获得 这 种 与 速度 有 关 的 力 的 最 方便 办 法 。 应 用 这 种 力 的 一 个 例子 就 是 普通 的 家 用 电表 。 在 
电表 中 有 一 个 旋转 于 永 磁铁 两 极 间 的 薄 铝 盘 。 这 个 盘 由 一 个 小 电动 机 驱动 ,其 力矩 与 家 庭 
电路 中 所 消耗 的 功率 成 正比 。 鉴 于 在 盘 中 的 这 个 涡流 力 , 便 会 有 一 个 正比 于 速度 的 阻力 , 当 
平衡 时 该 速度 与 电能 消耗 的 速率 成 正比 。 利 用 一 个 连接 于 转盘 上 的 计数 器 ,就 把 它 的 转 数 
记录 下 来 了 。 这 个 数目 就 是 总 能 量 消耗 、 亦 即 所 用 去 的 瓦 时 数 的 指示 。 

我 们 也 可 以 指出 , 式 (17. 22) 表 明 来 自 感 生 电流 的 力 一 一 也 就 是 任何 涡 旋 电流 的 力 一 一 
均 与 电阻 成 反比 。 材 料 的 导电 性 能 越 好 ,这 力 就 越 大 。 当 然 原 因 在 于 电阻 低 , 电 动 势 所 产生 
的 电流 就 更 强 , 而 较 强 的 电流 表示 较 大 的 机 械 力 。 

从 那些 公式 我 们 也 可 以 看 出 ,机 械 能 是 如 何 转变 成 电能 的 。 如 前 所 述 ,对 电路 中 电阻 所 
提供 的 电能 为 积 EI。 当 移动 导电 横 杆 时 对 其 所 做 的 功率 ,为 杆 受 到 的 作用 力 乘 以 杆 的 速 
度 。 利 用 关于 力 的 式 (17. 22) 后 ,所 做 的 功率 为 
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我 们 看 到 ,这 确实 等 于 由 式 (17. 19) 和 (17. 20) 所 该 获得 的 积 EI。 机械 功 再 次 表现 为 电能 。 


$17-6 互 感 


现在 我 们 想 要 考虑 一 种 导线 线圈 固定 而 磁场 在 变化 的 情形 。 当 我 们 过 去 描述 磁场 由 电 
流产 生 时 , 仅 考虑 恒定 电流 的 情况 。 但 只 要 电流 变化 缓慢 ,磁场 在 每 一 时 刻 就 几乎 与 一 恒定 
电流 的 磁场 相同 。 在 这 一 节 的 讨论 中 ,我 们 将 假定 电流 总 是 足够 缓慢 地 变化 着 ,使 得 这 种 情 

况 保持 正确 。 
导致 变压器 起 作用 的 那些 基本 效应 ,可 由 图 17-8 
\ 要 手 所 示 的 那 两 个 线圈 的 配置 来 加 以 演示 。 线 圈 1 由 绕 成 长 
线圈 1 


二 一 一。 蝇 线 管 形状 的 一 根 金属 导线 构成 。 在 这 个 线 图 外 面 一 

QD 与 之 绝缘 的 一 还 统 上 一 个 仅 有 几 克 导线 的 线 曙 2。 

于 沁 现在 , 若 电流 通过 线 图 1, 我 们 知道 在 其 内 部 将 出 现 一 

N22 磁场 ,这 磁场 也 穿 过 线圈 2。 当 线圈 1 中 的 电流 变化 时 ， 

人 磁 通 量 也 起 变化 , 从 而 将 会 在 线圈 2 中 感 生 一 电动 势 。 
SZ 现在 我 们 将 计算 这 一 感 生 电动 势 。 

Na ) 在 13-5 中 我 们 曾 看 到 ,在 一 长 螺 线 管内 磁场 是 


均匀 的 ,而 其 大 小 为 


”NN 
J es 2 Nn, (17.23) 
/ ec { 
式 中 NN, 为 线圈 1 的 玩 数 ,了 为 通过 其 中 的 电流 ,而 1 即 


为 线圈 长 度 。 令 线圈 1 的 横 截面 积 为 5, 那 么 B 的 通 量 
就 是 它 的 大 小 乘 以 S。 如 果 线 圈 2 共有 N: 臣 , 则 这 通 
量 与 线圈 2 耦合 了 N: 次 。 因 而 在 线圈 2 中 的 电动 势 就 








图 17-8 线圈 1 中 的 电流 会 产生 一 
个 穿 过 线圈 2 的 磁场 


由 下 式 给 出 : 


& =— N:S 户 . (17.24) 


在 式 (17. 23) 中 ,唯一 随时 间 变 化 的 量 为 I 。 因 此 电动 势 为 


NNS dl 


6 
orl dt 


(17. 25) 


我 们 看 到 ， 2 中 的 电动 势 与 在 线圈 1 中 的 电流 变化 率 成 正比 。 该 比例 常数 基本 上 
是 两 线圈 的 一 个 几何 因数 , 称 为 互感 ,而 往往 被 记 作 Mz, 。 于 是 式 (17. 25) 便 可 以 写成 





&= Mn a (17. 26) 


现在 假设 电流 通过 线圈 2 而 要 问 线圈 1 中 的 电动 势 。 我 们 应 该 计算 出 磁场 , 它 处 处 与 
电流 I; 成 正比 。 穿 过 线圈 1 的 磁 通 还 连 数 应 与 几何 形状 有 关 , 但 同时 又 应 与 1 成 正比 。 
因此 ,在 线圈 1 中 的 电动 势 再 次 正比 于 dl: /di, 可 以 把 它 写成 
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= Mz (17.27) 


要 算出 Ms , 比 起 刚才 对 于 Mz 所 做 的 计算 更 困难 一 些 。 我 们 不 打算 现在 就 来 进行 计算 , 因 
为 在 本 章 稍 后 将 会 证 明 Mi 必然 等 于 Ma 。 

由 于 任何 线圈 中 的 磁场 总 是 与 其 电流 成 正比 ,因此 对 任何 两 个 线圈 就 会 获得 同 种 类 型 
的 结果 。 式 (17. 26) 和 (17. 27) 具 有 相同 形式 ,只 是 常数 Ma 和 Mi; 不同, 它们 之 值 应 取决 于 
两 线圈 的 形状 和 它们 的 相对 位 置 。 

假设 我 们 希望 求 得 任意 两 个 线圈 一 一 比如 如 图 17-9 所 示 的 那 两 个 线圈 一 一 之 间 的 
互感 ,我 们 知道 在 线圈 1 中 的 电动 势 其 一 般 
表 式 可 写成 


式 中 B 为 磁场 ,而 积分 是 对 以 电路 1 为 边界 
的 整个 面 进行 的 。 在 $ 14-1 中 我 们 已 经 知 
道 ,这 种 对 B 的 面积 分 可 以 与 矢 势 的 一 个 线 
积分 相 联 系 。 具 体 地 说 为 





图 17-9 任何 两 个 线圈 都 有 与 ds ds; /rs 
的 积分 成 正比 的 互感 M 


式 中 A 代表 矢 势 ,而 ds, 则 是 电路 1 的 一 个 线 元 。 该 线 积分 必须 环绕 电路 1 进行 。 因 此 ,在 
线圈 1 中 的 电动 势 可 以 写成 


&=—4d A dds. (17. 28) 


现在 让 我 们 假设 在 电路 1 处 的 矢 势 是 由 电路 2 中 的 电流 产生 的 。 于 是 这 矢 势 便 可 以 写 
成 环绕 电路 2 的 一 个 线 积 分 : 
1 Tds: 


4reoczjJ riz 





， (17.29) 





式 中 有 代表 电路 2 中 的 电流 ,而 74: 则 是 从 电路 2 中 的 线 元 ds 至 电路 1 上 我 们 正在 计算 其 
矢 势 的 那 一 点 之 间 的 距离 ( 见 图 17-9)。 合 并 式 (17. 28) 和 (17. 29) , 则 可 将 电路 1 中 的 电动 
势 表达 成 一 个 双重 的 线 积分 : 


Pe Lds: ,as 


oy 四 
4recz dtJ oy) ma 


式 中 的 积分 全 都 是 对 于 固定 电路 进行 的 。 唯 一 与 积分 的 变量 无 关 的 只 有 电流 I.。 因 此 ,我 
们 可 以 把 它 提 到 两 个 积分 号 之 外 。 于 是 电动 势 就 可 以 写成 


式 中 系数 Mi 为 
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a 1 dsz » ds 


4mreoc rz 


从 这 一 积分 我 们 见 到 ,Ms 仅 取决 于 电路 的 几何 结构 , 它 依赖 于 两 电路 间 的 一 种 平均 间距 ， 
而 在 这 个 平均 过 程 中 对 两 线圈 互相 平行 的 那些 节 段 必须 加 权 。 我 们 的 式 子 可 以 用 来 计算 两 
个 任意 形状 电路 间 的 互感 。 并 且 , 它 表明 Mi 的 积分 与 Ma 的 积分 全 同 。 因 此 ,我 们 已 证 明 
了 这 两 系数 是 全 等 的 。 对 于 只 含有 两 个 线圈 的 系统 ,这 两 个 系数 Mi* 和 Ma 常 被 表示 成 没 
有 任何 下 角 标 的 符号 M, 简 单 叫 作 互 感 : 


Ms = Mn=M. 


§17-7 自 感 


在 对 图 17-8 或 17-9 的 两 个 线圈 中 的 感 生 电动 势 进行 讨论 时 ,我 们 仅仅 考虑 了 其 中 一 
个 线圈 中 电流 的 情况 。 如 果 两 个 线圈 中 同时 载 有 电流 , 则 耦合 到 每 一 线圈 的 磁 通 量 就 将 是 
那些 分 开 存 在 着 的 两 个 通 量 之 和 ,因为 倒 加 定律 对 于 磁场 是 适用 的 。 因 此 ,每 个 线圈 中 的 电 
动 势 不 仅 正比 于 另 一 线圈 中 的 电流 变化 ,而 且 也 正比 于 该 线圈 本 身 的 电流 变化 。 于 是 ,在 线 
圈 2 中 的 总 电动 势 就 应 当 写 成 
dl: 


&= Ma 时 +Ms 旦 . (17.31) 


同 理 , 线 圈 1 中 的 电动 势 将 不 仅 依赖 于 在 线圈 2 中 的 变化 电流 ,而 且 也 依赖 于 本 身 的 变 
化 电流 : 


dl 


= Mi 到 十 Mn (17.32) 


系数 Mss 和 Mu 都 永远 是 负数 ,通常 被 写成 
My =—L1, Mn =—L:, (17. 33) 


其 中 Li 和 上 L: 分 别称 为 两 个 线圈 的 自 感 。 

当然 ,即使 仅 有 一 个 线圈 , 自 感 电动 势 依然 存在 。 任 一 线圈 因 自 身 的 原因 都 有 一 个 自 
感 L。 电 动 势 将 正比 于 其 中 电流 的 变化 率 。 对 于 单个 线圈 ,通常 采取 这 样 的 惯例 , 即 如 果 
电动 势 与 电流 的 方向 相同 , 那 它们 就 被 认为 是 正 的 。 按 照 这 种 惯例 ,我 们 可 以 把 单个 线 
圈 的 电动 势 写 成 


= 
6= LE (17.34) 
负 号 指明 该 电动 势 反 抗 电流 的 变化 一 一 故常 称 为 “ 反 电动 势 "。 
由 于 任何 线圈 都 有 反抗 电流 变化 的 自 感 ,所 以 线圈 里 的 电流 就 有 一 种 惯性 。 事 实 上 ,如 
果 想 要 改变 线圈 里 的 电流 ,就 必须 把 线圈 接 至 某 一 电池 组 或 发 电机 的 外 电压 源 来 克服 这 一 
惯性 ,原理 图 如 图 17-10(a) 所 示 。 在 这 样 一 个 电路 中 ,电流 了 按照 如 下 关系 依赖 于 电压 V: 


* 式 (17.31) 和 (17.32) 中 Mi: 和 Mo 的 符号 取决 于 对 该 两 线圈 中 正 电流 向 指 的 任意 选择 。 
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V=LE: (17.35) 





(a) (b) 
图 17-10 (a) 含有 一 电压 源 和 一 自 感 的 电路 ; (b) 类 似 的 机 械 系统 


这 一 方程 与 粒子 在 一 维 中 情况 下 的 牛顿 运动 定律 具有 相同 形式 。 因 此 ,我 们 可 以 按 “ 相 
同 的 方程 具有 相同 的 解 "的 原则 来 对 它 进行 研究 。 这 样 , 若 把 外 加 电压 V 对 应 于 所 加 的 外 
力 下 ,而 把 线圈 中 的 电流 对 应 于 粒子 的 速度 , 则 该 线圈 的 自 感 就 对 应 于 粒子 的 质量 m"。 看 
一 看 图 17-10(b)。 我 们 可 以 编制 一 个 关于 各 相应 量 的 对 照 表 : 


才子 线 加 
F( 力 ) (电势 关 ) 
以 速度 ) I 电流 ) 
zz( 位 移 ) (电荷) 
F=m 所 Vv=L 于 
mv( 动 量 ) LI 
去 mw (动能 ) 去 P( 磁 能 ) 


$17-8 电感 与 磁 能 


继续 上 一 节 中 所 进行 的 类 比 ,我 们 就 会 预期 ,对 应 于 其 变化 率 为 作用 力 的 机 械 动量 p 二 
mv, 就 会 有 一 个 等 于 LI 的 类 似 量 ,其 变化 率 为 V。 当 然 ,我 们 并 没有 任何 权利 讲 LI 就 是 电 
路 的 真实 动量 ,事实 上 , 它 并 不 是 。 整 个 电路 可 能 固定 不 动 而 没有 任何 动量 。LI 与 动量 mv 


相 类 似 只 是 在 彼此 都 满足 相对 应 的 方程 这 一 意义 上 说 的 。 同样 ,对 于 动能 却 mm ,也 有 一 类 


似 量 去 下 与 之 对 应 。 但 这 里 却 使 我 们 感到 惊异 ,这 二 在 电 的 情况 下 的 确 就 是 能 量 。 
这 是 因为 对 电感 做 功 的 时 间 变化 率 为 VI ,而 它 在 力学 系统 中 相应 的 量 为 Fv。 因 此 ,就 能 量 
来 说 ,这 些 量 不 但 在 数学 上 彼此 对 应 ,而 且 也 具有 相同 的 物理 意义 。 

从 下 面 所 述 情况 我 们 可 更 详尽 地 明了 这 一 点 。 就 像 在 式 (17. 16) 中 我 们 曾经 求 得 的 那 
样 ,由 感应 力 所 做 的 电 功 其 时 间 变化 率 为 电动 势 与 电流 之 积 : 


* 附带 说 一 下 ,这 并 不 是 在 力学 量 与 电学 量 之 问 能 够 建立 起 对 应 关系 的 叭 一 途径 。 
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dW _ 
ws 


将 式 (17. 34) 中 用 电流 表示 的 《代入 上 式 , 我 们 得 
= FE (17. 36) 


对 这 一 方程 进行 积分 , 则 就 求 得 在 建立 电流 过 程 中 为 了 克服 自 感 电动 势 而 需要 从 外 部 电源 
获得 的 能 量 *( 这 必定 等 于 所 储存 的 能 量 UU) 为 


一 多 一口 = 去 LP. (17.37) 


因此 ,储藏 于 自 感 中 的 能 量 为 却 L 严 。 
把 与 此 相同 的 论据 应 用 于 诸如 图 17-8 或 17-9 中 的 那 一 对 线圈 ,就 可 以 证 明 该 系统 的 
总 电能 由 下 式 给 出 : 


U0 = 二 + 让 [B MLL. (17. 38) 


为 此 , 设 开 始 时 两 线圈 中 的 了 二 0, 然后 可 以 先 在 线圈 1 中 接 通 电流 1 ,让 线圈 2 中 的 电流 
I =0。 此 时 所 做 的 功 正好 为 去 Li。 但 现在 当 接 通 I 时 ,就 不 仅 在 电路 2 中 对 抗 电动 势 


做 功 去 L: 玉 ,而 且 也 做 了 附加 的 功 MI ,后 者 等 于 电路 1 中 电动 势 [M(dl: /dt)] 的 时 间 积 


分 ,再 乘 以 该 电路 中 当时 的 恒定 电流 了 。 

假设 现在 希望 求 出 分 别 带 有 电流 I 和 I 的 任意 两 个 线圈 之 间 的 作用 力 。 首 先 我 们 也 许 
预期 ,可 以 应 用 虚 功 原理 通过 取 式 (17. 38) 中 的 能 量变 化 而 求 得 。 当 然 , 还 必须 记 住 , 当 我 们 改 
变 两 线圈 的 相对 位 置 时 ,唯一 变化 的 量 是 互感 M。 这 样 ,我 们 也 许 会 把 虚 功 原理 方程 写成 : 


一 FAz = AU = II,AM( 错 了 ). 
但 这 个 式 子 却 是 错误 的 。 因 为 ,正如 我 们 以 前 曾经 见 过 的 , 它 只 包括 两 线圈 中 的 能 量变 化 ， 
而 没有 包括 为 使 电流 I 和 I 保持 恒定 值 的 那些 电源 的 能 量变 化 。 现 在 我 们 能 够 理解 这 些 
电源 必须 在 线圈 移动 时 供应 能 量 以 便 抵 抗 线圈 中 的 感 生 电 动 势 。 如 果 想 要 正确 地 应 用 虚 功 


原理 ,就 必须 把 这 些 能 量 也 包括 进去 。 然 而 ,正如 我 们 曾经 见 到 的 ,可 以 取 一 捷径 ,通过 回忆 
知道 总 能 量 等 于 所 谓 的 “机 械 能 "Unw 的 负 值 后 ,再 应 用 虚 功 原理 。 因 此 ,我 们 可 以 把 力 写成 : 


一 FAz = AUwt =— AU. (17. 39) 


于 是 两 线圈 间 之 力 由 下 式 给 出 : 
FAz = T1;AM. 


关于 两 线圈 系统 的 能 量 表示 式 (17. 38) ,可 以 用 来 证 明 两 线圈 间 的 互感 M 与 自 感 L, 和 


* 目前 我 们 忽略 电流 在 线圈 的 电阻 中 发 热 而 引起 的 任何 能 量 损耗 。 这 种 损耗 需要 来 自 电源 的 附加 能 
量 , 但 不 会 改变 输入 电感 中 的 能 量 。 





二 ee 一 一 一 第 17 章 语 应 定 条 27 


L; 之 间 存 在 一 个 有 趣 的 不 等 式 。 十 分 清楚 ,两 线圈 的 能 量 必须 总 是 正 的 。 如 果 把 两 线圈 的 
电流 从 零 开始 增加 到 某 个 值 , 则 我 们 就 已 经 在 给 该 系统 输入 能 量 了 。 要 不 然 的 话 ,电流 便 会 
自发 增加 而 同时 又 对 世界 其 他 部 分 释放 能 量 一 一 一 件 不 可 能 会 发 生 的 事情 ! 现在 ,我 们 的 
能 量 表示 式 (17. 38) 也 同样 可 以 写成 如 下 形式 : 

v=#r(n +Er) + 去 (二 一 拓 ) 瑟 (17.40) 


这 只 是 一 个 代数 变换 。 这 个 量 对 于 I 和 I; 的 任何 值 都 必须 始终 为 正 。 特 别 是 即使 1 恰巧 
为 特殊 值 


了 = 


LL 
ee mr (17.41) 
它 仍 必须 为 正 。 但 对 于 有 这 个 电流 , 式 (17. 40) 中 的 首 项 为 零 。 如 果 能 量 一 定 是 正 值 , 则 式 
(17. 40) 的 末 项 就 必须 大 于 零 。 因 而 要 求 有 
LiL: > M:. 


这 样 ,我 们 就 已 证 明了 这 个 普遍 结果 :任意 两 个 线圈 互感 M 的 大 小 必然 小 于 或 等 于 两 个 自 
感 的 几何 平均 值 (M 本 身 是 可 正 可 负 的 ,这 取决 于 对 电流 I 和 I 的 符号 约定 )。 


I M1<VLiL:. (17.42) 
M 与 自 感 的 关系 常 被 写成 
M 一 《VEIE: (17.43) 


常数 人称 为 耦合 系数 。 如 果 来 自 一 个 线圈 的 通 量 大 部 分 贯穿 另 一 个 线圈 , 则 该 耦合 系数 很 
接近 于 1 ,我 们 说 该 两 线圈 是 “ 紧 耦 合 " 的 。 如 果 两 线圈 相距 很 远 , 或 由 另外 的 安排 使 得 其 互 
相 贯 串 的 通 量 很 少 , 则 耦合 系数 接近 于 零 ,而 互感 便 很 小 了 。 

为 计算 两 线圈 的 互感 ,我 们 在 式 (17. 30) 中 已 给 出 了 一 个 环绕 两 电路 的 双重 线 积分 公 
式 。 或 许 我 们 认为 ,可 以 利用 相同 的 公式 通过 环绕 同一 个 线圈 进行 两 次 线 积分 而 获得 单个 
线圈 的 自 感 。 然 而 ,这 办 法 行 不 通 ,因为 在 环绕 两 个 线圈 积分 时 , 若 两 线圈 都 落 在 同一 点 , 则 
被 积 函数 中 的 分 母 ma 将 会 趋 于 零 ,于 是 从 这 个 式 所 得 到 的 自 感 就 会 无 限 大 。 原 因 在 于 这 个 
公式 是 一 种 近似 ,只 有 当 两 电路 的 导线 截面 比 从 一 个 电路 至 另 一 个 电路 的 距离 小 时 这 个 公 
式 才 适 用 。 很 清楚 ,这 样 一 种 近似 对 于 单个 线圈 并 不 成 立 。 事 实 上 ,单个 线圈 的 自 感 , 当 其 
中 导线 的 直径 变 得 越 来 越 小 时 , 真 的 会 按照 对 数 函 数 方式 趋 于 无 限 大 。 

这 样 ,我 们 就 必须 寻找 计算 单个 线圈 自 感 的 另 一 种 方法 。 有 必要 将 导线 里 的 电流 分 布 
也 计算 在 内 ,因为 导线 的 大 小 是 一 个 重要 参数 。 因 此 ,我 们 不 应 去 追究 一 个 “电路 "的 自 感 如 
何 ,而 应 去 寻求 导体 分 布 的 自 感 如 何 。 或 许 求 出 自 感 最 方便 的 办 法 是 利用 磁 能 。 以 前 我 们 
在 8$ 15-3 中 曾 求 出 过 关于 恒定 电流 分 布 的 磁 能 表示 式 : 


= 
w= 站 4dV. (17.44) 


如 果 已 知 电流 密度 j 的 分 布 , 则 可 以 算出 矢 势 4, 并 进一步 算出 式 (17. 44) 的 积分 而 获得 能 
量 。 这 个 能 量 等 于 自 感 的 磁 能 , 即 却 LF。 令 两 者 相等 我 们 就 给 出 了 关于 自 感 的 公式 : 
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这 二 去 上 . AdV. (17.45) 


当然 ,我 们 期 望 , 自 感 是 只 与 该 电路 的 几何 形状 有 关 而 与 电路 中 的 电流 I 无关 的 一 个 数值 。 
式 (17.45) 的 确 会 给 出 这 样 的 结果 ,因为 这 个 式 中 的 积分 与 电流 的 平方 成 正比 ,电流 通过 j 
出 现 一 次 ,通过 矢 势 4 又 出 现 一 次 。 这 积分 除 以 正 后 将 与 电路 的 几何 形状 有 关 而 与 电流 I 
无 关 了 。 

关于 电流 分 布 的 能 量 表示 式 (17. 44) ,可 以 写成 一 个 十 分 不 同 的 形式 ,后 者 有 时 更 便于 计 
算 ,并 且 , 正 如 我 们 以 后 将 见 到 的 , 它 是 一 种 重要 形式 ,因为 它 的 正确 性 更 普遍 。 在 关于 能 量 的 
公式 (17.44) 中 ,4 和 了 两 者 都 可 以 联系 到 加 ,因而 可 以 指望 用 磁场 来 表示 这 能 量 一 一 就 像 过 去 
我 们 能 够 把 静电 能 同 电场 联系 起 来 那样 。 我 们 通过 用 ec YX 下 代替 了 开始 ,但 不 能 那么 容易 
地 代替 4, 因 为 B 二 VXA , 所 以 并 不 能 倒 过 来 用 B 给 出 4。 但 无 论 如 何 , 我 们 总 可 以 写 出 


u= 室 (VXB) .4dV. (17. 46) 
有 趣 的 是 ,附带 一 些 限制 条 件 ,这 个 积分 可 以 写成 
= 笃 |e. wxha)av. (17.47) 
为 看 清 这 一 点 ,我 们 将 其 中 一 个 典型 项 详细 写 出 。 假 定 我 们 处 理 式 (17. 46) 积 分 中 所 含 的 项 
(VX B).A.。 将 其 各 部 分 写 出 , 便 得 
|( 吕 - 吏 )a.ardyaz 


(当然 ,还 有 两 个 相同 类 型 的 积分 )。 现 在 就 第 一 项 对 z 进行 积分 一 一 采用 分 部 积分 法 ,这 
就 是 说 ,我 们 可 以 有 


9A,. 
az 





| 有 4.dz =B,A; -Js, 


现在 假定 我 们 的 系统 一 一 指 各 源 及 各 场 一 一 是 有 限 的 ,因而 在 无 限 远 处 所 有 的 场 都 趋 于 零 。 
这 样 , 若 那些 积分 都 是 对 全 部 空间 进行 的 , 则 在 积分 限 处 项 B,A, 的 值 将 为 零 。 剩 下 的 就 只 
有 B,(3A. /az) 那 一 项 ,这 显然 是 B, (VX4), 的 一 部 分 ,因而 也 就 是 B. (VXA4) 的 一 部 分 。 
如 果 你 又 算出 其 余 五 项 ,就 将 看 到 式 (17. 47) 的 确 与 式 (17. 46) 等 效 。 

但 现在 我 们 可 用 B 来 代替 VX 4, 从 而 获得 


= [Bp. 
UvU= FJ BdV. (17.48) 


上 式 已 经 把 一 静 磁 情况 的 能 量 仅 用 磁场 来 表示 ,这 一 表示 式 紧密 地 对 应 于 我 们 曾经 得 到 的 
静电 能 公式 : 
U= gle * EdV. (17.49) 


之 所 以 强调 这 两 个 能 量 公式 ,其 中 的 一 个 原因 是 ,有 时 它们 更 便于 应 用 。 而 更 为 重要 的 
是 ,事实 证 明 , 对 于 动态 场 ( 当 E 和 B 都 随时 间 变 化 时 ) 这 两 个 表示 式 (17. 48) 和 (17. 49) 都 保持 
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正确 ,而 以 往 关 于 电能 和 磁 能 所 曾 给 出 的 其 他 公式 则 不 再 正确 一 一 它们 仅 适用 于 静态 场 。 
如 果 对 单个 线圈 的 磁场 已 经 了 解 , 则 可 以 通过 使 能 量 表示 式 (17. 48) 等 于 圭 LT 而 求 出 


自 感 。 让 我 们 通过 求 出 长 螺 线 管 的 自 感 来 看 看 这 是 如 何 计算 出 来 的 。 以 前 就 知道 长 螺 线 管 
里 的 磁场 是 均匀 的 而 管 外 的 B 为 零 。 管 内 磁场 的 大 小 为 B = wnJ /ec ), 其 中 为 单位 长 度 
的 绕 线 三 数 ,而 1 为 电流 。 如 果 该 线圈 的 半径 为 r 而 其 长 度 为 (我 们 设想 1 很 长 ,也 即 1 >， 
从 而 可 以 忽略 边缘 效应 ) , 则 管内 的 体积 为 wl。 因而 磁 能 为 


， zp 
UU 一 名 BF (体积 ) = 六 二 rr1， 


它 等 于 去 LT , 即 





有 (17.50) 


第 18 章 麦克 斯 书 方程 组 


$18-1 麦克 斯 韦 方程 组 


本 章 我 们 将 回 到 第 1 章 中 作为 我 们 起 点 的 、 由 四 个 式 子 构成 的 完整 的 麦克 斯 韦 方程 
组 。 到 目前 为 止 ,我 们 已 经 零碎 地 研究 过 麦克 斯 韦 方程 组 ,现在 是 把 最 后 一 部 分 加 进去 并 将 
其 全 都 合 起 来 的 时 候 了 。 于 是 对 于 可 能 以 任何 形式 随时 间 变化 的 电磁 场 ,我 们 将 有 完整 而 
又 正确 的 描述 。 在 这 一 章 中 所 谈 到 的 任何 事情 与 以 前 谈 到 的 事情 发 生 矛 盾 的 话 , 则 都 以 本 
章 为 准 ,以 前 所 谈 到 的 是 错误 的 一 一 因为 以 前 所 论述 的 只 适用 于 诸如 恒定 电流 和 固定 电荷 
那样 一 些 特殊 情况 。 尽 管 过 去 每 当 我 们 写 出 一 个 方程 时 总 是 十 分 细心 地 指出 它 受 到 的 限 
制 ,但 很 容易 把 所 有 的 限制 条 件 都 忘记 了 ,而 且 很 容易 对 那些 不 正确 的 方程 学 得 过 分 认真 。 
现在 我 们 准备 给 出 全 部 真理 ,而 不 附带 (或 几乎 不 具有 ) 任 何 限制 条 件 。 

整套 麦克 斯 韦 方程 组 列 于 表 18-1 中 ,其 中 包括 语言 和 数学 符号 两 种 表达 方式 。 语 言 与 方 
程式 等 效 这 一 事实 从 现在 就 应 该 熟悉 它 一 一 你 应 当 能 够 从 一 种 形式 顺利 地 变换 到 另 一 种 形式 。 


表 18-1 经 典 物理 学 


麦克 斯 书 方程 组 : 
到 《 穿 过 一 闭合 面 的 尼 通 量 ) 一 ( 面 内 电荷 ) ho 


I.VxE=- 台 ( 忆 环 缠 一 回路 的 线 积分 ) 一 一 二 〈 穿 过 该 回路 的 旭 通 量 ) 
@. VB=0 《 穿 过 一 闭合 面 的 B 通 量 ) 一 0 
.exB- 二 十 红 *。 (环绕 一 回路 的 积分 ) ~- 穿 过 该 回路 的 电流 /o 十 量 《 窜 过 该 回路 的 到 通 最 ) 


= 


-1 一 -四 ( 穿 过 一 闭合 面 的 电流 通 量 ) 一 一 号 (闭合 面 内 电荷 ) 
力 的 定律: 
F=4qE+rXB) 
运动 定律 : 


EE 


d 
十 (P) 二 下, 其 中 p= V3 


(经 爱 因 斯 坦 修正 过 的 牛顿 定律 ) 


引力 : 


P=—Gue, 








第 一 个 方程 一 一 E 的 散 度 等 于 电荷 密度 除 以 (一 一 是 普遍 正确 的 。 无 论 对 于 动态 场 或 
静态 场 ,高 斯 定律 永远 正确 。 穿 过 任何 闭合 面 的 E 通 量 与 面 内 电荷 成 正比 。 第 三 个 方程 是 
与 第 一 个 方程 相对 应 的 关于 磁场 的 一 般 定律 。 由 于 不 存在 磁 荷 ,所 以 通过 任 一 闭合 面 的 B 
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通 量 总 是 等 于 零 。 第 二 个 方程 , 即 E 的 旋 度 为 一 9B /31, 这 就 是 法 拉 第 定律 ,我 们 在 前 面 两 
章 中 已 经 讨论 过 了 , 它 也 是 普遍 正确 的 。 最 未 一 个 方程 含有 某 种 新 的 东西 ,以 前 我 们 只 看 到 
对 恒定 电流 才 适 用 的 那 一 部 分 。 在 那 种 情况 下 ,我 们 曾经 说 过 B 的 旋 度 为 j /ec ) ,但 普遍 
正确 的 方程 则 还 带 有 一 个 由 麦克 斯 韦 发 现 的 新 的 项 。 

在 麦克 斯 韦 完成 其 工作 以 前 , 电 和 磁 方 面 的 已 知 定律 就 是 从 第 3 章 至 第 17 章 中 我 们 曾 
经 学 习 过 的 那些 。 特 别 是 ,关于 恒定 电流 的 磁场 方程 仅仅 知道 为 


vxB= 起 . (18.1) 


eo 


麦克 斯 韦 从 考虑 这 些 已 知 定律 开始 并 将 其 表达 成 微分 方程 ,正如 我 们 这 里 曾经 做 过 的 那样 
(虽然 当时 V 这 一 符号 尚未 发 明 , 但 今天 我 们 称 为 旋 度 和 散 度 的 那些 微 商 组 合 的 重要 性 ,就 
是 由 于 麦克 斯 韦 才 首次 显示 出 来 )。 后 来 他 又 注意 到 式 (18. 1) 有 些 奇怪 。 如 果 我 们 取 这 一 
方程 的 散 度 ,左边 将 是 零 ,因为 一 个 旋 度 的 散 度 始终 等 于 零 ,所 以 这 一 方程 要 求 j 的 散 度 也 
是 零 ,但 如 果 j 的 散 度 为 零 , 则 从 任何 闭合 面 跑 出 来 的 电流 总 通 量 也 将 是 零 。 
来 自 一 闭合 面 的 电流 通 量 等 于 该 面 内 电荷 的 减少 。 一 般 地 说 ,这 肯定 不 能 为 零 ,因为 我 
们 知道 电荷 可 以 从 一 处 移 至 另 一 处 。 事 实 上 ,方程 
9 
Vj=— 多 (18.2) 
几乎 已 是 我 们 关于 了 的 定义 了 。 这 一 方程 表示 电荷 守恒 这 样 一 个 最 基本 定律 一 一 任何 电荷 
流动 都 必须 来 自 某 个 供应 处 。 麦 克 斯 韦 认识 到 这 一 困难 ,并 提出 可 以 通过 在 式 (18. 1) 右 边 
加 进 3E /at 这 一 项 来 加 以 避免 ,于 是 他 就 得 到 了 表 18-1 上 所 列 的 那 第 四 个 方程 : 


KW. cvxB= 工 十 到. 
ea at 


在 麦克 斯 韦 时 代 人 们 还 不 习惯 于 用 抽象 的 场 来 进行 思考 。 麦 克 斯 韦 曾 利 用 好 像 弹性 固 
体 那 种 真空 来 讨论 他 的 概念 。 他 也 尝试 过 用 这 种 机 械 模型 来 解释 他 新 方程 的 意义 。 当 时 对 
接受 他 的 理论 存在 不 少 阻力 ,首先 是 由 于 他 的 模型 ,而 其 次 则 是 由 于 当初 尚未 有 实验 证 明 。 
今天 ,我 们 更 好 地 了 解 到 ,争论 点 在 于 那些 方程 本 身 ,而 并 不 是 用 来 获得 它们 的 那 种 模型 。 
我 们 仅仅 可 以 质问 这 些 方程 是 正确 的 呢 还 是 错误 的 。 这 要 通过 做 实验 来 回答 ,而 无 数 实验 
都 已 证 实 了 麦克 斯 韦 方程 组 。 如 果 把 他 用 以 建立 他 大 厦 的 脚手架 搬 开 ,我 们 将 发 现 麦克 斯 
韦 的 华丽 大 厦 本 身 仍 赂 然 屹 立 。 他 把 所 有 关于 电学 和 磁 学 的 定律 都 综合 在 一 起 而 形成 一 套 
完整 而 又 漂亮 的 理论 。 

让 我 们 来 证 明 这 一 附加 项 正好 是 为 解决 麦克 斯 韦 所 发 现 的 那个 困难 所 必需 的 。 如 果 对 
他 的 方程 ( 表 18-1 上 的 式 W ) 取 散 度 , 则 右边 的 散 度 就 应 为 零 : 


j aE 
Wt (18.3) 
在 第 二 项 中 对 坐标 与 对 时 间 取 微 商 的 次 序 可 以 对 调 ,因而 该 方程 可 以 写成 


VjtoV:E=0. (18.4) 
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但 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 第 一 个 方程 表明 ,E 的 散 度 为 p /%。。 将 这 个 等 式 代入 式 (18.4) 中 , 则 
又 回 到 式 (18. 2) ,我 们 知道 它 是 正确 的 。 反 过 来 , 若 接受 麦克 斯 韦 方程 组 一 一 事实 上 ,我 们 
接受 了 ,因为 没有 任何 人 发 现 过 一 个 实验 与 这 些 方程 不 相符 一 一 则 我 们 必定 得 出 结论 :电荷 
总 是 守恒 的 。 

物理 规律 没有 回答 下 述 问 题 :“ 如 果 电 荷 突然 在 这 里 产生 , 则 会 出 现 什么 ? 有 哪 一 些 电 
磁 效 应 该 会 发 生 ?" 对 此 没有 答案 可 以 提供 ,因为 我 们 的 方程 组 表明 ,上 述 情况 是 不 会 发 生 
的 。 要 是 它 真 的 发 生 的 话 , 便 需 要 一 些 新 的 定律 ,但 我 们 无 法 讲 清楚 这 些 定律 会 是 怎么 样 
的 ,因为 还 没有 机 会 去 观察 一 个 电荷 不 守恒 的 世界 将 会 怎样 行动 。 按 照 我 们 的 那些 方程 ,如 
果 你 突然 将 一 电荷 放 在 某 处 , 那 你 一 定 是 从 别处 把 它 带 到 那里 的 。 在 那 种 情况 下 ,你 就 能 够 
说 出 将 会 发 生 什么 了 。 

当 我 们 对 E 的 旋 度 方程 添加 一 新 项 时 ,就 发 现 有 完整 的 一 类 新 型 现象 可 以 得 到 描述 。 
我 们 即将 见 到 ,麦克 斯 书 对 VX B 那个 方程 的 一 个 小 小 附加 也 具有 深远 后 果 。 在 本 章 中 ,对 
这 些 后 果 我 们 只 能 提 及 其 中 的 几 个 。 





$18-2 新 的 项 是 如 何 起 作用 的 


作为 第 一 个 例子 ,我 们 要 考虑 一 个 具有 球 对 称 的 径 向 电流 分 布 发 生 的 情况 。 我 们 设想 
有 一 个 其 上 面 带 有 放射 性 材料 的 小 球 ,这 种 放射 性 材料 正 喷 射出 一 些 带电 粒子 (或 者 也 可 以 
设想 有 一 大 块 胶体 ,在 其 中 心 处 有 一 个 小 空 穴 ,用 一 支 皮 下 注射 针 在 空 穴 注入 了 一 些 电荷 ， 
并 从 那里 慢 慢 地 渗 漏 出 来 )。 在 上 述 任 一 种 情况 下 ,我们 都 具有 处 处 沿 径 向 流出 的 电流 。 下 
面 将 假定 ,这 一 电流 的 大 小 在 各 不 同方 向 上 都 相同 。 

令 在 任意 半径 ~ 以 内 的 总 电荷 为 Q(r)。 如 果 在 相同 半径 处 的 径 向 电流 密度 为 j(7) , 则 
式 (18. 2) 要 求 Q 减少 的 速率 为 


RD = 一 4rrj(D)， (18.5) 


现在 我 们 要 问 ,在 这 种 情况 下 由 电流 所 
产生 的 磁场 如 何 。 假 设 在 半径 为 ~ 的 球面 处 
画 出 某 一 条 回路 一 ,如 图 18-1 所 示 。 这 样 就 
有 一 些 电流 会 穿 过 该 回路 ,因而 也 许可 以 期 
望 求 出 沿 图 上 所 示 方向 的 磁场 环流 来 。 

但 这 样 我 们 就 已 经 处 于 困难 之 中 了 。B 
如 何 能 在 该 球面 上 有 任何 特殊 方向 昵 ? 对 本 
的 另 一 种 选择 将 会 容许 我 们 断定 它 的 方向 恰 
恰 与 所 示 的 相反 ,所 以 怎么 能 够 有 环绕 着 那 
些 电 流 的 B 的 任何 环流 呢 ? 

幸而 麦克 斯 韦 方程 救 了 我 们 。B 的 环流 
不 仅 取决 于 穿 过 本 的 总 电流 ,而 且 也 取决 于 
穿 过 它 的 电 通 量 对 时 间 的 变化 率 ,一 定 是 这 
图 18-1 一 个 具有 球形 对 称 的 电流 ,其 磁场 如 何 。 ”两 部 分 刚好 互相 抵消 。 让 我 们 看 看 是 否 能 证 
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明确 实 是 这 样 。 
在 半径 为 r 处 的 电场 必定 是 Q(r) /(4xer) 一 一 只 要 如 我 们 所 假定 的 那样 ,电荷 是 球 对 

称 分 布 的 。 电 场 沿 着 径 向 ,而 其 时 间 变 化 率 为 
ag_ 1 aa 
at 4ror at” 


将 此 式 与 式 (18. 5) 比 较 ,我 们 就 知道 在 任何 半径 处 





(18.6) 


Es (18.7) 


在 方程 入 中 那 两 个 源 的 项 互相 抵消 了 ,因而 B 的 旋 度 就 永远 为 零 。 在 我 们 的 例子 中 不 
存在 磁场 。 

作为 第 二 个 例子 ,我 们 考虑 用 来 对 平行 板 电容 器 充电 的 导线 的 磁场 (参见 图 18-2)。 如 
果 板 上 的 电荷 随时 间 变 化 (但 不 是 太 快 ), 则 导线 里 的 电流 等 于 dQ/dt。 我 们 会 料 到 这 电流 
将 产生 环绕 着 该 导线 的 磁场 。 肯 定 地 说 ,结束 于 极 板 的 电流 必定 产生 正常 的 磁场 一 一 它 不 
可 能 依赖 于 电流 在 何 处 消失 。 





(a) 


图 18-2 一 个 正在 充电 的 电容 器 附近 的 磁场 


假定 选取 一 条 回路  , 那 是 一 个 如 图 (a) 所 示 的 半径 为 的 圆周 。 磁 场 的 线 积分 应 等 
于 电流 I 除 以 ee, 即 


2xrB = 5. (18.8) 
2 


这 是 对 于 恒定 电流 应 该 获得 的 结果 ,不 过 在 加 上 麦克 斯 韦 的 附加 项 之 后 它 仍然 正确 ,因为 如 
果 我 们 考虑 那个 圆周 内 的 平面 S, 则 在 该 面 上 将 不 会 有 电场 (假定 那 条 导线 是 十 分 优良 的 导 
体 ), 所 以 3E /9t 的 面积 分 为 零 。 

然而 ,假设 现在 慢 慢 地 把 曲线 向 下 移动 ,直至 电容 器 的 极 板 水 平 为 止 ,我 们 得 到 的 结 
果 总 是 相同 。 此 时 电流 工 变 为 零 ,磁场 是 否 就 消失 了 呢 ? 这 将 是 十 分 奇怪 的 。 让 我 们 来 看 
看 ,对 于 那 条 其 平面 通过 电容 器 两 板 之 间 而 其 半径 为 7 的 圆周 曲线 Ps[ 图 18-2(b) ] ,麦克 斯 
韦 方程 对 此 将 做 何 解释 。B 环绕 的 线 积分 为 ?rrB , 它 必然 等 于 穿 过 该 圆 面 S: 的 已 通 量 
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对 时 间 的 微 商 。 我 们 从 高 斯 定律 得 知 ,这 个 E 通 量 应 等 于 1 乘 以 电容 器 一 个 板 上 的 电 
荷 。 于 是 就 有 


ec2mrB 一 下 (一 )- (18.9) 


那 很 方便 ,这 结果 与 我 们 在 式 (18. 8) 中 得 到 的 相同 。 对 变化 着 的 电场 取 积分 与 对 在 导 
线 里 的 电流 取 积分 给 出 相同 的 磁场 。 当 然 , 这 恰好 就 是 麦克 斯 韦 方程 所 讲 的 。 对 于 图 18-2 
(b) 所 示 的 由 同样 的 圆周 曲线 ,为 边界 的 两 个 面 S 和 S' ,只 要 应 用 与 上 述 相同 的 论证 便 
很 容易 看 出 结果 永远 应 该 如 此 。 穿 过 S, 的 有 电流 ,但 没有 电 通 量 。 而 穿 过 S1 的 则 没有 电 
流 , 但 却 有 一 个 以 速率 Te 变化 着 的 电 通 量 。 如 果 把 方程 W 应 用 到 任何 一 个 面 , 则 会 得 到 
相同 的 B。 

从 我 们 迄今 对 麦克 斯 韦 新 项 的 讨论 ,你 可 能 会 觉得 有 了 它 并 没有 增加 多 少 东西 一 一 它 
只 是 把 方程 组 安排 得 符合 于 我 们 已 经 预期 的 结果 。 诚 然 , 若 只 是 孤立 地 考虑 方程 ,就 不 会 
发 现任 何 特别 新 鲜 的 东西 。 然 而 “孤立 地 "这 个 词 却 十 分 重要 。 麦 克 斯 韦 在 方程 W 中 的 那 
个 小 小 的 改变 , 当 它 与 其 他 的 方程 结合 起 来 时 ,就 的 确 会 产生 不 少 全 新 而 又 重要 的 东西 。 然 
而 ,在 考虑 这 些 事情 之 前 ,我 们 要 对 表 18-1 多 说 几 句 。 


$18-3 全 部 经 典 物 理学 


表 18-1 包含 了 我 们 所 熟悉 的 全 部 基本 经 典 物理 学 , 即 在 1905 年 以 前 已 知 的 那 种 物理 
学 。 这 里 将 其 全 都 列 在 一 个 表 上 。 借 助 这 些 方程 ,我 们 就 能 理解 经 典 物理 的 整个 领域 。 

首先 ,我 们 拥有 麦克 斯 韦 方程 组 一 一 写成 阐述 的 形式 和 简短 的 数学 形式 两 种 。 然 后 就 
有 电荷 守恒 , 它 即 使 是 写 在 方 括号 之 内 的 ,也 因为 一 旦 我 们 有 了 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 ,就 
能 够 由 其 导出 电荷 守恒 了 ,所 以 该 表 甚至 还 稍微 有 点 重复 。 其 次 ,我 们 已 写 出 了 力 的 定律 ， 
因为 尽管 有 了 电场 和 磁场 仍 不 会 告诉 我 们 任何 东西 ,除非 我 们 知道 它们 对 于 电荷 起 着 什么 
作用 。 可 是 , 若 知 道 了 E 和 至, 我 们 就 能 求 出 作用 于 一 个 带 有 电荷 9\ 以 速度 "运动 着 的 物体 
上 的 力 。 最 后 ,虽然 有 了 这 个 力 但 并 不 告诉 我 们 什么 ,除非 我 们 知道 当 力 推动 某 件 东西 时 发 生 
了 什么 ,否则 我 们 需要 运动 定律 , 那 就 是 力 等 于 动量 的 变化 率 (记得 吗 ? 我 们 早 在 第 1 卷 中 就 
已 经 有 了 )。 我 们 甚至 通过 把 动量 写成 p = mov/1 一 矿 /C 而 将 相对 论 效应 也 包括 了 进去 。 

如 果真 正 希望 完美 无 缺 的 话 , 应 该 再 加 上 一 个 定律 一 一 牛顿 的 引力 定律 一 一 所 以 我 们 
将 其 放 在 该 表 之 末 。 

因此 ,在 一 个 小 小 的 表 中 ,我 们 有 了 经 典 物理 学 的 全 部 基本 定律 一 一 甚至 有 的 地 方 还 用 
语言 写 出 以 及 有 一 些 重复 。 这 是 一 个 伟大 时 刻 ,我 们 已 聆 上 了 一 座高 峰 , 处 在 K-2 高 峰之 
上 一 一 正在 准备 攀登 珠穆朗玛 峰 , 那 就 是 量子 力学 。 我 们 已 登 上 了 " 洛 基山 肪 分水岭" 的 那 
个 高 峰 , 而 现在 可 以 从 山 的 那 边 下 去 了 。 

我 们 一 直 在 努力 学 习 如 何 去 理 解 那些 方程 式 。 现 在 我 们 已 有 了 集合 在 一 起 的 完整 的 方 
程 组 ,以 后 将 研究 这 些 方程 具有 的 意义 一 一 它们 会 说 出 我 们 还 未 见 过 的 那些 新 东西 。 为 到 
达 这 个 目标 ,我 们 一 直 在 努力 工作 。 它 已 是 一 个 伟大 的 成 就 ,但 现在 当 我 们 见 到 这 一 成 就 的 
全 部 结果 时 ,我 们 将 令 人 愉快 地 飘然 下 坡 而 去 了 。 








$18-4 行 移 场 


现在 就 来 谈 谈 一 些 新 的 结果 。 它 们 是 由 于 将 所 有 的 麦克 斯 韦 方程 集合 在 一 起 而 产生 
的 。 首 先 ,让 我 们 看 看 在 一 个 我 们 选 定 为 特别 简单 的 情况 下 会 发 生 什 么 。 假 定 所 有 的 量 都 
仅 在 一 个 坐标 内 变化 ,我 们 的 问题 就 变 成 一 个 一 维 问题 了 。 这 样 的 情况 如 图 18-3 所 示 。 我 
们 具有 置 于 yz 平面 上 的 一 片 电荷 。 该 片 电荷 起 初 是 静止 的 ,然后 瞬息 得 到 一 个 平行 于 y 
轴 的 速度 v, 并 保持 以 这 一 恒定 速度 运动 。 你 也 许 会 为 有 这 种 “无 限 大 "的 加 速度 而 担心 ,但 
实际 上 并 不 要 紧 ,只 要 想象 该 速度 很 快 就 提高 到 v。 因 此 ,我 们 突然 就 有 一 个 面 电流 J(J 是 
在 = 方向 的 单位 宽度 中 的 电流 )。 为 了 保持 问题 简单 ,我 们 假定 还 有 一 片 静止 的 异 号 电荷 得 
加 在 yz 平面 上 ,使 得 不 会 发 生 任何 静电 效应 。 并 且 , 虽 然 在 图 上 我 们 仅仅 表明 ,在 一 个 有 
限 区 域 里 所 发 生 的 情况 ,但 应 该 想象 该 片 电荷 伸展 至 士 y 和 士 = 的 无 限 远 处 。 换 句 话说 ,我 
们 有 这 么 一 种 情况 , 即 原本 没有 电流 ,但 突然 有 了 一 个 均匀 的 面 电流 。 这 样 将 发 生 什么 呢 ? 





场 的 移动 边界 


图 18-3 一 个 无 限 大 电荷 片 突然 平行 于 其 本 身 运 动 。 这 样 就 会 有 
磁场 和 电场 以 一 恒 速 率 从 该 片 传 播 出 去 


噢 ! 当 沿 正 > 方向 上 有 一 片 电流 时 ,如 我 们 所 知 ,在 x > 0 的 地 方 就 会 产生 一 个 沿 负 = 
方向 的 磁场 ,而 在 zx < 0 的 区 域 磁场 则 沿 相反 方向 。 我 们 可 以 通过 应 用 磁场 的 线 积分 将 等 
于 电流 除 以 ee: 这 一 事实 来 求 出 B 的 大 小 。 这 样 ,就 会 得 到 B = J 了 人 (2oc ) (因为 在 一 宽度 
为 ww 的 长 片上 ,电流 1 就 是 Jw, 而 B 的 线 积分 则 为 2Bw)。 

这 向 我 们 提供 了 在 该 片 附近 一 一 即 对 于 小 z 处 一 一 的 磁场 ,但 由 于 我 们 所 设想 的 乃 是 
一 个 无 限 大 的 片 ,因而 也 会 期 望 这 同样 的 论证 应 当 给 出 在 较 大 z 值 即 在 较 远 处 的 磁场 。 可 
是 ,这 就 意味 着 , 接 通 电流 的 瞬间 ,磁场 突然 处 处 从 零 变 到 一 个 有 限 值 。 但 请 等 一 下 ! 如 果 
磁场 突然 改变 ,也 会 产生 巨大 的 电 效 应 (只 要 它 在 改变 ,就 有 电 的 效应 )。 由 于 移动 了 该 电荷 
片 ,因此 ,我 们 造成 一 个 变化 的 磁场 ,因而 电场 也 一 定 被 产生 。 如 果 有 电场 产生 , 则 它们 必定 
从 零 开 始 而 变化 至 某 一 个 量 值 。 这 样 就 将 有 个 9E /3, 与 电流 J 一 起 将 对 磁场 的 产生 做 出 
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贡献 。 因 此 ,通过 存在 大 量 交 相 混 合 的 各 个 方程 求解 时 ,我 们 不 得 不 力图 同时 求解 所 有 的 场 。 
如 果 仅仅 考察 麦克 斯 韦 方程 组 ,还 不 容易 直接 看 出 如 何 去 求 得 解答 。 因 此 ,我 们 将 首先 
向 你 们 说 明 答案 是 什么 ,然后 才 证 实 它 的 确 满足 那 
些 方程 。 答 案 是 这 样 的 :上 面 我 们 所 算出 的 场 B, 实 


| » 际 上 的 确 是 在 该 电流 片 右 面 附 近 ( 即 对 于 小 zx 值 ) 产 
| 生 的 。 结 果 一 定 是 这 样 ,因为 如 果 环绕 该 片 做 一 个 
bb 

| 





一 一 * 小 回路 , 则 不 会 有 地 方 可 供 任何 电 通 量 穿 过 。 但 是 
在 较 远 一 一 z 较 大 一 一 处 的 B 场 起 初 为 零 , 它 保持 
了 片刻 为 零 , 然 后 便 突然 增 大 。 总 之 ,我 们 一 开通 电 
流 ,磁场 立即 靠 紧 在 它 的 地 方 跃升 至 一 恒定 值 B, 然 
后 这 个 B 的 跃升 又 从 源 区 再 度 扩展 出 去 。 经 历 了 
某 一 段 时 间 后 ,在 某 一 z 值 之 内 就 将 处 处 有 一 个 均 


+。 匀 强 磁场 ,在 更 远 的 地 方 则 都 等于零。 由 于 对 称 的 
| ~ 缘故 , 它 会 朝 着 正 的 和 负 的 两 个 方向 扩展 出 去 。 
| EE 场 也 与 此 一 样 。 在 + 一 0 ( 当 我 们 开通 电流 

四 时 ) 之 前 , 场 处 处 为 零 。 然 后 在 经 历 了 时 间 : 之 后 ,E 
a 和 有 B 两 者 在 扩展 到 z 一 v 的 范围 内 都 是 均匀 的 ,而 
。 再 往外 则 均 为 零 。 这 些 场 像 潮汐 波 一 样 向 前 扩展 ， 


其 波 前 以 一 匀速 前 进 ,这 速度 最 终 将 弄 清楚 是 “, 但 
7 二 ” ”暂时 我 们 却 只 叫 它 作 v。 关 于 EE 或 B 的 大 小 与 z 的 
© 关系 曲线 ,在 时 刻 的 表现 如 图 18-4(a) 所 示 。 再 回 
图 18-4 (a) 在 电荷 片 已 经 运动 之 后 ,在 顾 一 下 图 18-3, 在 上 时 刻 ,在 z = 士 vt 的 区 域内 都 
:时 刻 作为 z 函数 的 B( 或 E) 的 大 小 ; “充满 "着 场 ,但 这 些 场 却 还 未 到 达 更 远 的 地 方 。 这 
由) 在 :一 工时 才 将 一 电荷 片 朝 着 负 > 方 。 里 要 再 次 强调 ,我 们 是 在 假定 该 电流 片 以 及 由 此 产 
二 生 的 场 E 和 B, 都 是 在 y 和 <z 方向 上 伸展 至 无 限 远 
的 (我 们 不 能 够 画 出 一 张 无 限 大 的 片 ,因而 图 中 所 示 

的 只 是 在 一 个 有 限 大 范围 内 所 发 生 的 事情 )。 

现在 ,我 们 要 对 所 发 生 的 情况 做 定量 分 析 。 为 此 ,就 要 考察 两 个 截面 图 ,一 个 是 沿 y 轴 
向 下 的 俯视 图 ,如 图 18-5 所 示 ; 另 一 个 则 是 沿 = 轴 往 回 望 的 侧 视图 ,如 图 18-6 所 示 。 我 们 
从 该 侧 视图 开始 ,就 会 见 到 该 电荷 片 正在 向 上 移动 ,在 十 z 各 处 磁场 都 指向 书 内 ;而 在 一 z 
各 处 磁场 则 指向 读者 ,电场 处 处 向 下 一 一 一 直 伸 展 至 z = 土 vt 处 。 

让 我 们 看 看 这 些 场 是 否 符合 麦克 斯 韦 方程 组 。 首 先 , 画 出 一 条 供 计算 线 积分 用 的 回路 ， 
比如 说 图 18-6 中 所 示 的 那个 矩形 T 。 你 会 注意 到 ,这 矩形 的 一 边 落 在 有 场 的 区 域 ,但 另 一 
边 却 落 在 场 还 没有 到 达 的 地 方 。 有 一 些 磁 通 量 穿 过 这 一 回路 。 如 果 这 通 量 正在 变化 着 , 则 
环绕 该 回路 应 有 电动 势 。 如 果 波 前 正在 前 进 ,就 会 有 一 个 变化 着 的 磁 通 量 ,因为 B 所 存在 
的 区 域 正在 以 速度 v 逐渐 扩大 。 在 T: 内 的 通 量 等 于 B 乘 以 存在 磁场 的 那 一 部 分 面积 。 由 
于 B 的 大 小 恒定 ,所 以 通 量 的 变化 率 就 等 于 B 的 量 值 乘 以 面积 的 变化 率 。 要 获得 面积 的 变 
化 率 挺 容易 。 若 该 矩形 的 宽度 为 工 , 则 其 中 有 B 存在 的 面积 在 时 间 At 内 将 改变 LoAt( 见 图 
18-6)。 于 是 通 量 的 变化 率 便 是 BLv。 按 照 法 拉 第 定律 ,这 应 等 于 E 环绕 T, 的 线 积分 ,而 
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图 18-6 图 18-3 的 侧 视图 


那 恰好 就 是 EL 。 于 是 我 们 就 有 方程 : 
E= wvB. (18.10) 


因此 , 若 忆 对 日 的 比率 为 w, 则 我 们 所 假设 的 这 些 场 都 将 满足 法 拉 第 方程 。 
但 那 不 是 唯一 的 方程 ,我 们 还 有 联系 着 EE 和 B 的 另 一 个 方程 ; 

2 Ey: , aE 

eVXB= i +3 (18.11) 
为 了 应 用 这 个 方程 ,我 们 考察 图 18-5 那个 俯视 图 。 我 们 已 经 知道 ,这 一 方程 将 提供 靠近 该 
电流 片 的 B 值 。 并 且 , 对 于 任何 画 在 该 片 之 外 但 在 波 前 之 后 的 回路 ,就 不 会 有 B 的 旋 度 , 也 
不 会 有 任何 j 或 变化 的 EE, 因 而 方程 式 (18. 11) 在 那里 是 正确 的 。 现 在 让 我 们 来 看 看 对 于 如 
图 18-5 所 示 的 那 条 与 波 前 相交 的 回路 T, 发 生 什么 事情 。 这 里 并 没有 电流 ,因而 方程 式 
(18. 11) 可 以 一 一 用 积分 形式 一 一 写成 


d 
2 . 一 二 四 
人 ds fis aE nda. (18. 12) 
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B 的 线 积分 恰好 就 是 B 乘 以 L 。E 通 量 的 变化 率 仅仅 是 由 前 进 的 波 前 引起 的 。 在 工 内 EE 
不 为 零 的 面积 正在 以 wvL 的 速率 增 大 ,于 是 式 (18. 12) 的 右边 就 是 vLE, 所 以 该 方程 式 变 成 


B= Er. (18.13) 


我 们 有 这 么 一 个 解 : 即 在 波 前 后 面 B 和 E 都 是 恒 量 ,它们 各 与 波 前 行进 的 方向 垂直 而 且 
彼此 之 间 也 互相 垂直 。 麦 克 斯 韦 方程 组 规定 也 对 B 的 比值 。 根 据 式 (18.10) 和 (18. 13) ,得 


E=wB 和 E = EB. 


可 是 请 等 一 等 ! 我 们 已 求 得 关于 比值 E/B 的 两 个 不 同 的 条 件 。 刚 才 描 述 的 这 种 场 能 否 确 
实 存在 呢 ? 当然 ,要 使 这 两 个 式 都 正确 ,只 能 有 一 个 速度 v, 也 即 v=c, 波 前 一 定 要 以 速度 < 
前 进 。 这 样 我 们 就 有 了 一 个 例子 ,其 中 来 自 电流 的 电 效应 以 某 个 有 限 速度 c 传播 。 

现在 试问 ,如 果 在 经 历 了 一 段 短 时 间 T 之 后 ,突然 把 电荷 片 的 运动 停止 下 来 ,会 发 生 什 
么 情况 呢 ? 应 用 竹 加 原理 我 们 能 够 看 出 将 发 生 什么 事情 。 我 们 有 过 电流 原来 为 零 , 然 后 才 
突然 开通 的 情况 ,并 且 已 知道 了 那 种 情况 的 解 。 现 在 我 们 打算 加 上 另 一 组 场 , 即 取 另 一 片 电 
荷 ,并 仅 在 开通 了 第 一 个 电流 后 的 时 刻 T, 在 相反 的 方向 以 相同 的 速率 突然 使 它 开 始 移动 。 
这 两 者 相 加 起 来 的 总 电流 起 初 为 零 , 然 后 接 通 了 一 段 时 间 T, 之 后 又 再 中 断 一 一 因为 两 电流 
恰好 互相 抵消 ,于 是 我 们 有 一 个 电流 的 矩形 “脉冲 "。 

这 一 新 的 负电 流产 生 了 与 正 电流 相同 的 场 ,只 是 所 有 的 符号 都 相反 ,当然 都 延迟 了 时 间 
T。 波 前 再 次 以 速度 传播 出 去 ,在 :时刻 它 已 到 达 了 z = 士 c(t 一 T) 的 远 处 ,如 图 18-4(b) 
所 示 。 因 此 ,就 有 两 “ 块 " 场 以 速率 < 向 外 推进 ,正如 图 18-4 的 (a) 和 (b) 两 部 分 所 示 。 至 于 

会 场 则 如 图 18-4(c) 所 示 , 在 x>>ct 处 场 为 零 ,在 + 二 c(t 一 T) 与 z= ct 之 间 场 为 恒 量 ( 具 

有 我 们 上 面 所 求 得 的 值 ) ,而 在 x 过 c(t 一 T) 处 场 又 是 零 。 

总 之 ,我 们 有 一 小 块 场 一 一 厚度 为 cT 的 一 块 一 一 离开 了 该 电流 片 而 独自 穿越 空间 传 
播 。 场 已 经 “起飞 "了 ,它们 正在 自由 地 穿越 空间 传播 着 ,不 再 与 源 有 任何 方式 的 联系 。 毛 虫 
已 变 成 了 蝴蝶 ! 

这 组 电磁 场 如 何 能 维持 它 本 身 呢 ?答案 是 :依靠 法 拉 第 定律 VXE = 一 3B /at 和 麦克 斯 
韦 新 项 VXB 二 9E /9t 的 联合 效应 。 它 们 不 得 不 维持 其 本 身 的 存在 。 假 定 磁场 已 在 消失 ， 
那 就 会 有 一 个 变化 着 的 磁场 ,而 这 变化 着 磁场 会 产生 一 个 电场 。 如 果 这 个 电场 试图 消逝 , 则 
这 变化 着 的 电场 将 再 度 产 生 磁场 。 ,通过 不 断 的 相互 影响 一 一 通过 由 一 个 场 到 另 一 个 场 
的 前 后 快速 变换 一 一 它们 必定 会 永远 继续 下 去 ,而 绝 不 会 消逝 ” ,它们 以 一 种 舞蹈 方式 一 一 一 
个 围 着 另 一 个 ,第 二 个 又 围 着 第 一 个 转 一 一 把 它们 自己 维系 在 一 起 ,穿越 空间 而 向 前 传播 。 


$18-5 光 速 








我 们 已 获得 了 一 个 离开 了 物质 源 、 而 以 速度 c 即 光速 向 外 行进 的 波 。 可 是 ,让 我 们 回顾 
一 下 ,从 历史 观点 看 ,过 去 并 不 知道 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 系数 c 就 是 光 传播 的 速率 ,当时 只 


* 响 ! 并 不 完全 正确 。 如 果 它 们 到 达 一 个 有 电荷 存在 的 区 域 , 便 可 能 被 “吸收 "。 这 意味 着 其 他 的 场 可 
以 在 某 处 产生 而 在 与 这 些 场 互相 番 加 时 ,通过 相 消 干涉 就 可 将 其 “抵消 " 掉 ( 见 第 1 卷 第 31 章 )。 
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是 一 个 方程 组 中 的 常数 。 我 们 从 一 开始 就 叫 它 做 <, 那 是 因为 已 知道 它 最 终 应 该 变 成 什么 。 
我 们 并 不 认为 ,让 你 学 习 了 含有 不 同 常数 的 公式 后 , 才 回 过 来 在 它 适当 的 地 方 代入 c, 这 是 
切合 实际 的 。 然 而 ,根据 电学 和 磁 学 的 观点 ,我们 恰好 开始 就 拿 出 两 个 常数 。 和 c? ,它们 分 
别 出 现在 静电 和 静 磁 的 方程 式 中 : 


vV.E=2 (18.14) 
与 
VxB= 十 . (18.15) 
ac 


如 果 我 们 对 于 电荷 的 单位 采取 任何 独立 的 定义 , 便 可 通过 实验 来 确定 式 (18. 14) 中 所 需 的 那 
个 常数 。 一 一 例如 利用 库仑 定律 测量 在 两 个 静止 的 单位 电荷 之 间 的 力 。 我 们 也 必须 在 实验 
上 测定 式 (18. 15) 中 出 现 的 常数 ec* ,例如 通过 测量 两 单位 电流 之 间 的 力 而 获得 (单位 电流 
指 每 秒 流 过 的 单位 电荷 )。 这 两 个 实验 常数 之 间 的 比值 为 c* 一 一 正好 是 另 一 个 “电磁 常数 ”。 

现在 应 该 注意 :无 论 我 们 选择 什么 作为 电荷 单位 ,这 个 常数 c 是 相同 的 。 如 果 把 两 
倍 “电荷 "一 一 如 两 倍 的 质子 电荷 一 一 放 进 我 们 的 电荷 “单位 "中 ,那么 。 就 必须 是 原来 的 
四 分 之 一 大 。 当 我 们 把 两 个 这 样 的 “单位 "电流 通过 两 根 导线 时 ,在 每 根 导线 中 每 秒 通过 
的 电荷 将 是 两 倍 ,因而 在 两 导线 之 间 的 力 就 会 大 四 倍 。 常 数 oc 一 定 要 减少 至 四 分 之 一 ， 
但 比值 oc* /h 不 变 。 

因此 ,仅仅 由 电荷 和 电流 所 做 的 实验 就 能 求 出 c* 的 数值 来 ,结果 证 明 它 是 电磁 影响 传 
播 速度 的 平方 。 从 静态 测量 一 一 通过 对 两 单位 电荷 间 和 两 单位 电流 间作 用 力 的 测量 一 一 我 
们 求 得 c = 3.00X10* ms“'。 当 麦克 斯 韦 首先 用 他 的 方程 组 做 出 这 个 计算 结果 时 ,就 宣布 了 
一 组 电场 和 磁场 应 以 这 一 速率 传播 。 同 时 他 也 已 经 注意 到 这 个 数值 与 光速 相同 的 神秘 巧 
合 。 麦 克 斯 韦 说 ;我 们 几乎 不 可 避免 地 断定 , 光 存 在 于 相同 媒质 的 横向 波动 之 中 ,这 种 媒质 
是 电 和 磁 现 象 的 起 因 。” 

麦克 斯 韦 完成 了 物理 学 中 几 项 重大 统一 事业 中 的 一 项 。 在 他 之 前 , 既 有 光 , 也 有 电 和 
磁 。 这 后 两 者 是 由 法 拉 第 、 奥 斯 特 和 安培 通过 实验 工作 而 统一 的 。 然 后 突然 地 , 光 不 再 是 
“ 别 的 某 种 东西 ", 而 只 是 在 这 种 新 形式 下 的 电 和 磁 一 一 独自 穿越 空间 而 传播 着 的 一 小 块 一 
小 块 的 电场 和 磁场 。 

曾 提醒 过 你 们 要 注意 这 种 特 解 的 某 些 特点 ,但 事实 却 证 明 ,任何 电磁 波 都 具有 这 些 特 
点 : 即 磁场 和 电场 分 别 与 波 前 运动 的 方向 垂直 ;而 且 E 和 B 这 两 矢量 又 彼此 互相 垂直 。 此 
外 ,电场 的 大 小 EE 等 于 磁场 的 大 小 B 乘 c<。 这 三 个 事实 一 一 两 种 场 都 垂直 于 传播 方向 ,B 
垂直 于 E, 而 E = cB 一 一 对 于 任何 电磁 波 都 普遍 正确 。 我 们 的 特殊 情况 是 一 个 很 好 的 例 
子 一 一 它 表 明了 电磁 波 的 所 有 主要 特点 。 


$ 18-6 求解 麦克 斯 韦 方程 组 ; 势 和 波动 方程 
现在 ,我 们 愿意 做 些 数学 工作 ,要 把 麦克 斯 韦 方程 组 写成 比较 简单 的 形式 。 你 可 能 会 认 


为 我 们 正在 使 其 复杂 化 ,但 倘若 你 稍微 忍耐 一 点 ,它们 就 会 突然 显得 简单 。 尽 管 目前 你 已 完 
全 熟悉 了 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 每 个 方程 ,但 其 中 有 许多 部 分 必须 全 部 综合 起 来 。 这 就 是 我 








239 


240 | 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 一 一 一 一 Weems 





们 所 要 做 的 。 
现在 从 VB 二 0 一 一 最 简单 的 方程 一 开始。 我们 知道 ,这 意味 着 B 是 某 种 东西 的 旋 
度 。 所 以 ,如 果 写 成 : 
B=VXA, (18. 16) 


则 我 们 已 解答 了 一 个 麦克 斯 韦 方程 (顺便 提 一 下 ,你 知道 , 若 另 一 个 矢量 A 二 A 十 W 一 一 其 
中 vy 为 任 一 标量 场 一 一 则 这 个 A' 仍 保持 正确 ,因为 Vy 的 旋 度 为 零 , 所 以 B 还 是 一 样 。 对 此 
我 们 早已 有 所 论述 )。 

其 次 ,考虑 法 拉 第 定律 VXE = 一 3B /3t, 因为 它 并 不 涉及 任何 电流 或 电荷 。 如 果 将 B 
写成 VX A 并 对 1 微分, 则 可 把 法 拉 第 定律 写成 如 下 形式 : 


3 
VxE=— 人 VX4. 
由 于 对 时 间或 对 空间 取 微 商 的 先后 次 序 是 可 以 调换 的 ,上 式 也 可 写成 


vx (E+$)=0. (18.17) 


由 此 可 见 ， E+ 又 力 是 一 个 旋 度 为 零 的 矢量 。 因 此 ,这 一 矢量 便 应 当 是 某 种 东西 的 梯度 。 


当 我 们 处 理 静电 学 问题 时 ,就 有 VXE 二 0, 于 是 断定 ,E 本 身 就 是 某 种 东西 的 梯度 ,并 假定 
为 一 不 负 号 是 为 了 技术 上 的 方便 ) 的 梯度 。 现 在 对 于 EE 十 34 /at 也 同样 处 理 , 即 令 


24 
i W. (18. 18) 


这 里 采用 了 同样 的 符号 $, 以 致 在 没有 东西 随时 间 变化 的 静电 情况 下 ,34 /at 项 消失 ,E 就 是 
我 们 原来 的 一 W。 因 此 ,法拉第 方程 可 以 写成 这 种 形式 : 


_a4 


Em Wa 


(18.19) 


我 们 已 经 解决 了 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 两 个 方程 ,而 且 我 们 已 发 现 ,为 了 描述 电磁 场 EE 
和 B, 总 共 需 要 四 个 势 函 数 :一 个 标量 势 $ 和 一 个 矢量 势 和 4, 后 者 当然 就 是 三 个 防 数 。 

现在 那个 4 确定 了 B 和 E 的 一 部 分 ,那么 当 我 们 将 A4 改 成 4' 二 A 十 WH 时 ,又 会 发 生 什 
么 呢 ? 一 般 说 来 ,如 果 我 们 不 采取 某 种 特别 预防 措施 的 话 ,E 是 会 改变 的 。 然 而 ,仍然 可 容 
许 4 按照 上 述 方式 改变 而 不 影响 EE 和 B 一 一 也 就 是 说 ,不 改变 其 物理 本 质 一 一 如 果 我 们 总 
是 按 下 列 法 则 一 同 改变 A 和 #, 即 


4' 一 4 十 四 ， 必 一 # 一 2 (18. 20) 
则 不 论 B 或 由 式 (18. 19) 得 到 的 EE, 就 都 不 会 改变 。 

以 前 ,我 们 曾 选取 六 4 二 0, 以 便 使 静态 方程 组 稍微 变 得 简单 些 。 现 在 我 们 不 准备 再 
这 样 做 了 ,打算 做 另 一 种 选择 。 但 在 告诉 大 家 这 种 选择 到 底 是 什么 之 前 ,我 们 将 稍微 等 一 
下 ,因为 以 后 就 会 明白 为 什么 要 做 这 样 一 种 选择 。 

现在 回 到 余下 的 两 个 描写 势 与 源 (p 和 j) 之 间 关系 的 麦克 斯 韦 方程 。 一 旦 我 们 能 够 根 
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据 电流 和 电荷 确定 A 和 $, 就 总 可 以 从 式 (18. 16) 和 (18. 19) 获 得 下 和 了 ,所 以 我 们 将 有 另 一 
种 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 。 
首先 ,将 式 (18.19) 代 入 VEE = p /中 ,我 们 便 得 : 


这 个 式 子 也 可 和 写成: 
—v#$—2v.A4=L, (18.21) 
这 是 和 4 与 源 相 联系 的 一 个 方程 。 
最 后 的 方程 将 是 最 复杂 的 一 个 方程 。 我 们 先 把 第 四 个 麦克 斯 韦 方程 重新 写成 


eVvxB-2E=i 
at to 


然后 利用 式 (18. 16) 和 (18.19) 以 势 代 震 EE 和 B ,得 


VX(Vx4) 一 记 (- 外 - 闯 )= 荆 . 


器 


再 利用 代数 恒等式 : VX (YX4) = V(V .4) 一 V4, 得 到 : 


: 
一 ev4A+evCw .4)+ 训 WW+ 缀 = 二 ， (18.22) 
站 EB to 


这 不 是 很 简单 ! 


幸而 我 们 现在 可 以 利用 任意 选择 A 的 散 度 的 自由 。 下 面 将 要 做 的 就 是 利用 这 一 选择 
以 便 使 4 和 # 的 方程 互相 分 开 而 又 具有 相同 形式 。 为 此 ,选择 可 以 按 下 式 规定 ” : 


WA (18.23) 


当 我 们 这 样 做 时 , 式 (18. 22) 中 关于 A 和 # 的 中 间 两 项 便 互 相抵 消 ,因而 该 式 也 就 比 原来 简 
单 得 多 了 : 


VA == (18.24) 
而 关于 $$ 的 方程 一 一 式 (18. 21) 一 一 取 相同 的 形式 : 
1 3 _ 

Vs- 寺 强 -2 (18.25) 


多 么 漂亮 的 一 组 方程 ! 它们 之 所 以 漂亮 ,首先 是 因为 它们 令 人 满意 地 互相 分 开 了 一 一 
电荷 密度 属于 #, 电 流 则 属于 A。 而 且 , 尽 管 左 边 看 来 有 点 古怪 一 一 拉 普 拉 斯 算 符 加 上 一 个 


* 这 样 选取 V . 4 称 为 "选取 一 个 规范 "。 通 过 加 Vy 来 改变 A 的 方法 称 为 “规范 变换 "。 式 (18. 23) 称 
为 “ 洛 伦 兹 规范 ”。 
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一 二 (3 /9:)* 一 一 但 当 我 们 将 其 全 者 展开 出 来 时 看 到 


be 
PR 


yy ar ce 和 


就 =，>，z, 上 而 言 方程 具有 很 好 的 对 称 性 一 一 这 里 一 1/e: 是 必要 的 ,因为 时 间 和 空间 当然 
彼此 不 同 , 它 们 各 有 不 同 的 单位 。 

麦克 斯 韦 方程 组 已 经 把 我 们 引导 到 关于 势 » 和 A 这 样 一 类 新 型 方程 以 及 所 有 四 个 函数 
$,A:， A, 及 A. 的 相同 的 数学 形式 。 一 旦 掌握 了 如 何 求解 这 些 方 程 , 便 能 够 由 VXA 和 
一 好 一 94 /9 获得 B 和 EE. 所 以 我 们 具有 一 套 完全 同 麦克 斯 韦 方程 组 等 价 的 另 一 种 形式 的 
电磁 学 定律 ,而 在 许多 场合 下 它们 处 理 起 来 简单 得 多 。 

事实 上 ,我 们 曾经 解 过 一 个 与 式 (18. 26) 十 分 相似 的 方程 。 早 在 第 1 卷 第 47 章 中 学 习 
声学 时 ,我 们 就 有 这 种 形式 的 方程 : , 


(18. 26) 


并 且 知 道 , 它 描述 了 波 在 z 方 向 以 速率 c 进行 的 传播 。 方 程式 (18. 26) 是 关于 三 维 空间 相应 
的 波动 方程 。 所 以 在 不 再 存在 任何 电荷 和 电流 的 那些 区 域 中 ,# 和 A 都 等 于 零 并 不 是 这 些 
方程 的 解 (虽然 它们 的 确 也 是 一 种 可 能 的 解 )。 会 有 一 些 解 ,其 中 某 组 # 和 A 随时 间 变 化 ,但 
却 总 是 以 速率 向 外 运动 ,那些 场 穿越 自由 空间 向 前 传播 ,正如 本 章 开头 的 例子 那样 。 

借助 方程 W 中 麦克 斯 韦 的 新 项 ,我们 就 能 用 4 和 $$ 将 场 方程 组 写成 一 种 简单 的 而 又 能 
立即 使 电磁 波 的 存在 成 为 明显 的 那 种 形式 。 对 于 许多 实用 的 目的 来 说 ,利用 E 和 B 的 原来 
那些 方程 将 仍然 很 方便 。 但 这 都 在 我 们 已 经 攀登 过 的 山峰 的 那 一 边 。 现 在 我 们 准备 跨越 山 
峰 到 另 一 边 去 了 。 事 情 看 来 将 会 不 同一 一 我 们 准备 看 到 一 些 新 的 和 美妙 的 景色 。 
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$19-1 专题 演讲 (完全 按 演讲 记录 付 印 )* 


当 我 在 中 学 念书 时 ,我 的 物理 教师 一 一 他 的 名 字 是 巴 德 (Bader) 先 生 一 一 有 一 次 在 讲 完 
了 物理 课 之 后 ,把 我 叫 住 说 :“ 看 来 你 有 点 厌烦 ,我 要 给 你 讲 点 有 趣 的 东西 。” 然 后 ,他 告诉 我 
一 件 事 ,我 发 现 它 是 绝对 会 令 人 神往 的 ,并 且 自 那 时 以 来 ,我 发 现 它 总 是 那么 引人入胜 。 每 
次 提出 这 一 课题 时 ,我 就 会 对 它 进行 分 析 研 究 。 事 实 上 , 当 我 开始 准备 这 次 演讲 时 ,我 发 现 
自己 对 这 个 问题 正在 做 更 详尽 的 分 析 。 并 不 是 为 这 一 次 演讲 操心 ,实则 我 已 被 卷 入 到 一 个 
新 的 问题 中 去 了 。 这 个 课题 就 是 一 一 最 小 作用 量 原理 。 

巴 德 先 生 这 样 告诉 我 :假定 有 一 质点 (例如 ,在 一 引力 场 中 ) 通 过 自由 运动 从 某 处 移动 至 
另 一 处 一 一 你 把 它 抛掷 出 去 , 它 就 会 上 升 而 又 落下 [图 19-1(a)]。 它 在 一 定时 间 内 由 出 发 
点 到 达 最 后 的 地 方 。 现 在 ,你 尝试 一 个 不 同 的 运动 。 假 设 由 这 里 到 达 那 里 是 如 图 19-1(b) 
这 样 进行 的 ,但 所 用 时 间 却 正好 相同 。 然 后 他 又 这 样 说 :如 果 你 算出 在 该 路 径 上 每 一 时 刻 的 





* 这 是 一 次 专题 演讲 。 以 后 各 章 并 不 依赖 于 这 篇 专题 讲演 的 材料 一 一 这 是 特意 为 "娱乐 "的 目的 
而 设置 的 。 
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动能 , 减 去 势能 ,再 计算 出 在 经 历 整 条 路 径 期 间 它 对 时 间 的 积分 ,你 将 会 发 现 所 获得 的 数值 
比 对 实际 运动 所 获得 的 要 大 。 





图 19-1 


换 句 话说 ,牛顿 定 


律 可 以 不 写成 下 = ma 的 形式 而 表述 成 :一 物体 从 一 点 到 另 一 点 所 走 
的 路 径 其 平均 动能 减 去 平均 势能 应 尽 可 能 地 小 。 

让 我 把 这 里 面 的 意义 说 得 更 清楚 些 。 如 果 我 们 考虑 引力 场 的 情况 ,那么 若 粒 子 的 路 径 
为 x(#)( 让 我 们 暂时 只 考虑 一 维 , 即 是 一 条 升 高 .降落 ,但 绝 不 会 偏 斜 的 轨道 ) ,其 中 工 是 地 


面 以 上 的 高 度 , 则 在 任 一 时 刻 动能 为 到 md /dt) ,而 势能 为 mgz。 现 在 我 沿 该 路 径 在 每 


-时 刻 取 动能 减 去 势能 再 对 时 间 自 始 至 终 进行 积分 。 假 定 在 起 始 时 刻 4 由 某 一 高 度 出 发 ， 
并 在 结束 时 刻 t; 确实 到 达 了 另外 某 一 点 [图 19-2(a)]。 


那么 该 积分 就 是 
『 [3 人 ) —mgz |dt. 


实际 的 运动 为 某 种 类 型 的 一 条 曲线 一 一 如 果 作 一 个 位 置 -时 间 图 , 它 是 一 条 抛物 线 一 一 而 对 于 
该 积分 会 给 出 一 个 确定 的 值 。 但 我 们 也 可 以 设想 另 一 种 运动 , 它 升 得 很 高 ,而 且 以 某 种 特殊 的 
方式 上 升 和 下 落 ,如 图 19-2(b) 所 示 。 我 们 可 以 算出 动能 减 去 势能 并 对 这 么 一 个 路 径 或 其 他 
任何 我 们 所 想 要 的 路 径 积分 。 令 人 许 异 的 是 ,真正 的 路 径 就 是 那 一 条 会 使 这 一 积分 取得 最 
小 值 的 路 径 。 
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让 我 们 把 它们 彻底 检验 一 下 。 首 先 ,假定 
取 一 个 完全 没有 势能 的 自由 质点 的 情况 。 那 
么 ,该 法 则 讲 :在 给 定时 间 内 在 从 一 点 跑 至 另 一 
点 的 过 程 中 ,动能 的 积分 是 最 少 的 ,因而 它 一 定 
要 以 均匀 的 速率 行进 (我 们 知道 这 是 一 个 正确 
答案 一 以 匀速 率 前 进 )。 为 什么 是 这 样 呢 ? 
因为 假如 该 质点 以 任何 其 他 方式 运动 , 则 其 速 
度 将 有 时 比 平均 值 高 ,有 时 比 平均 值 低 。 因 为 
一 定 要 在 给 定 的 时 间 内 由 “这 里 ”到达 " 那 

里 ", 所 以 平均 速度 对 于 每 一 情况 都 是 相同 的 。 

作为 一 个 例子 ,比如 你 的 任务 是 乘 车 在 给 2 
定时 间 内 从 家 里 到 达 学 校 ,你 可 以 用 几 种 方式 做 到 这 点 :可 以 一 开始 就 像 疯子 似 的 使 车 子 加 
速 ,然后 在 接近 终点 时 用 刹车 逐渐 放 慢 速 度 ;或 者 你 可 以 匀速 前 进 ;甚至 你 也 可 向 后 走 一 
dh 再 往 ,如 此 等 等 。 事 实 是 ,平均 然 必须 是 你 所 经 过 的 总 距离 除 以 所 用 的 
时 间 。 但 如 果 你 试用 各 种 方式 、 但 就 是 不 进 ,那么 你 总 会 有 时 太 快 而 有 时 则 太 慢 。 
如 你 所 知 , 围 绕 平均 值 偏差 的 某 事件 ,其 均 方 值 恒 大 于 其 平均 值 的 平方 。 所 以 如 果 你 不 保持 
开车 的 速度 ,那么 动能 的 积分 就 总 比 用 均匀 速度 开车 时 为 高 。 所 以 我 们 看 到 ,如 果 速 度 固定 
不 变 ( 当 没有 力作 用 时 ), 则 该 积分 便 是 一 个 极 小 值 。 正 确 的 路 径 如 图 19-3 这 样 。 

现在 ,一 个 在 引力 场 中 被 上 抛 的 物体 起 初 升 得 较 快 ,然后 逐渐 放 慢 。 那 是 因为 物体 还 具 
有 势能 ,所 以 就 平均 而 言 必须 有 最 小 的 动能 与 势能 之 差 。 由 于 在 空中 上 升 时 势能 增 大 ,所 以 
如 果 我 们 能 够 尽快 上 升 到 高 势能 的 地 方 , 则 将 获得 一 个 较 低 的 差 值 。 这 样 该 势能 才能 从 动 
能 那里 扣除 出 去 ,从 而 获得 较 低 的 平均 值 。 所 以 最 好 就 是 去 选取 能 够 升 得 高 ,从 而 可 从 势能 
处 得 到 很 多 负 值 的 那 一 条 路 径 (图 19-4)。 

另 一 方面 ,你 也 不 能 够 升 得 太 快 ,或 跑 得 太 远 ,因为 这 么 一 来 你 将 会 包含 过 多 的 动 
人 高 处 以 便 在 可 利用 的 规定 时 间 里 再 落下 来 。 所 以 你 也 不 宜 升 得 太 高 ， 
但 总 要 升 到 某 个 高 度 。 因 此 事实 证 明 ,答案 是 在 试图 获得 更 多 的 势能 与 最 少 的 额外 动能 之 
间 取 得 某 一 种 平衡 一 以 期 获得 动能 减 去 执 
能 的 差 值 尽 可 能 小 。 

这 就 是 我 的 老师 告诉 我 的 全 部 内 容 ,因为 
他 是 一 位 十 分 好 的 教师 并 懂得 在 什么 时 候 应 
停止 对 话 。 但 我 却 还 未 懂得 要 在 什么 时 候 结 
束 谈话 ,所 以 并 不 会 留 给 你 一 个 有 趣 评论 ,而 
我 却 想 要 来 证 明 它 确 是 如 此 ,这 无 异 用 生活 中 
的 复杂 性 来 使 你 感到 不 安 和 焦躁 。 我 们 将 过 
到 的 数学 问题 会 十 分 困难 ,而 且 是 一 个 办 新 的 
课题 。 我 们 有 某 一 个 叫 作 作用 量 S 的 量 。 它 
是 动能 减 去 势能 后 对 时 间 的 积分 。 





















作用 量 一 S 一 | (动能 一 势能)dt. 
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记 住 势能 和 动能 两 者 都 是 时 间 的 函数 。 对 每 条 不 同 的 可 能 路 径 你 将 获得 有 关 这 个 作用 量 不 
同 的 值 。 我 们 的 数学 问题 是 找 出 使 这 个 数值 最 小 的 那 一 条 曲线 。 

尔 会 说 一 一 呵 , 那 不 过 是 普通 微 积 分 学 中 的 极 大 和 极 小 问题 罢了 。 在 算出 了 作用 量 之 
后 ,只 要 求 导 就 能 找 出 那个 极 小 值 。 

但 是 要 小 心 。 通 常 我 们 只 有 某 变量 的 函数 ,而 我 们 得 求 出 使 该 函数 为 最 小 或 最 大 的 那 
个 变量 值 。 例 如 , 设 我 们 有 一 根 棒 , 在 其 中 部 已 加 了 热 ,因而 热量 将 向 两 边 传送 出 去 。 对 于 
棒 上 每 一 点 都 有 一 个 温度 ,而 我 们 必须 找 出 温度 最 高 的 那 一 点 。 但 现在 对 于 空间 每 一 条 路 
径 我 们 有 一 个 数值 一 一 完全 不 同 的 事件 一 一 而 我 们 得 找 出 那 一 条 会 使 该 数值 极 小 的 空间 路 
径 。 那 是 完全 不 同 的 一 个 数学 分 支 。 它 并 不 是 普通 的 微 积分 。 事 实 上 , 它 被 称 为 变 分 学 。 

有 许多 问题 属于 这 一 类 数学 。 例 如 ,圆周 往往 被 定义 为 与 一 固定 点 的 距离 为 常数 的 所 
有 点 的 轨迹 。 但 圆周 还 有 另 一 种 定义 的 方法 :圆周 是 具有 给 定 长 度 而 包围 最 大 面积 的 那 条 
曲线 。 对 于 给 定 周 长 来 说 ,任何 其 他 曲线 所 包围 的 面积 都 比 圆周 包围 的 要 小 。 因 此 , 若 我 们 
提出 这 样 一 个 问题 : 试 求 给 定 周 长 而 能 包围 最 大 面积 的 那 条 曲线 ,我 们 就 会 有 一 个 变 分 学 问 
题 一 一 与 你 介 有 所 不 同 的 一 种 微 积分 

这 样 , 我 们 就 对 一 物体 的 路 径 进行 计算 。 这 里 介绍 一 下 将 用 的 方法 。 我 们 的 意图 是 : 设 
想 一 条 正确 的 路 径 , 以 及 画 出 任何 其 他 都 是 错误 的 路 径 , 因 而 若 对 错误 路 径 算出 作用 量 , 则 
将 得 到 一 个 比 按 正 确 路 径 算 得 的 作用 量 要 大 的 结果 (图 19-5)。 

















图 19-6 


习题 : 试 找 出 真实 路 径 。 它 到 底 在 哪里 ? 当然 ,一 种 方法 是 去 算出 千 千 万 万 条 路 径 上 的 
作用 量 ,再 找 出 哪 一 条 是 最 小 的 。 当 你 找到 了 那 条 最 小 的 时 , 它 就 是 正确 的 路 径 了 。 

那 是 一 种 可 能 途径 ,但 我 们 却 能 够 比 这 做 得 更 好 些 。 当 有 一 个 具有 极 小 值 的 量 一 一 
例如 像 温度 那样 的 普通 函数 一 一 时 , 极 小 值 就 有 这 么 一 个 特点 : 若 变量 偏离 极 小 值 位 置 为 
二 级 小 量 , 则 函数 与 极 小 值 的 偏差 仅 为 二 级 小 量 。 在 该 曲线 的 任何 其 他 部 分 , 若 原 位 置 
移动 一 个 小 距离 , 则 函数 值 也 将 改变 一 级 小 量 。 但 在 极 小 处 ,一 个 微小 的 偏离 在 一 级 近 
似 下 函数 不 产生 差异 (图 19-6)。 

这 就 是 我 们 将 用 来 计算 真实 路 径 的 办 法 。 如 果 已 有 一 条 真实 路 径 ,那么 一 条 与 它 只 有 
微小 差别 的 曲线 ,其 作用 量 在 一 级 近似 下 将 不 会 造成 什么 差别 。 若 确实 有 一 个 极 小 值 的 话 ， 
则 任何 差别 都 将 在 二 级 近似 内 。 
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那 不 难 证 明 。 若 当 我 们 使 曲线 偏离 某 个 路 
径 时 发 生 一 个 一 级 小 量 的 变化 , 则 作用 量 就 有 
一 个 与 该 偏离 成 正比 的 变化 。 这 变化 大 概 会 使 
作用 量变 得 较 大 ,否则 我 们 就 不 会 得 到 一 
小 值 了 。 但 是 若 该 变化 与 偏离 成 正比 , 则 改变 
偏离 的 符号 将 会 合作 用 量变 得 较 小 。 我 们 将 获 
得 这 样 的 作用 量 , 沿 一 条 路 径 它 增加 ,而 沿 另 一 
条 路 径 它 减少 。 作 用 量 真正 能 够 是 极 小 值 的 唯 
一 路 径 ,是 作用 量 在 一 级 近似 下 不 做 任何 改变 
的 路 径 。 而 作用 量 的 改变 是 与 对 真实 路 径 偏离 
的 平方 成 正比 的 。 图 19-7 

所 以 我 们 就 这 样 来 做 : 称 z(t)( 下 边 加 一 底线 ) 为 真实 路 径 一 一 即 我 们 试图 要 寻找 的 。 
取 某 条 尝试 路 径 zx(+) ,与 该 真实 路 径 有 一 微小 差别 ,这 差别 我 们 称 之 为 x(7) , 见 图 19-7。 

现在 我 们 的 想法 是 : 若 对 路 径 z(t) 计 算 作用 量 S, 则 这 个 S 与 我 们 对 路 径 z(t) 所 算出 的 
作用 量 一 一 为 了 简化 写法 ,我们 可 叫 它 作 S 一 一 之 差 , 即 S 上 在 小 了 的 一 级 近似 下 应 
等 于 零 。 这 差 可 以 是 二 级 小 量 ,但 在 一 级 近似 下 这 差 必 须 为 零 。 

而 这 对 于 任何 一 个 7 都 必定 是 正确 的 。 噢 ,还 未 上 这 方法 不 会 具有 任何 意义 ,除非 
你 所 考虑 的 各 路 径 彼此 都 有 相同 的 起 点 和 终点 一 一 每 条 路 径 都 在 6 时刻 从 某 点 出 发 而 在 
所 时 刻 到 达 另 一 点 ,这 些 地 点 和 时 间 都 保持 固定 不 变 。 因 此 ,我们 的 偏离 7 在 每 一 端 都 应 等 
于 零 , 即 X44) = 0 和 ws) = 0。 有 了 这 个 条 件 ,我 们 的 数学 问题 才 告 确定 。 

要 是 你 完全 不 懂得 微 积分 ,为 了 求 一 普通 函数 f(z) 的 极 小 值 你 或 许 也 是 这 样 做 。 你 可 
能 会 讨论 如 果 对 /(z) 中 的 z 加 一 小 量 A 后 会 发 生 的 情况 ,并 论证 以 疡 的 一 次 敌对 f(z) 的 
修正 在 极 小 值 处 必然 等 于 零 。 你 会 以 zf 十 h 取代 z 并 展开 至 h 的 一 次 宏 …… 正如 我 们 将 要 
对 7 做 的 那样 。 

于 是 我 们 的 想法 是 ,把 z(t) = z(2) 十 Wt) 代入 作用 量 公式 中 ， 


s=|[ 有 (至 ) -ve)]u， 


式 中 V(z) 代 表 势 能 。 而 dz /dz 这 个 微 商 当然 就 是 z(2) 的 微 商 再 加 上 7(7) 的 微 商 ,所 以 对 于 
作用 量 我 得 到 这 个 表达 式 : 


十 四 
s= [至 ( 徐 + -Vet | 
现在 我 必须 写 得 更 详尽 些 。 对 于 该 平方 项 得 到 
dz 是， /dy)’ 
EE) + 
可 是 请 等 一 等 。 对 高 于 一 次 宪 的 项 我 并 不 在 意 ,因而 将 所 有 含有 及 和 更 高 次 咽 的 项 都 取出 


来 并 放 进 一 个 标明 “二 次 和 更 高 次 项 "的 小 箱子 中 。 从 上 式 中 的 这 一 平方 项 我 只 得 到 二 次 
知 , 但 从 其 他 方面 还 可 得 到 更 多 一 些 东西 。 因 此 ,动能 部 分 就 是 
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至 ( 秘 ) 十 m 歼 里 二 (二 阶 和 更 高 阶 项 )， 


现在 我 们 需要 一 个 在 工 十 7 处 的 势能 V。 我 认为 了 是 小 量 , 因 而 可 以 将 V(z) 写 成 泰勒 
级 数 。 它 近似 地 等 于 V(z) ,在 下 一 级 近似 下 ( 按 微 商 的 通常 性 质 ) 则 该 修正 的 应 该 是 7 乘 以 
Y 对 z 的 变化 率 , 如 此 等 等 : 


V(z+n) =V(z)+W'(z)+ vv 十 … 


为 了 简化 书写 ,我 已 将 了 对 z 的 微 商 写成 V'。 至 于 有” 项 以 及 其 后 面 各 项 则 都 落 在 “二 阶 和 
更 高 阶 项 "的 范畴 之 内 ,而 我 们 便 不 需 对 之 操心 了 。 将 所 有 这 一 切 都 合 起 来 ,得 ， 


S= [有 ( 昌 ) 一 VD +m 敬 贸 一 V(x) 二 (二 阶 和 更 高 阶 项 ) ]d 
现在 ,如 果 我 们 对 事情 观察 得 仔细 些 , 则 会 见 到 我 在 这 里 整理 好 的 头 两 项 相当 于 用 真实 路 径 
z 应 该 计算 出 来 的 作用 量 , 而 我 要 集中 注意 力 的 东西 乃 是 S 的 变化 一 与 对 正确 路 径 所 
应 得 的 S 之 间 的 差 。 我 们 把 这 差 写成 5S ,并 称 之 为 $ 的 变 分 。 略 去 那些 “二 阶 和 更 高 阶 项 "， 
则 对 于 6S 得 





5 = 了 [m 符 经 多 (de 


现在 的 问题 是 :这 里 是 某 个 积分 。 虽 然 我 还 不 知道 是 什么 ,但 我 确实 知道 不 管 了 是 什 
么 ,这 一 积分 必须 等 于 零 。 噢 ,你 试想 想 , 这 件 事 可 能 发 生 的 唯一 办 法 就 是 乘 上 7 的 部 分 应 
当 是 零 。 可 是 含有 dy /dz 的 第 一 项 又 怎么 样 呢 ? 噢 ,归根 到 底 ,既然 可 以 是 任何 变量 , 它 
的 微 商 也 是 任何 变量 ,因而 你 可 以 断定 dy /dz 的 系数 也 必定 等 于 零 。 那 样 讲 不 完全 正确 。 
之 所 以 不 完全 正确 是 因为 7 与 它 的 微 商 之 间 存 在 着 联系 ,它们 并 非 完 全 独立 ,因为 Kz) 必须 
在 4 和 两 个 时 刻 都 等 于 零 。 

在 变 分 学 中 解决 一 切 问题 的 方法 总 要 用 到 相同 的 普遍 原理 。 即 首先 对 你 所 要 变化 的 东 
西 做 一 个 移动 ( 像 我 们 上 面 通过 加 7 而 做 到 的 那样 ) , 旨 在 寻找 一 级 小 量 的 项 ;然后 又 总 是 把 
积分 安排 成 含有 “ 某 种 东西 乘 以 移动 (7)" 的 形式 ,而 其 中 又 不 含有 其 他 微 商 (没有 dy/dt)。 
为 此 必须 重新 安排 以 便 总 是 “ 某 件 东西 " 乘 以 7%。 过 了 一 会 你 将 会 看 出 这 样 做 的 巨大 价值 
(也 有 一 些 公式 会 告诉 你 ,在 某 些 情况 下 如 何不 经 实际 计算 就 能 获得 结果 ,但 这 样 一 些 公式 
都 不 够 普遍 ,所 以 就 不 值得 你 去 关注 ;最 好 的 办 法 还 是 按照 上 述 这 一 种 方法 把 它 算出 来 )。 

怎么 才能 将 dy/dt 项 重新 安排 使 其 含有 ?7 呢 ? 回答 是 通过 分 部 积分 就 可 以 做 到 。 事 实 
证 明 , 变 分 学 的 全 部 巧妙 就 在 于 先 写 下 S 的 变 分 ,然后 利用 分 部 积分 使 得 7 的 微 商 消去 。 在 
微 商会 出 现 的 每 个 问题 中 总 是 采取 相同 的 办 法 。 

你 回忆 一 下 分 部 积分 的 一 般 原 理 。 如 果 你 有 任意 函数 了 乘 以 dy/dt 并 对 上 积分 ,可 以 
写 下 wf 的 微 商 : 





dnf) 一 yd 十 太 电 
到 Co) 一 7 和 + 了 7 如 
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你 所 要 的 积分 是 对 末 一 项 而 积 的 ,因此 ， 


[ra SS 太一 | 于 


在 我 们 关于 6S 的 公式 中 ,函数 就 是 m 乘 以 dz / 岂 , 因 此 ,我 得 到 下 列 关于 6S 的 公式 ， 








dz ,lr_fsd 
55 二 mn 证?7() i, 


过 )rda -Vn 
首 项 必须 在 na 和 zs 两 个 限 上 算出 来 。 然 后 我 还 必须 对 那个 从 分 部 积分 剩 下 来 的 部 分 积分 。 
末 项 则 是 照抄 下 来 的 ,没有 什么 改变 。 

现在 碰 到 一 件 总 会 发 生 的 事情 一 一 积 出 的 部 分 不 见 了 (事实 上 ,如 果 该 被 积 出 的 部 分 不 
消失 , 则 你 就 应 当 重申 该 原理 ,并 加 上 一 些 条 件 以 确保 其 消失 )。 我 们 已 经 说 过 ,在 路 径 两 端 
7 必须 是 零 ,因为 该 原理 要 求 只 有 在 该 变化 曲线 开始 并 终结 于 选 定 的 点 时 作用 量 才 是 一 极 
小 值 ,这 条 件 就 是 (4) = 二 0 和 w(t;) = 0, 所 以 该 项 积分 结果 为 零 。 我 们 将 其 他 各 项 都 集合 
起 来 并 得 到 : 





25 = 站 [-» 笃 一 wa]yxode 
S 的 变 分 现在 就 成 为 我 们 所 希望 得 到 的 形式 了 一 一 在 该 方 括号 内 的 各 项 ,比方 说 ,全 都 乘 
上 了 mn(t) 并 从 4 积 至 ts。 
我 们 得 到 了 某 种 东西 乘 以 y(t) 的 积分 总 等 于 零 : 


[Fra =0. 


这 里 我 有 :的 某 个 函数 ,再 以 p(t) 相 乘 ,并 从 一 端 至 另 一 端 对 它 积分 。 而 不 论 7 是 什么 , 结 
果 始 终 为 零 。 这 意味 着 函数 F(t) 是 零 。 尽 管 这 很 明显 ,但 无 论 如 何 我 会 给 你 证 明 看 看 。 

假设 对 于 m2) ,我 选取 除了 某 一 特定 : 值 
外 其 余 一 切 : 上 都 等 于 零 的 某 变量 。 在 到 达 
这 个 上 前 它 始 终 保持 零 值 (图 19-8) ,在 时 刻 t 
它 突然 跃 起 ,过 了 一 会 又 骤然 降下 。 当 我 们 对 
这 个 7 乘 以 任意 函数 下 做 积分 时 ,唯一 不 等 
于 零 的 地 方 就 是 y(t) 出 现 脉冲 的 地 方 ,这 时 
我 们 会 得 到 在 该 处 的 下 值 乘 以 对 脉冲 的 积 
分 。 对 于 脉冲 本 身 的 积分 不 会 等 于 零 ,但 当 乘 
上 了 下 之 后 它 就 必须 等 于 零 ;所 以 函数 下 在 脉 
冲 处 必然 为 零 。 但 由 于 脉冲 发 生 在 我 们 想 要 它 
发 生 的 任何 地 方 ,因而 下 就 必须 处 处 为 零 。 

我 们 看 到 ,如 果 对 于 任何 3, 我 们 的 积分 为 零 , 则 7 的 系数 必须 为 零 ,只 有 满足 这 个 复杂 
微分 方程 








图 19-8 
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的 那 条 路 径 ,作用 量 积分 才 将 是 极 小 值 。 实 则 它 并 非 那么 复杂 ,你 以 前 就 见 过 这 方程 , 它 不 
过 是 下 = ma 罢了 。 第 一 项 是 质量 乘 加 速度 ,而 第 二 项 则 是 势能 的 微 商 , 那 就 是 力 。 

所 以 ,至 少 对 于 一 个 保守 系统 来 说 ,我 们 已 证 明 最 小 作用 量 原理 给 出 了 正确 答案 。 它 表 
明 ,具有 最 小 作用 量 的 那 条 路 径 就 是 满足 牛顿 定律 的 那 条 路 径 。 

一 个 述评 :我 从 未 证 明 它 是 一 个 极 小 值 一 一 也 许 是 一 个 极 大 值 。 事 实 上 , 它 的 确 不 必 是 
一 个 极 小 值 。 这 与 我 们 过 去 在 讨论 光学 时 所 发 现 的 那个 "最 少时 间 原 理 " 十 分 类 似 。 在 那里 
我 们 起 初 也 曾 说 过 是 “最 少 "时 间 。 然 而 事实 却 证 明 , 会 有 时 间 并 非 最 少 的 一 些 情况 。 基 本 
原理 是 ,对 于 任何 离开 光学 路 径 的 一 级 变化 ,时 间 的 变化 为 零 ;情况 与 此 完全 一 样 。 所 谓 “ 最 
小 "我 们 实在 是 指 , 当 你 改变 路 径 时 ,S 值 的 一 级 变化 为 零 。 它 未 必 是 “ 极 小 "。 

其 次 ,我 谈论 一 些 推广 的 问题 。 第 一 ,可 以 推广 至 三 维 , 即 不 只 是 <, 我 可 能 有 xz, > 和 = 
作为 + 的 函数 ,此 时 作用 量 更 为 复杂 。 对 于 三 维 运动 ,你 必须 用 到 完整 的 动能 一 一 (m /2) 乘 
上 整个 速度 的 平方 。 这 就 是 

动能 一 他 [( 芭 ) + (党 ) + ( 委 ) ] 

并 且 , 势 能 也 是 z, > 和 = 的 函数 。 而 路 径 究竟 如 何 呢 ? 路 径 是 空间 中 某 条 一 般 的 曲线 , 它 
很 不 容易 画 出 来 ,但 意思 却 是 一 样 的 。 不 过 7 又 是 怎么 回 事 ? 噢 ,9 可 以 有 三 个 分 量 。 你 可 
以 在 z 方 向 y 方 向 或 z 方向 一 一 也 可 以 同时 在 所 有 三 个 方向 移动 路 径 , 所 以 ?应 该 是 一 个 
矢量 。 然 而 ,这 样 做 实际 上 并 未 把 事情 和 弄 得 过 于 复杂 。 由 于 只 有 二 级 变 分 必须 为 零 ,我 们 便 
可 以 通过 三 个 连续 移动 而 进行 计算 。 可 仅仅 在 工 方向 移动 7, 而 说 明 它 的 系数 必须 为 零 , 这 
样 就 得 到 一 个 方程 ,然后 在 y 方向 移动 而 得 到 另 一 个 方程 ,又 在 = 方向 得 到 第 三 个 。 当 然 ， 
或 者 按照 你 所 喜欢 的 任 一 种 次 序 进行 。 无 论 如 何 ,你 得 到 了 三 个 方程 。 而 牛顿 定律 实际 上 
就 是 在 三 维 空间 中 的 三 个 方程 一 一 对 每 一 分 量 就 有 一 个 。 我 想 你 实际 上 能 够 明白 ,这 是 一 
定 行 得 通 的 ,但 这 个 三 维 问题 仍 留 给 你 自己 去 证 明 。 顺 便 提 一 下 ,你 也 可 以 采用 任 一 种 你 所 
喜欢 的 坐标 系 , 诸 如 极 坐标 或 其 他 坐标 ,通过 观察 你 在 半径 、 角 度 或 其 他 坐标 方向 移动 7 时 
发 生 的 事情 ,就 会 立即 得 出 适用 于 该 坐标 系 的 牛顿 定律 。 

同样 ,这 一 方法 也 可 推广 至 任何 数目 的 粒子 。 例 如 ,如 果 你 有 两 个 粒子 ,而 在 它们 之 间 
有 作用 力 , 因 而 就 有 相互 作用 势能 ,那么 你 只 要 将 这 两 粒子 的 动能 相 加 并 取 它 们 间 的 相互 作 
用 能 作为 势能 。 对 此 你 想 要 变化 什么 东西 呢 ? 势必 变化 双 粒 子 的 路 径 。 于 是 ,对 于 在 三 维 
中 运动 的 两 个 粒子 ,就 总 共有 六 个 方程 。 你 可 以 在 方向 、y 方 向 和 z 方向 变更 第 一 个 粒 
子 的 位 置 ,而 对 于 第 二 个 粒子 也 是 这 样 做 ,因而 就 有 六 个 方程 。 而 这 是 理应 如 此 的 。 其 中 三 
个 方程 确定 了 第 一 个 粒子 受 力作 用 时 的 加 速度 ,而 另外 三 个 则 确定 第 二 个 粒子 受 力 作用 时 
的 加 速度 。 你 继续 坚持 进行 同样 的 游戏 ,就 会 得 到 关于 任何 数目 的 粒子 在 三 维 中 的 牛顿 
定律 。 

我 刚才 说 过 ,我 们 得 到 了 和 牛顿 定律 。 这 并 非 十 分 正确 ,因为 牛顿 定律 还 包括 像 摩擦 一 类 
非 保守 力 。 牛 顿 说 ma 等 于 任何 下 ,可 是 最 小 作用 量 原理 却 只 适用 于 保守 系 一 一 那里 所 有 
的 力 都 可 以 从 势 函数 获得 。 然 而 ,你 知道 ,在 微观 层次 一 一 即 在 物理 学 最 深入 的 层次 一 一 并 
没有 非 保 守 力 。 像 摩擦 力 那样 的 非 保 守 力 ,之 所 以 出 现 乃 是 由 于 我 们 忽略 了 微观 上 的 复杂 
性 一 一 存在 的 粒子 实在 太 多 难于 分 析 。 但 基本 定律 却 都 可 以 放 进 最 小 作用 原理 的 形式 之 中 。 
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让 我 继续 来 做 进一步 的 推广 。 假 定 我 们 问 起 粒子 做 相对 论 性 的 运动 时 会 发 生 什么 情 
况 ,而 上 面 还 未 获得 正确 的 相对 论 性 运动 方程 ; F = ma 只 对 于 非 相 对 论 才 正 确 。 问 题 
是 :对 于 相对 论 性 的 情况 是 否 有 一 个 对 应 的 最 小 作用 量 原理 ? 回答 是 肯定 的 。 对 于 相对 
论 性 情况 其 公式 如 下 : 


S 一 me | VI gz, 3，z, 划一 A(r, y, z, £)]di. 


这 个 作用 量 积分 的 第 一 部 分 是 粒子 的 静 质量 m。 乘 以 c* 再 乘 以 对 于 速度 函数 /1 一 厂 /6 的 
积分 。 后 一 项 不 再 是 势能 , 却 是 一 个 对 于 标 势 上 和 对 于 ， 乘 以 矢 势 4 的 积分 。 当 然 , 此 时 我 
们 只 包括 电磁 力 。 所 有 的 电场 和 磁场 都 是 由 # 和 A 提供 的 。 这 一 个 作用 量 函数 对 于 单个 粒 
子 在 电磁 场 中 的 相对 论 性 运动 给 出 完整 的 理论 。 

当然 ,每 当 我 写 出 v 时 ,你 总 会 明白 ,在 试图 做 出 任何 计算 之 前 ,得 先 用 dz /dt 来 代替 
vs ,并 对 其 他 各 分 量 也 都 这 样 做。 而 且 , 你 还 必须 把 沿路 径 在 t 时 刻 的 一 点 写成 z (1)， 
y(t) ,z(t) ,而 这 些 在 上 式 中 我 只 是 简单 地 写作 zz,，y, zx。 严格 讲 , 只 有 当 你 已 经 对 v 等 做 了 
这 种 代 换 以 后 ,你 才能 有 一 个 关于 相对 论 性 粒子 的 作用 量 公 式 。 事 实 上 这 个 作用 量 公式 确 
能 给 出 那些 正确 的 相对 论 性 运动 方程 ,我 将 把 这 一 问题 的 证 明 留 给 你 们 中 那些 较 机 敏 的 人 
去 做 。 我 是 否 可 建议 你 们 先 做 没有 A、 亦 即 没有 磁场 的 情况 ? 此 时 你 应 当 得 到 运动 方程 
dp /dt = 一 gV$ 的 各 分 量 ,其 中 你 会 记 起 p = mv /V1 一 /7. 

把 存在 矢 势 的 情况 也 包括 进去 就 困难 多 了 。 那 些 变 分 变 得 相当 复杂 。 可 是 最 终 , 解 得 
的 力 项 确实 为 a(E 十 vX B), 正 该 如 此 。 但 我 将 把 这 留 给 你 们 去 考虑 。 

我 想 要 强调 ,在 一 般 情况 下 ,比如 在 相对 论 公式 中 , 那 作用 量 的 被 积 函数 不 再 具有 动能 
减 去 势能 的 形式 。 那 是 只 有 在 非 相对 论 性 的 近似 下 才 正确 的 。 例 如 , moc:VI 一 殉 / 这 一 
项 就 不 是 我 们 所 称 的 动能 了 。 对 于 在 任何 特定 情况 下 作用 量 应 该 是 什么 的 问题 必须 通过 某 
种 试 试 改 改 的 办 法 来 确定 。 这 与 首先 确定 什么 是 运动 定律 的 问题 恰好 相同 。 你 只 要 对 所 已 
知 的 一 些 方程 反复 尝试 ,就 看 出 你 能 否 把 它们 纳入 最 小 作用 量 的 形式 之 中 。 

还 有 一 点 是 关于 名 称 方面 的 。 那 个 经 过 对 时 间 积 分 就 可 以 得 到 作用 量 S 的 函数 称 为 
拉 格 朗 日 函数 2, 它 只 是 粒子 的 速度 和 位 置 的 函数 。 因 此 最 小 作用 原理 也 就 可 以 写成 


S= [gz., war, 


其 中 z; 和 wi 指 位 置 和 速度 的 所 有 分 量 。 所 以 如 果 你 听 到 有 人 正在 谈论 “ 拉 氏 函数 ”， 
你 就 会 知道 他 们 是 在 谈论 那个 要 用 来 求 出 S 的 函数 。 对 于 在 电磁 场 中 的 相对 论 性 运动 ， 


ZL=—mc VI—V/ —q($—v. A). 


并 且 , 我 还 应 该 讲 ,对 于 大 多 数 讲究 准确 和 学 究 式 的 人 物 来 说 ,S 实际 上 并 非 叫 作 “ 作 用 
量 ”, 它 称 为 “哈密 顿 第 一 主 函 数 "。 现 在 ,我 讨厌 的 是 ,要 来 做 一 次 关于 “最 小 哈密 顿 第 一 主 
函数 原理 "的 演讲 。 所 以 就 把 它 叫 作 “ 作 用 量 " 吧 。 而 且 ,会 有 越 来 越 多 的 人 正 把 它 称 为 作用 
量 。 在 历史 上 你 看 到 还 有 许多 不 那么 有 用 的 东西 也 曾 被 称 为 作用 量 , 但 我 想 更 合理 的 还 是 
改 用 一 个 新 一 点 的 定义 。 所 以 现在 你 也 将 这 个 新 函数 叫 作 作用 量 , 而 不 久 人 人 都 会 用 这 个 
简单 名 字 去 称呼 它 了 。 
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现在 ,我 要 对 这 一 课题 做 些 讨论 ,它们 与 以 前 
我 对 最 少时 间 原 理 所 做 的 讨论 相似 。 一 个 宣称 从 
一 处 到 另 一 处 的 某 个 积分 是 一 极 小 值 的 定律 一 一 
这 会 告诉 我 们 有 关 全 过 程 的 某 种 东西 一 一 与 一 
个 宣称 当 你 沿路 径 行进 时 、 有 一 个 力 在 使 它 加 速 
的 定律 相 比 ,它们 的 特性 有 很 大 差别 。 第 二 种 办 
法 ,告诉 你 如 何 沿 着 路 径 一 点 一 点 地 前 进 ;而 另 
一 种 办 法 ,是 关于 整个 路 径 的 全 面 描述 。 在 光 的 

图 19-9 情况 下 ,我 们 已 谈论 过 这 两 者 间 的 关系 。 现 在 ， 

我 来 解释 在 有 了 这 类 最 小 作用 原理 时 ,为 什么 还 

会 有 微分 定律 。 原 因 是 这 样 的 : 试 考虑 在 时 间 和 空间 中 的 那 条 实际 路 径 。 如 前 一 样 , 让 我 们 

仅仅 考虑 一 维 ,从 而 可 把 z 作为 上 的 函数 画 成 曲线 。 沿 这 一 真实 路 径 ,S 是 极 小 值 。 假 定 已 

有 了 该 真实 路 径 , 而 它 在 空间 和 时 间 上 既 通过 某 点 a, 又 通过 附近 另 一 点 5, 见 图 19-9。 现 

在 ,如 果 从 忆 至 所 整个 积分 是 极 小 值 ,那么 就 有 必要 沿 a 至 5b 的 小 段 积分 也 是 极 小 值 。 不 

可 能 在 a 至 6 这 一 部 分 就 稍微 多 一 点 。 因 为 不 然 的 话 ,就 总 能 仅仅 拨 动 这 段 路 径 而 使 整个 
积分 值 稍微 降低 。 

所 以 在 这 条 路 径 中 的 每 一 小 段 也 必然 是 极 小 值 。 并 且 不 管 该 小 段 如 何 短 , 这 都 是 正确 
的 。 因 此 ,整个 路 径 给 出 极 小 值 的 原理 ,也 可 说 成 路 径 的 每 一 无 限 小 线段 也 是 具有 最 小 作用 
量 的 那 种 曲线 。 现 在 若 我 们 取 路 径 上 足够 短 的 一 段 一 一 在 十 分 靠近 的 a 与 6 两 点 之 间 一 一 
那么 在 遥远 处 势能 如 何 逐 点 变化 就 是 无 足 轻重 的 事情 了 ,因为 在 那 整 整 一 小 段 路 径 上 你 几 
平 总 是 呆 在 同一 个 地 点 。 你 必须 加 以 讨论 的 唯一 事情 就 是 势能 中 的 一 级 变化 。 答 案 只 能 取 
决 于 势能 的 微 商 而 不 是 在 各 处 的 势能 。 所 以 关于 整 条 路 径 的 总 性 质 的 陈述 就 变 成 对 一 小 段 
路 径 会 发 生 的 事情 的 陈述 一 一 一 种 微分 式 描述 。 而 这 一 种 微分 式 描述 就 仅仅 涉及 到 势能 的 
微 商 ,也 就 是 在 一 点 处 的 力 。 这 就 是 总 体 定律 与 微分 定律 之 间 关系 的 一 种 定性 解释 。 

在 光 的 情况 下 ,我 们 也 曾 讨 论 过 这 问题 :粒子 怎么 会 找到 它 的 正确 路 径 昵 ?从 微分 的 观 
点 , 那 是 容易 理解 的 。 它 获得 加 速度 的 每 个 瞬时 仅仅 知道 在 该 时 刻 做 些 什 么 。 可 是 如 果 你 
讲 粒子 决定 选取 将 给 出 最 小 作用 量 的 路 径 , 那 你 关于 因果 的 全 部 直觉 就 发 生 了 混乱 。 为 了 
找 出 邻近 路 径 是 否 具有 更 多 的 作用 量 , 它 " 闻 出 "它们 了 吗 ? 在 光 的 情况 下 , 当 我 们 放置 一 些 
光学 元 件 在 光 所 经 过 的 道路 上 、 以 致 光子 们 不 能 检查 所 有 的 路 径 时 ,我 们 便 发 现 它们 不 再 能 
算出 该 走 哪 一 条 路 ,从 而 就 有 了 衍射 现象 。 

这 类 事情 在 力学 中 也 会 发 生 吗 ? 粒子 真 的 不 仅仅 能 选取 正确 路 径 ,而 且 还 会 审查 所 有 
其 他 的 各 种 可 能 路 径 吗 ? 而 且 , 若 在 路 途上 设置 一 些 东西 以 阻止 其 向 四 处 张望 ,我 们 也 能 得 
到 与 衍射 类 似 的 现象 吗 ? 当然 ,一 切 令 人 惊奇 之 处 就 在 于 ,事情 恰恰 是 这 样 。 这 正 是 量子 力 
学 定律 所 说 的 。 因 此 ,我 们 的 最 小 作用 原理 还 是 陈述 得 不 完全 。 并 非 粒 子 选取 了 作用 最 小 
的 那 条 路 径 , 而 是 它 对 附近 的 所 有 路 线 都 闻 过 ,从 而 按照 与 光 选 择 最 短 时 间 类 似 的 方法 来 选 
取 一 条 具有 最 小 作用 量 的 路 径 。 你 应 记得 , 光 选 取 最 短 时 间 的 办 法 是 这 样 的 :要 是 它 遵循 一 
条 需要 不 同时 间 的 路 径 , 则 当 它 到 达 时 就 有 不 同 相 位 。 而 在 某 一 点 上 的 总 振幅 等 于 光 能 到 
达 的 所 有 不 同 路 径 振 幅 贡献 的 总 和 。 所 有 那些 提供 相位 差异 很 大 的 路 径 将 不 会 合成 任何 东 
西 。 但 如 果 你 能 找 出 一 整 序列 路 径 , 它 们 都 具有 几乎 相同 的 相位 , 则 小 小 的 贡献 便 将 加 在 一 起 
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而 在 到 达 之 处 得 到 一 个 可 观 的 总 振幅 。 因 此 ,重要 路 径 就 成 为 许多 能 给 出 相同 相位 彼此 靠近 
的 路 径 。 

对 于 量子 力学 ,事情 恰巧 完全 相同 。 整 个 量子 力学 (对 于 非 相 对 论 情况 ,并 上 略 去 电子 自 
旋 ) 是 这 样 处 理 的 :一 个 粒子 在 时 刻 二 从 点 1 出 发 ,将 在 ts 到 达 点 2 的 概率 等 于 概率 幅 的 平 
方 。 总 概率 幅 可 以 写成 每 一 可 能 路 径 一 一 每 一 条 到 达 的 途径 一 一 的 各 概率 幅 之 和 。 对 于 我 
们 可 能 有 的 每 个 z(+) 一 一 对 于 每 条 可 能 想象 出 来 的 轨道 一 一 我 们 就 得 算出 一 个 概率 幅 。 
然后 再 把 它们 相 加 起 来 。 对 于 每 条 路 径 ,我 们 认为 概率 幅 是 什么 呢 ? 上 述 作用 量 积分 告诉 
我 们 ,对 于 一 条 单独 路 径 其 概率 幅 应 该 是 什么 。 概 率 幅 正比 于 某 个 常数 乘 es^ ,其 中 S 就 是 
对 那 条 路 径 的 作用 量 。 这 就 是 说 ,如 果 我 们 用 一 个 复数 来 表示 概率 幅 的 相位 , 则 相 角 就 是 
S/。 作 用 量 S 具 有 能 量 乘 时 间 的 量 纲 ,而 普 朗 克 常量 # 也 具有 相同 的 量 纲 。 它 是 判定 量 
子 力学 什么 时 候 才 显 得 重要 的 一 个 常数 。 

这 就 是 它 工作 的 原理 :假设 对 所 有 路 径 , 与 相 比 S 很 大 , 则 一 条 路 径 贡 献 一 定 的 概率 
幅 。 对 于 附近 一 条 路 径 , 该 相位 已 很 不 相同 ,因为 对 于 巨大 的 S, 即 使 S 的 一 个 小 小 变化 也 
意味 着 一 个 完全 不 同 的 相位 一 一 因为 是 那么 小 。 所 以 在 求 和 时 ,互相 靠近 的 路 径 一 般 都 
会 将 其 效应 互相 抵消 一 一 除了 一 个 区 域 以 外 ,而 这 个 区 域 一 条 路 径 与 其 邻近 路 径 在 一 级 近 
似 下 全 都 会 给 出 相同 的 相位 (更 准确 地 说 ,在 范围 内 给 出 相同 的 作用 量 ), 只 有 这 些 路 径 才 
是 重要 的 。 因 此 ,在 普 朗 克 常 量 # 趋 于 零 的 极限 情况 下 ,正确 的 量子 力学 规律 可 以 总 结 成 简 
单 的 一 句 话 :忘记 所 有 这 些 概率 幅 吧 。 粒 子 就 在 一 条 特殊 路 径 上 运动 , 那 是 在 一 级 近似 下 
S 不 发 生变 化 的 一 条 路 径 "。 这 就 是 最 小 作用 原理 与 量子 力学 之 间 的 关系 。 量 子 力学 可 以 
用 这 种 形式 来 表达 的 事实 ,是 由 本 次 演讲 开头 曾 提 及 的 同一 位 教师 巴 德 先生 的 另 一 名 学 生 
在 1942 年 发 现 的 [量子 力学 原本 是 通过 给 出 关于 概率 幅 的 微分 方程 ( 薛 定 谓 首创 ) 以 及 通过 
某 种 其 他 矩阵 数学 ( 海 森 伯 首创 ) 而 表达 出 来 的 ]。 

现在 要 来 谈 谈 物理 学 中 其 他 的 极 小 原理 ,其 中 有 许多 是 很 有 意义 的 。 我 并 不 想 马 上 就 
将 它们 全 都 罗列 出 来 ,而 只 打算 再 描述 其 中 的 一 种 。 以 后 , 当 我 们 面临 一 个 具有 漂亮 的 极 小 
原理 的 物理 现象 时 ,我 将 随时 结合 它 来 谈 。 现 在 我 要 来 证 明 :不 必 通 过 给 出 场 的 微分 方程 ， 
而 是 通过 讲述 某 个 积分 是 极 大 或 极 小 值 ,就 能 够 描述 静电 学 。 首 先 ,让 我 们 考虑 电荷 密度 处 
处 已 知 的 情况 ,而 问题 就 在 于 求 出 空间 中 每 一 处 的 电势 $。 你 知道 答案 应 该 是 : 


V =— p/h- 
但 表述 这 相同 事件 的 另 一 种 办 法 却 是 :计算 积分 U* : 





U" = 号 (Wrav — Josav, 


这 是 一 个 对 全 部 空间 进行 的 体积 分 。 对 于 正确 的 势 分 布 Hz, y, zx),U" 是 极 小 值 。 

我 们 可 以 证 明 , 这 两 种 关于 静电 学 的 表述 是 等 效 的。 现在 假定 选取 任意 函数 $。 要 求 
证 明 : 当 我 们 认为 $ 是 正确 的 势 $ 加 上 一 个 小 的 偏离 时 , 则 在 一 级 近似 下 U" 的 变化 为 零 。 
因此 我 们 记 作 

sp a 


$ 就 是 我 们 所 要 寻找 的 ,但 现在 给 它 造成 一 种 变化 ,以 找 出 它 必须 怎样 才能 使 U" 的 变 分 在 
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一 级 近似 下 为 零 。 对 于 U" 中 的 第 一 部 分 ,我 们 有 必要 写成 
(WwW): = (V$)* +2V$ :VW+ (YW)’. 
式 中 会 变化 的 唯一 一 个 一 级 项 为 
2V$ .WW. 
在 U* 的 第 二 项 中 ,被 积 函数 为 
of 一 pg 十 of， 
其 变化 部 分 为 pf。 因 此 , 若 只 保留 那些 变化 的 部 分 , 则 需要 有 下 面 的 积分 : 
aU* = [vs Wp dv. 
现在 ,根据 以 往 的 普遍 法 则 ,我 们 必须 得 到 经 过 了 补 组 的 完全 去 掉 f 的 微 商 的 那 种 东 
西 。 让 我 们 看 看 那些 微 商 是 什么 。 上 式 中 的 点 积 为 
强奸 于 于 
arar ayay azazx 
我 们 得 把 它们 对 z, 对 y 和 对 z 进行 积分 。 原 来 窍门 就 在 这 里 : 若 要 将 37 /az 去 掉 , 就 必须 


对 z 进行 分 部 积分 ,这 样 就 会 把 微 商 移 到 # 上去。 这 与 我 们 过 去 常用 来 去 掉 对 上 微 商 的 那 
种 一 般 想 法 是 相同 的 。 我 们 利用 等 式 : 


a$ af ag ag 
i 
| 3 js 2 


等 号 右边 已 积 出 的 项 为 零 ,因为 我 们 必须 使 f 在 无 限 远 处 为 零 [ 这 相当 于 使 7 在 ty 各 
时 为 零 。 因 此 ,我 们 的 原理 就 应 该 更 准确 地 说 成 :对 于 正确 的 势 $,U" 比 对 任何 其 他 势 
#z，y，z) 都 小 ,而 在 无 限 远 处 S$ 和 #$ 则 有 相同 的 值 ]。 然 后 我 们 对 于 y 和 z 也 这 样 做 。 
因而 AU" 的 积分 为 


A0 = vi$ —p)/fav. 


为 了 使 这 一 变 分 对 于 任何 /一 一 不 管 是 什么 一 一 都 为 零 ,f 的 系数 就 必须 为 零 , 因 而 
Vi$ =— p/h. 
我 们 又 回 到 了 原来 的 方程 。 因 而 上 述 的 “ 极 小 "命题 是 正确 的 。 


如 果 我 们 采用 稍微 不 同 的 方法 来 做 上 述 代数 运算 ,就 可 以 使 命题 普遍 化 。 让 我 们 回 到 
原来 的 式 子 ,不 计算 名 分 量 ,而 直接 做 分 部 积分 。 注 意 下 列 这 个 等 式 : 


VfV$)= WV$+f vg. 


如 果 算出 左边 的 微分 ,就 能 证 明 它 刚 好 等 于 右边 。 现 在 可 以 利用 这 一 等 式 进行 分 部 积分 。 
在 上 述 AU 的 积分 中 ,用 VV . (f V$) 一 fV$ 代 替 V$* WW, 而 后 对 体积 进行 积分 。 其 中 散 
度 项 的 体积 分 可 以 用 面积 分 代替 : 


fv ve)av = [fv :nde. 
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由 于 是 对 全 部 空间 积分 ,所 以 积分 的 面 位 于 无 限 远 处 。 由 于 那里 的 f 等 于 零 ,因而 得 到 与 
前 面相 同 的 答案 。 

只 有 现在 我 们 才 明 白 怎样 求解 这 样 的 一 个 问题 , 即 我 们 不 知道 其 中 全 部 电荷 如 何 分 布 。 
假设 我 们 有 些 导体 ,电荷 以 某 种 方式 分 布 在 其 上 面 ,只 要 所 有 导体 的 电势 都 固定 不 变 , 则 我 
们 仍然 能 够 应 用 极 小 原理 。 对 U* 的 积分 仅 在 一 切 导体 之 外 的 空间 中 进行 。 这 时 ,由 于 不 
能 使 导体 上 的 $ 发 生变 化 ,所 以 在 所 有 导体 的 表面 上 f 都 等 于 零 ,因而 面积 分 


Jivs “nda 

仍然 为 零 。 剩 下 来 的 体积 分 
AU = [ov$ -pfav 

只 在 各 导体 之 间 的 空间 中 进行 。 当 然 ,我 们 再 次 得 到 泊 松 方程: 

Vi$ = 一 oh. 
这 样 就 证 明了 原来 的 积分 U" 也 是 一 个 极 小 ,只 要 在 电势 全 都 固定 的 各 导体 外 的 空间 里 进 
行 计算 [这 就 是 说 , 当 z, y, x 是 导体 表面 上 的 一 点 时 ,任何 尝试 函数 gz，>，z) 都 必须 等 
于 该 导体 的 给 定 电势 ]。 

一 个 有 趣 的 情况 是 电荷 只 存在 于 导体 上 。 这 时 


= 时 [wav. 


我 们 的 极 小 原理 讲 , 在 一 组 导体 都 处 于 某 些 给 定 电势 的 情况 下 ,它们 之 间 的 势 就 会 自动 调整 
到 使 积分 U* 为 最 小 。 这 个 积分 是 什么 呢 ? 由 于 项 V$ 就 是 电场 ,因而 该 积分 就 是 静电 能 。 
真实 的 场 是 在 所 有 来 自 电势 梯度 的 场 中 总 能 量 最 小 的 那个 场 。 

我 想 要 利用 这 一 结果 来 算出 某 个 具体 的 东西 ,从 而 给 你 们 看 看 这 些 东 西 实际 上 是 非常 
有 用 的 。 假 设 我 取 两 个 导体 构成 一 柱 形 电容 器 (图 
19-10) ,内 部 的 导体 具有 电势 V ,而 外 面 的 导体 电 
势 为 零 。 令 内 、 外 两 个 导体 的 半径 分 别 为 a 和 6。 
现在 可 以 假定 它们 之 间 的 任意 电势 分 布 。 如 果 我 


们 采用 正确 的 $ 并 算出 。 认 |(V$)*dV, 则 它 应 当 


是 系统 的 能 量 , 即 去 CV*。 因 此 ,也 可 以 根据 我 们 的 


原理 算出 C。 但 若 采用 错误 的 势 分 布 并 试图 用 这 
个 办 法 来 算出 C, 则 我 们 得 到 的 电容 将 太 大 。 因 为 
电势 V 已 经 被 规定 了 ,所 以 任何 假定 出 来 的 ,并非 
严格 等 于 正确 电势 的 $, 都 会 给 出 一 个 比 正确 值 要 0 
大 的 假 的 C。 不 过 如 果 我 的 辅助 的 # 是 任意 的 粗略 近似 , 则 C 将 是 一 个 良好 的 近似 ,因为 C 
的 误差 比 $ 的 误差 要 高 一 级 。 

假设 我 不 知道 一 个 柱 形 电容 器 的 电容 , 那 我 就 可 以 利用 这 一 原理 来 找到 它 。 我 只 要 不 
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断 对 势 函 数 #$ 进 行 猜测 直到 获得 最 低 的 C 值 为 止 。 例 如 ,假定 我 选取 一 个 与 恒定 电场 相对 
应 的 势 ( 当 然 , 你 知道 ,这 里 的 场 实际 上 不 是 便 定 的 , 它 会 随 1/r 变化 )。 一 个 恒定 场 意味 着 
一 个 与 距离 成 正比 的 势 。 为 适合 两 导体 所 在 处 的 条 件 , 它 必须 是 


+-v(- 汪 人 





这 个 函数 在 r = a 处 为 V, 在 r 二 5 处 为 零 ,而 在 两 者 之 间 的 势 则 有 等 于 一 V /(5 一 a) 的 固定 
斜率 。 所 以 为 了 求 得 积分 U" ,我 们 所 要 做 的 就 是 将 这 个 #$ 的 梯度 的 平方 乘 以 /2 并 对 全 
部 体积 求 积 分 。 让 我 们 对 单位 长 度 的 圆柱 做 这 种 计算 。 在 半径 7 处 的 体积 元 为 2rrdr, 进 
行 积分 ,我 对 求 电容 的 第 一 次 尝试 就 得 到 








1 和 
CV*( 第 一 次 尝试 ) 一 号 | 本 2rrdr 


这 积分 不 难 , 它 正好 为 





(3 


这 样 我 就 有 了 一 个 关于 电容 的 公式 , 它 虽 然 不 正确 ,但 却 是 一 种 近似 结果 : 
C b+a 


2ro 2(6—a)’ 


自然 , 它 与 正确 答案 C = 2rxo /ln(6/a) 不 同 ,但 并 非 太 坏 。 让 我 们 对 几 个 ba 值 把 它 与 正确 
答案 做 比较 ,所 得 结果 如 下 表 所 列 : 








Cen 
Zr 





1.4423 1. 500 
0.721 0.833 


0.434 0.612 
0.217 0.51 
2.4662 2.50 

10. 492 059 10. 500 000 





即使 当 5/a 大 至 2 时 一 一 就 电场 来 讲 ,与 一 个 线性 变化 的 场 相 比 它 给 出 了 相当 大 的 改变 一 一 
我 仍 获得 了 相当 好 的 近似 。 当 然 ,正如 所 预期 的 那样 ,答案 稍微 偏 高 一 些 。 如 果 你 把 一 根 细 导 
线 放 在 一 个 大 圆柱 之 中 ,事情 就 糟 得 多 。 这 时 场 已 有 了 巨大 变化 ,而 倘若 你 还 是 用 一 个 恒定 场 
来 代表 它 , 那 你 就 干 得 不 太 好 了 。 当 6b/a = 100 时 ,我 们 偏离 了 几乎 2 倍 。 对 于 小 的 5/a, 则 事 
情 要 好 得 多 。 试 取 与 刚才 极端 相反 的 情况 , 当 两 导体 相距 不 远 一 一 比方 说 5b/a = 1.1 一 一 
时 , 则 恒定 场 就 是 一 个 相当 好 的 近似 ,而 我 们 会 得 到 误差 在 干 分 之 一 以 内 的 正确 C 值 。 

现在 我 要 来 告诉 你 ,如 何 可 改进 这 种 计算 (当然 ,对 于 柱 形 电容 器 来 说 你 已 经 知道 它 的 
正确 答案 ,但 对 于 其 他 一 些 你 还 不 知道 其 正确 答案 的 古怪 形状 ,所 用 方法 仍然 与 此 相同 )。 
下 一 步 对 未 知 的 正确 $ 尝 试 较 好 的 近似 。 例 如 ,你 也 许 会 试 一 试 一 个 常数 加 上 一 个 指数 函 
数 的 $, 如 此 等 等 。 但 除非 你 已 知道 正确 的 $, 否 则 你 怎么 会 知道 何 时 才能 得 到 一 个 较 好 的 
近似 呢 ? 答案 :你 把 C 算出 来 ,最 低 的 C 值 就 是 最 接近 于 正确 的 值 。 让 我 们 来 尝试 这 一 想 
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法 。 假 定 电势 不 是 ~ 的 线性 函数 而 是 的 二 次 函数 一 “电场 不 是 恒定 的 而 是 线性 的 。 能 够 
适合 在 -一 6 处 上 一 0 \ 而 在 一 a 处 # 一 V 这 种 条 件 的 最 一 般 的 二 次 形式 的 $ 为 


4vD+o( 汪 2)-a+o( 三 3]， 








式 中 “ 为 一 任意 常数 。 这 公式 稍微 复杂 了 一 点 。 在 势 中 除了 一 个 线性 项 外 还 包括 一 个 二 次 
项 。 很 容易 从 它 得 到 场 ,该 场 正 好 为 
2 (r 一 a)V 
和 = 一 天 < 二 2(L+o) yr: 
现在 我 们 必须 将 上 式 加 以 平方 并 对 体积 进行 积分 。 但 请 等 一 等 。 我 应 当 给 a 取 个 什么 值 
呢 ? 我 可 以 对 % 取 一 条 抛物 线 ,然而 是 什么 样 的 抛物 线 呢 ? 这 里 我 所 要 做 的 是 :用 任意 一 个 
a 算出 电容 。 得 到 的 结果 是 
0: be 20 和 法 半 二 
2ro [人 $+1)+ Ge 3] 
这 看 来 还 是 稍微 复杂 一 点 ,但 它 是 从 对 场 的 平方 进行 积分 而 得 到 的 。 现 在 我 可 以 选择 a 了 。 
我 知道 正确 结果 总 是 比 我 将 要 算出 的 任何 值 都 小 ,因而 不 管 我 代入 什么 a 值 总 会 得 到 一 个 
太 大 的 答案 。 但 如 果 我 保持 着 玩弄 a 并 得 到 一 个 我 所 能 得 到 的 最 低 的 可 能 值 , 则 这 个 最 低 
值 就 会 比 其 他 任何 值 都 更 接近 于 真实 的 值 。 所 以 我 将 要 做 的 下 一 件 事 就 是 去 拣 出 会 提供 极 
小 C 值 的 那个 a。 按 照 普通 的 微 积分 来 计算 ,我 得 到 极 小 的 C 出 现在 a = 一 25/(5 十 a) 时 ， 
将 此 值 代入 上 面 的 公式 中 ,得 到 的 极 小 电容 为 : 
CC _ 呈 十 4 田 十 对 
zxro 3(B—al) “ 
对 于 各 种 不 同 的 5/a 值 我 已 经 算出 了 由 这 一 公式 所 给 出 的 C 值 。 我 将 称 这 些 数值 为 C 
(二 次 ), 这 里 是 C( 二 次 ) 与 正确 C 的 对 照 表 。 


也 Cea Sen 
a 2Zxeo ‘0 


1.4423 1.444 
0.721 0.733 
0.434 0.475 











0.217 0.346 
2.466 2 2.4667 
10. 492 059 10, 492 065 





例如 , 当 两 半径 之 比 为 2 比 1 时 ,我 得 到 1. 444, 这 对 于 正确 答案 1. 442 3 来 说 已 经 是 一 
个 很 好 的 近似 。 即 使 对 于 较 大 的 5/a, 它 仍旧 相当 好 一 一 比 一 次 近似 要 好 得 多 。 当 6b/a 为 
10 比 1 时 ,还 是 相当 准确 一 一 只 偏离 10%。 但 当 6/a 达到 100 比 1 时 ,事情 就 开始 变 糟 。 
我 所 得 到 的 C/2xe 是 0. 346 而 不 是 0. 217。 在 另 一 方面 ,对 于 1. 5 的 半径 比 ,该 答案 非常 
好 ;至 于 1. 1 的 5/a, 答 案 表 明 是 10. 492 065 而 不 是 10. 492 059。 这 里 答案 应 该 是 好 的 , 它 就 
已 经 非常 非常 好 了 。 

我 已 经 举 出 了 好 几 个 例子 ,首先 为 了 表明 极 小 作用 量 原理 和 一 般 的 极 小 原理 的 理论 价 
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值 ,其 次 在 于 表明 它们 的 实用 价值 一 一 不 仅仅 去 算出 我 们 已 明知 其 答案 的 电容 。 对 于 任何 
其 他 形状 的 电容 ,你 可 以 用 某 些 像 那样 的 未 知 参数 去 猜测 一 个 近似 的 场 ,并 调整 这 些 参数 
以 获得 一 个 极 小 值 。 对 于 其 他 方法 难以 处 理 的 一 些 问 题 ,用 此 法 你 将 得 极 好 的 数值 结果 。 


$ 19-2 演讲 后 补充 的 一 段 笔记 


我 愿意 补充 一 点 我 没有 时 间 在 课堂 上 讲 的 东西 (似乎 我 准备 的 材料 总 是 比 我 有 时 间 讲 
到 的 要 多 )。 正 如 我 曾经 提 到 的 , 当 准备 这 一 演讲 时 我 对 一 个 问题 产生 了 兴趣 。 我 要 告诉 你 
们 这 是 个 什么 问题 。 在 我 上 面 所 提 及 的 极 小 原理 中 ,我 曾 注意 到 其 中 大 多 数 以 不 同 的 方法 
来 自力 学 和 电动 力学 中 的 最 小 作用 量 原理 。 但 也 有 一 类 并 非 如 此 。 作 为 一 个 例子 , 若 电流 
通过 某 一 块 材料 时 遵从 欧姆 定律 , 则 在 这 块 材料 中 的 电流 就 会 分 布 得 使 热量 的 产生 率 尽 可 
能 小 。 我 们 也 可 以 讲 ( 如 果 材料 都 保持 等 温 的 话 ) ,能 量 的 产生 率 是 一 极 小 值 。 那 么 ,按照 经 
典 理 论 , 这 一 原理 甚至 也 适用 于 确定 载 流 金属 内 部 电子 的 速度 分 布 。 速 度 的 这 种 分 布 并 非 
是 严格 的 平衡 分 布 [ 见 第 1 卷 第 40 章 , 式 (40. 6)] ,因为 电子 正在 向 侧面 漂移 。 这 一 新 的 分 
布 可 以 从 下 述 原理 找到 , 即 对 某 个 给 定 的 电流 , 它 是 使 得 因 碰撞 每 秒 所 产生 的 业 尽 可 能 少 的 
一 种 分 布 。 然 而 ,关于 电子 行为 的 正确 描述 应 该 是 由 量子 力学 给 出 的 。 于 是 问题 就 是 : 当 情 
况 要 用 量子 力学 来 描述 时 ,同样 的 极 小 业 产 生 原 理 是 否 仍然 正 确 ? 我 对 此 还 未 找到 答案 。 

当然 ,这 问题 在 理论 上 是 很 重要 的 。 像 这 样 的 原理 是 令 人 神往 的 ,而 且 尝 试看 清 其 普遍 
性 如 何 始终 是 值得 的 。 但 从 一 个 更 为 实用 的 观点 来 说 ,我 也 希望 去 了 解 它 。 我 与 几 位 同事 
曾经 发 表 过 一 篇 论文 ,其 中 我 们 根据 量子 力学 近似 地 计算 过 一 个 运动 电子 通过 一 块 像 NaCl 
那样 的 离子 晶体 时 所 感受 到 的 电阻 [Feynman, Hellwarth, Iddings, and Platzman. Mobility of 
Slow Electrons in a Polar Crystal. Phys. Rev. , 1962, 127:1004]。 但 要 是 极 小 原理 存在 ， 
则 我 们 可 以 用 它 做 出 更 为 精确 的 结果 ,就 像 有 关 电 容器 电容 的 极 小 原理 曾经 允许 我 们 对 电 
容 获 得 那样 高 的 准确 度 那样 ,尽管 我 们 只 有 初步 的 电场 知识 。 


第 20 章 ”麦克 斯 书 方程 组 在 自由 空间 中 的 解 ” 
$20-1 自由 空间 中 的 波 ;平面 波 


在 第 18 章 中 ,我 们 就 已 经 达到 拥有 完整 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 目的 。 对 电磁 场 的 经 
和 典 理论 所 要 知道 的 一 切 知识 ,全 都 可 以 在 下 列 四 个 方程 中 求 得 : 


i IT.VYXE= 一 28 
to oat 


(20.1) 
HI. V+ B=0 N. eVxB= 二 + 到 


当 我 们 把 所 有 这 些 方程 都 合 在 一 起 时 ,一 个 惊人 的 新 现象 出 现 了 :由 运动 电荷 所 产生 的 场 可 
以 离开 源 而 独自 通过 空间 传播 。 我 们 曾 考虑 过 一 个 特殊 例子 ,在 其 中 一 无 限 大 电流 片 被 突 
然 地 开通 。 当 电流 已 经 开通 了 时 间 上 之 后 ,就 有 均匀 的 电场 和 磁场 从 源 处 扩展 至 距离 ct。 
假设 该 电流 片 被 置 在 yz 平面 上 , 且 具 有 沿 正 y 方向 的 面 电流 密度 了 , 则 电场 将 只 有 一 个 y 
分 量 ,而 磁场 只 有 一 个 = 分 量 。 在 z 轴 的 正方 向 ,zx 小 于 ct 的 地 方 ,这 些 场 的 分 量 由 下 式 给 出 ; 


E, = cB。 一 一式 -: (20.2) 


但 对 于 z 大 于 ct 的 地 方 ,这 些 场 都 是 零 。 当 然 ,也 有 相似 的 场 从 该 电流 片 向 负 z 方向 传播 
而 达到 相同 的 距离 (在 图 20-1 中 我 们 画 出 了 作为 x 函数 的 场 其 大 小 在 时 刻 + 的 图 形 )。 随 
着 时 间 的 推移 ,在 ct 处 的 “ 波 前 ”会 以 恒定 速度 
沿 z 方 向 往外 传播 。 网 出 

现在 , 试 考虑 下 述 的 事件 次 序 。 首 先 开通 单 
位 强度 的 电流 并 经 历 了 一 段 时 间 , 然 后 突然 把 电 
流 强度 增加 至 三 个 单位 ,并 从 此 一 直 保持 在 这 一 
数值 上 。 这 时 场 会 像 个 什么 样子 呢 ? 我 们 能 够 用 ”一 小 | 二 
如 下 方式 来 看 个 究竟。 首先 ,设想 有 一 单位 强度 丰富 的 :而 划 作 为 
的 电流 在 + 一 0 时 开通 ,并 且 永 不 改变 。 这 样 ,对 刻 , 作 为 
于 在 z 正 向 的 场 ,其 图 形 就 由 图 20-2(a) 给 出 。 国生 罗 玫 各 和 可 交 
其 次 ,我 们 要 问 , 若 在 4 时刻 开通 两 个 单位 的 恒定 电流 又 将 发 生 什么 呢 ? 

在 这 一 情况 下 场 将 比 原来 增强 一 倍 ,但 在 方向 仅 传播 到 c(z 一 5 ) 那 么 远 的 距离 ,如 图 
20-2(b) 所 示 。 当 我 们 运用 到 加 原理 而 把 这 两 个 解 相 加 起 来 时 ,就 会 发 现 这 两 个 源 之 和 在 





* 参考 :第 一 卷 47 章 声 ,波动 方程 ;第 一 卷 28 章 ,电磁 辐射 
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图 20-2 由 一 电流 片 产生 的 电场 。 
(a) 在 上 = 0 时 ,一 单位 电流 被 接 通 ; 
(b) 在 t= 时 ,二 个 单位 的 电流 被 接 
通 ;(c)(a) 和 (b) 两 者 的 个 加 





从 零 至 所 的 时 间 里 电流 为 一 单位 而 在 大 于 4 的 时 间 
里 电流 为 三 单位 。 在 上 时 刻 则 场 随 距 离 x 变化 的 情 
形 如 图 20-2(c) 所 示 。 
现在 ,让 我 们 处 理 一 个 较 复杂 的 问题 。 考 虑 这 样 
种 电流 ,开通 至 一 单位 强度 ,过 了 一 会 儿 之 后 ,又 增 
强 至 三 个 单位 ,再 过 些 时 间 便 完全 给 截断 。 对 于 这 么 
一 种 电流 , 场 又 将 如 何 呢 ? 我 们 能 够 按照 同样 的 办 法 
来 求 出 解答 一 一 把 三 个 分 开 着 的 问题 的 解 都 相 加 起 
来 。 首 先 , 求 一 个 单位 强度 的 阶梯 式 电流 的 场 ( 这 问 
题 我 们 已 经 解决 )。 其 次 ,再 求 两 个 单位 的 阶梯 式 电 
流 的 场 。 最 后 , 才 解 出 负 三 个 单位 的 阶梯 式 电 流 的 
场 。 当 把 这 三 个 解 相 加 起 来 时 ,我 们 将 得 到 一 个 电 
流 , 它 从 :二 0 起 至 某 个 往 后 时 刻 一 一 比如 说 4 一 一 
有 单位 强度 ,然后 又 有 三 个 单位 强度 ,并 一 直 持续 到 
一 个 更 后 时 刻 &, 才 将 其 完全 切断 一 一 也 就 是 变 成 
零 。 作 为 时 间 函 数 的 电流 曲线 如 图 20-3(a) 所 示 。 





当 我 们 将 电场 的 那 三 个 解 相 加 起 来 时 , 便 求 得 在 某 个 
给 定时 刻 + 电场 随 z 的 变化 如 图 20-3(b) 所 示 。 场 是 电流 的 确定 表象 。 场 在 空间 中 的 分 布 
就 是 电流 随时 间 变 化 的 一 条 漂亮 曲线 ,只 不 过 要 倒转 过 来 画 才 对 。 随 着 时 间 流 逝 整 个 图 形 
会 以 速率 向 外 运动 ,因而 就 有 一 小 截 场 朝 正 zx 方向 传播 ,这 里 含有 全 部 电流 变化 历史 的 完 
整 而 详尽 的 记录 。 要 是 站 立 在 若干 英里 以 外 ,我 们 能 够 从 电场 和 磁场 的 变化 情况 中 准确 地 
说 出 在 源 处 电流 曾经 是 怎样 变化 的 。 


< 
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ES 

(a) (b) 

图 20-3 ”如果 电流 源 强度 随时 间 的 变化 如 图 (a) 所 示 , 则 在 箭头 所 指 的 + 
时 刻 电场 作为 = 函数 就 如 图 (b) 所 示 


EGG er 


你 也 将 注意 到 ,在 源 处 的 所 有 活动 都 已 完全 停止 后 很 久 , 一 切 电荷 和 电流 都 变 为 零 ,而 
那 一 小 块 场 仍 将 继续 通过 空间 传播 。 我 们 有 了 不 依赖 于 任何 电荷 或 电流 而 存在 的 一 种 电场 
和 磁场 分 布 。 这 就 是 来 自 完 整 麦克 斯 韦 方程 组 的 新 效应 。 如 果 我 们 愿意 , 尽 可 以 对 刚才 所 
做 的 分 析 给 出 一 个 完全 数学 形式 的 表示 , 即 把 在 某 一 给 定 地 点 和 给 定时 刻 的 电场 写成 与 在 源 
处 的 电流 成 正比 ,只 不 过 不 是 在 同一 时 刻 ,而 是 在 较 早 时 刻 :一 x/c 的 电流 。 我 们 可 以 写成 


E, = 


2 (20. 3) 
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信 不 信 由 你 , 早 在 第 1 卷 当 与 折射 率 理论 打交道 时 ,我们 就 已 经 从 另外 的 观点 导出 过 这 
种 相同 的 公式 。 当 一 片 具 有 偶 极 子 系统 的 .电介质 材料 中 的 一 薄 层 电 偶 极 子 , 当 受到 照射 进 
来 的 电磁 波 的 电场 驱动 而 发 生 振动 时 就 产生 电场 。 那 时 我 们 的 问题 是 要 算出 原来 的 波 与 由 
振动 偶 极 子 辐射 的 波 的 合成 场 。 在 还 没有 ( 提 到 ) 麦 克 斯 韦 方程 组 时 怎么 能 够 算出 由 运动 电 
荷 产生 的 场 呢 ? 当时 我 们 曾 (不 做 任何 推导 ) 把 加 速 点 电荷 在 远 处 所 产生 的 辐射 场 的 一 个 公 
式 作为 我 们 的 出 发 点 。 如 果 你 查阅 一 下 第 1 卷 第 31 章 ,你 就 会 看 到 ,那里 的 式 (31. 17) 同 我 
们 刚才 写 的 式 (20. 3) 完 全 一 样 。 尽 管 我 们 以 前 的 推导 只 有 在 距离 源 很 远 处 才 正 确 ,但 现在 
明白 ,即使 在 靠近 源 处 相同 的 结果 仍然 是 正确 的 。 

现在 ,我 们 要 一 般 地 考察 在 离 源 也 即 离 电流 和 电荷 很 远 的 真空 空间 中 电场 和 磁场 的 行 
为 。 在 十 分 靠近 源 处 一 一 近 至 足以 使 源 在 传播 的 延迟 时 间 内 还 来 不 及 做 出 大 的 变化 一 一 场 
与 我 们 过 去 在 所 谓 静电 和 静 磁 的 情况 下 所 求 得 的 场 几乎 完全 相同 。 然 而 ,如 果 我 们 已 离开 
足够 远 的 距离 以 致 延迟 变 得 十 分 重要 , 则 场 的 性 质 就 可 能 与 我 们 找到 的 那些 解 完全 不 同 。 
在 某 种 意义 上 ,当场 远离 所 有 的 源 时 , 它 便 开始 具有 它们 本 身 的 特性 。 因 此 ,我们 便 可 以 开 
始 讨论 在 既 没 有 电流 也 没有 电荷 的 区 域 里 场 的 行为 了 。 

假设 我 们 询问 :在 p 和 j 两 者 都 是 零 的 区 域 里 哪 一 种 场 可 能 存在 呢 ? 在 第 18 章 中 我 们 
曾 看 到 ,麦克 斯 韦 方程 组 的 物理 内 涵 也 可 以 利用 标 势 和 矢 势 的 一 组 微分 方程 来 表示 : 


区 一 吉 强 ==-2， (20.4) 

路 -去 验 = 七. (20.5) 
如 果 p 和 j 都 是 零 , 则 这 些 方程 具有 较 简 单 的 形式 : 

区 -二 于 =0， (20. 6) 


c* ot 
194_ 
VA (20.7) 
这 样 ,在 自由 空间 里 , 标 势 和 矢 势 A 的 每 个 分 量 就 都 满足 相同 的 数学 方程 。 假 如 令 少 代表 
$，A: ,A,， A. 四 个 量 中 的 任 一 个 , 则 我 们 需要 研究 下 列 方程 的 通 解 : 


Wy-- 训 弄 = (20. 8) 


这 个 方程 称 为 三 维 的 波动 方程 一 一 所 谓 三 维 ,是 因为 函数 y 通 常 可 能 依赖 于 xz,y 和 zz， 
而 我 们 必须 关心 所 有 三 个 坐标 的 变化 。 如 果 将 拉 普 拉 斯 算 符 的 三 项 都 明显 写 出 , 则 上 式 就 
清楚 地 变 成 : p 

Ea 2 Ea 19° 

二 (20.9) 
在 自由 空间 中 电场 E 和 磁场 B 也 都 满足 波动 方程 。 例 如 ,由 于 B= 二 VXA, 所 以 我 们 可 通过 
取 式 (20.7) 的 旋 度 而 得 到 一 个 关于 B 的 微分 方程 。 由 于 拉 普 拉 斯 算 符 是 一 标量 算 符 , 因 而 
它 与 旋 度 算 符 可 以 互相 交换 次 序 : 


VX(vV4)=V(VXA)= VB. 
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同 理 , 旋 度 算 符 与 3 /at 的 次 序 也 可 以 互 换 : 


1 强 _13a WO S|} 
Bar FVXA) = a 


利用 这 些 结果 , 便 可 获得 下 列 B 的 微分 方程 : 


Vx 





va 一 支 3 0 (20.10) 
因此 ,磁场 B 的 每 一 分 量 就 都 满足 三 维 波动 方程 。 同样 , 若 利用 EE = 一 V# 一 94 /9t 这 个 事 
实 , 则 由 此 得 出 在 自由 空间 中 的 电场 E 也 满足 该 三 维 波动 方程 : 


TE E00, (20.11) 


一 切 电磁 场 都 满足 相同 的 波动 方程 (20. 8)。 也 许 我 们 还 会 问 :这 个 方程 最 一 般 的 解 到 
底 是 什么 ? 然而 ,与 其 马上 去 处 理 这 个 困难 问题 , 倒 不 如 先 来 看 看 对 于 不 随 y 和 >z 变化 的 那 
些 解 一 般 能 够 说 些 什么 (常常 要 先 解决 容易 的 情况 以 便 能 看 清 将 会 发 生 的 事情 ,然后 你 才能 
处 理 那 些 较 复杂 的 情况 )。 让 我 们 假定 那些 场 的 大 小 只 取决 于 z 一 一 场 不 随 y 和 >z 变化 。 
当然 ,我们 又 在 考虑 平面 波 了 。 应 该 期 待 得 到 与 前 一 节 中 多 少 有 点 相似 的 结果 。 事 实 上 ,我 
们 将 精确 地 求 得 相同 的 答案 。 你 可 能 会 问 :为 什么 还 要 全 部 重 做 一 遍 呢 ?" 再 做 一 遍 很 重 
要 。 第 一 ,因为 我 们 过 去 从 未 证 明 已 找到 的 波 就 是 关于 平面 波 最 普遍 的 解 ;其 次 , 则 因为 我 
们 当时 仅 从 一 个 非常 特殊 类 型 的 电流 源 找到 了 那些 场 。 现 在 我 们 很 想 问 :存在 于 自由 空间 
中 最 普遍 类 型 的 一 维 波 到 底 是 什么 ? 我 们 不 能 通过 观看 这 个 或 那个 特殊 源 所 发 生 的 事情 而 
做 到 这 一 点 ,而 必须 以 更 大 的 普遍 性 来 处 理 这 个 问题 。 而 且 这 次 将 要 处 理 微分 方程 而 不 是 
处 理 一 些 积分 形式 。 尽 管 将 得 到 相同 的 结果 ,但 仍 不 失 为 一 种 反复 练习 的 途径 ,借以 证 明 无 
论 你 采取 什么 方法 都 不 会 产生 任何 差别 。 你 应 该 懂得 如 何 去 用 多 种 方法 来 做 事情 ,因为 当 
碰 到 一 个 困难 问题 时 ,你 往往 会 发 现在 各 种 方法 中 只 有 一 种 是 易于 处 理 的 。 

我 们 或 许 有 可 能 直接 考虑 解 某 个 电磁 量 的 波动 方程 。 但 相反 ,我 们 要 一 开始 就 从 自由 
空间 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 出 发 ,以 便 使 你 能 够 看 到 它们 与 电磁 波 之 间 的 密切 关系 。 因 此 ,我 
们 就 从 式 (20. 1) 中 的 方程 组 开始 , 令 电荷 和 电流 都 等 于 零 。 它 们 变 成 


I. V:E=0 





I 
严 . V:.:B=0 人 
N 


把 第 一 个 方程 用 分 量 写 出 : 





tr (20.13) 


我 们 假定 场 不 随 y 和 = 变化 ,因而 最 后 两 项 都 为 零 。 于 是 ,这 个 方程 告诉 我 们 : 
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2 
az 
它 的 解 E: 是 在 z 方向 的 电场 分 量 , 它 在 空间 里 是 一 个 恒 量 。 如 果 你 考察 (20. 12) 中 的 休 
式 ,同时 假定 下 在 ? 与 z 方向 没有 变化 ,那么 你 就 能 够 看 出 E. 在 时 间 上 也 是 不 变 的 。 像 这 
样 的 场 ,或 许 有 可 能 来 自 远 处 某 个 充电 电容 器 极 板 的 恒定 直流 场 。 此 刻 ,我 们 对 于 这 种 枯燥 
乏味 的 静电 场 不 感 兴趣 ,目前 感 兴趣 的 只 是 一 些 动态 变化 的 场 。 对 于 动态 场 来 说 , E. = 0 . 
于 是 我 们 就 有 一 个 重要 结果 ,对 于 沿 任何 方向 传播 的 平面 波 ,电场 必须 季 直 于 传播 方 
向 。 当 然 , 它 仍然 能 够 以 复杂 的 形式 随 坐 标 zx 变化 。 
这 横向 的 无 场 总 可 以 分 解 成 两 个 分 量 ,例如 y 分量 和 z 分 量 。 所 以 让 我 们 先 算出 电场 
仅 有 一 横 分 量 的 情况 。 我 们 将 先 考虑 一 个 始终 在 y 方向 而 不 具有 z 分 量 的 电场 。 显 然 , 若 
已 解 出 了 这 个 问题 ,也 就 能 解 出 电场 总 是 在 = 方向 的 那 种 情况 。 通 解 始 终 可 以 表达 成 这 样 
两 种 场 的 又 加 。 
现在 ,我 们 的 方程 组 已 变 得 多 么 容易 。 电 场 的 唯一 不 等 于 零 的 分 量 为 E, ,而 所 有 的 微 
商 一 一 除了 对 于 z 的 微 商 以 外 一 一 都 等 于 零 。 这 样 ,其 余 的 麦克 斯 韦 方程 就 变 得 很 简单 了 。 
其 次 ,让 我 们 来 看 看 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 第 二 个 方程 [ 式 (20. 12) 中 的 卫 ]。 将 EE 旋 度 
的 各 分 量 写 出 ,得 


0. (20.14) 


= 9E,_9E. 9E, 

az ay az 
VXE 的 z 分 量 为 零 , 因 为 对 > 和 对 z 的 微 商 都 是 零 。 它 的 》 分 量 也 是 零 ; 其 中 第 一 项 为 零 
是 因为 E, 对 z 的 微 商 为 零 ,而 第 二 项 为 零 是 由 于 E. 为 零 。E 旋 度 唯一 不 等 于 零 的 分 量 为 
z 分 量 , 它 等 于 9E, /3+。 令 VXE 的 三 个 分 量 对 应 一 9B /at 的 分 量 , 我 们 可 以 得 到 下 列 结论 : 


==0 2 0, (20.15) 
ge (20. 16) 


由 于 磁场 的 分量 和 > 分 量 两 者 对 时 间 的 微 商 都 为 零 , 所 以 这 两 分 量 正好 是 恒定 场 并 且 与 
我 们 以 前 找到 的 静 磁 解 相对 应 。 可 能 某 入 曾 将 某 个 永久 磁铁 遗留 在 靠近 波 传播 的 地 方 。 我 
们 忽略 这 些 恒定 场 ,并 设 B- 和 B, 等 于 零 。 

顺便 提 一 下 ,我 们 可 能 已 经 得 出 结论 :由 于 别 的 原因 B 的 z 分 量 应 为 零 。 由 于 B 的 散 
度 为 零 (由 第 三 个 麦克 斯 韦 方程 得 知 ) ,运用 与 我 们 上 面 关于 电场 所 用 的 相同 论证 ,就 会 得 出 
结论 ,磁场 的 纵向 分 量 不 可 能 随 z 变化。 既然 我 们 忽略 波动 解 中 的 这 种 匀 强 场 ,因此 就 应 
该 令 B, 等 于 零 。 在 平面 电磁 波 中 ,B 场 以 及 E 场 都 一 定 与 传播 方向 垂直 。 

式 (20. 16) 给 我 们 提供 一 个 附加 定理 :如 果 电 场 只 有 y 分量 , 则 磁场 将 只 有 z 分 量 ,所 以 
下 和 如 互相 午 真 。 这 正好 是 我 们 曾经 考虑 过 的 特殊 波 中 所 出 现 的 情况 。 

现在 准备 利用 关于 自由 空间 中 的 最 后 一 个 麦克 斯 韦 方程 [ 式 (20. 12) 中 的 ]。 写 出 分 
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量 后 ,得 : 
: 29B. ,9B, __ aE, 
ce(VXB),. = ay ci es a 
<xB -c= 于 ， (20.17) 








_ .29B,_ ,3B, _ aE. 
VXB) = a 


在 关于 B 分 量 的 六 个 微 商 中 ,只 有 3B. /az 一 项 不 等 于 零 。 因 此 ,这 三 个 方程 仅 给 了 我 们 


一 个 方程 
_ :9B. _ aE, 
pe a (20. 18) 


上 述 一 切 工作 的 结果 表明 ,电场 与 磁场 都 仅 有 一 个 不 等 于 零 的 分 量 , 而 这 些 分 量 应 该 满足 
式 (20.16) 和 (20.18)。 如 果 前 一 式 对 zx 取 微 商 而 后 一 式 对 : 取 微 商 , 则 这 两 个 方程 可 以 结合 成 
一 个 ,这 时 两 方程 的 左边 (除了 因数 c 之 外 ) 将 相同 。 因 此 我 们 发 现 ,E, 满足 下 列 方程 
E19E,_ 


rr (20. 19) 


在 过 去 学 习 声 音 的 传播 时 ,我 们 就 已 经 见 过 相同 的 微分 方程 。 它 是 关于 一 维 波 的 波动 方程 。 
你 应 该 注意 到 ,在 我 们 的 推导 过 程 中 已 经 发 现 的 某 些 东西 比 包含 在 式 (20. 11) 中 的 
要 多 。 麦 克 斯 韦 方 程 组 已 给 了 我 们 进一步 的 知识 , 即 电磁 波 只 具有 垂直 于 其 传播 方向 的 
场 分 量 。 
让 我 们 复习 一 下 已 知 的 关于 一 维 波动 方程 的 解 。 如 果 有 任何 量 y 满 足 一 维 波动 方 


程 
Hy_ 1 
卉 -二 开 =%， (20.20) 
则 一 个 可 能 的 解 是 如 下 形式 的 函数 y(z, 5): 
Mz, t) = f(z—et). (20.21) 


也 就 是 说 , 它 是 单 变量 (x 一) 的 某 种 函数 。 函 数 f(z 一 a) 代表 一 个 在 z 轴 上 的 “刚性 "图 
形 朝 着 正 z 方 向 以 速率 c 在 传播 ( 见 图 20-4)。 例 如 ， 
若 函 数 当 它 的 自 变量 为 零 时 有 一 个 极 大 值 , 则 在 
+ 一 0 时 该 极 大 值 会 出 现在 z = 0 处 。 此 后 在 某 一 时 
刻 , 比 方 说 当 上 = 10 时 少将 在 z = 10c 处 有 它 的 极 大 
值 。 随 着 时 间 的 推移 ,这 极 大 值 以 速率 “ 朝 着 正 z 方 
向 行进 。 





图 20-4 函数 /(x 一 4) 代表 一 个 朝 正 id a 
< 方向 以 速率 c 行进 的 不 变 “形状 ” 有 时 这 样 说 会 更 方便 , 即 一 维 波动 方程 的 一 个 解 


是 (: 一 z/c) 的 一 个 函数 。 然 而 ,这 里 谈 的 是 同一 件 事 
情 , 因 为 (1 一 z/c) 的 任何 函数 也 是 (zx 一 a) 的 函数 : 


Le 
c 





Fle—z/) =F|[— ]= f(z- 
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让 我 们 来 证 明 f(z 一 a) 的 确 是 波动 方程 的 一 个 解 。 由 于 它 是 只 有 一 个 变量 一 一 即 自 
变量 (x 一 4) 一 一 的 函数 ,因此 我 们 将 令 了 表示 了 对 它 的 变量 的 微 商 ,而 f” 表 示 f 的 二 次 
微 商 。 求 式 (20. 21) 对 z 的 微 商 ,得 


= f(z—a), 
由 于 (x 一 4) 对 的 微 商 为 1, 所 以 少 对 zx 的 二 次 微 商 显然 等 于 
= P(z 一 a). (20.22) 


取 少 对 于 : 的 微 商 ,得 : 
= jz 一 a)( 一 9)， 


$=+ef"(r—a). (20. 23) 
我 们 看 到 ,7 确实 满足 一 维 波动 方程 。 

你 可 能 感到 说 异 :“ 如 果 我 有 那个 波动 方程 式 ,又 怎么 会 知道 应 取 f(z 一 a) 作为 它 的 解 
呢 ? 我 就 不 喜欢 这 种 逆向 的 办 法 。 是 否 有 某 种 正 向 的 办 法 来 找 出 解答 呢 ?" 噢 ,一 个 好 的 正 
向 的 办 法 就 是 要 了 解 那个 解答 。 有 可 能 “设计 "出 一 个 表面 上 看 来 是 正 向 的 数学 论证 ,特别 
是 因为 我 们 已 知道 解答 大 致 应 该 如 何 ,但 对 于 一 个 这 么 简单 的 方程 来 说 就 不 必 按 部 就 班 了 。 
不 久 你 将 会 达到 这 样 的 程度 , 当 看 到 式 (20. 20) 时 ,就 几乎 同时 看 出 y= f(z 一 ot) 是 一 个 解 
(就 像 现在 当 你 看 到 xz*dz 的 积分 时 ,你 马上 就 知道 答案 是 x? /3)。 

实际 上 ,你 也 应 该 看 出 稍微 多 一 点 的 东西 。 不 仅 任何 (x 一) 的 函数 是 一 个 解 ,而 且 任 
何 (x 十) 的 函数 也 是 一 个 解 。 既 然 波动 方程 中 仅 含有 ,所 以 改变 c 的 符号 就 不 会 引起 
任何 差别 。 事 实 上 ,一 维 波动 方程 最 普遍 的 解 乃 是 两 个 任意 函数 之 和 ,其 中 一 个 是 (z 一 4) 
的 函数 而 另 一 个 则 是 (z 十 以 ) 的 函数 : 


p= f(r—a)+g(z+a) (20. 24) 


第 一 项 代表 一 个 沿 正 z 方向 传播 的 波 , 而 第 二 项 则 是 沿 负 z 方向 传播 的 任意 波 。 通 解 就 是 
同时 存在 的 两 个 这 样 的 波 的 番 加 。 


我 们 将 把 下 面 一 个 有 趣 的 问题 留 给 你 去 思考 。 考 虑 如 下 形式 的 一 个 函数 y: 
$= cos kr cos kct. 
这 个 式 子 并 不 取 (zx 一) 或 (z 十 以 ) 的 函数 形式 ,但 你 可 以 通过 将 其 直接 代入 式 (20. 20) 中 


而 轻易 地 证 明 这 函数 就 是 波动 方程 的 一 个 解 。 那 么 ,我 们 怎么 能 够 说 通 解 具有 式 (20. 24) 那 
样 的 形式 呢 ? 


将 我 们 关于 波动 方程 解 的 那些 结论 应 用 到 电场 的 y 分 量 E, 上 去 ,就 可 以 断言 ,E, 能 够 
按 任何 一 种 方式 随 zx 变化 。 然 而 ,确实 存在 的 场 总 可 以 认为 是 两 个 图 形 之 和 。 一 个 波 是 在 
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一 个 方向 上 以 速率 通过 空间 飞 驶 , 带 有 一 个 垂直 于 电场 的 相伴 磁场 ; 另 一 个 波 则 是 在 相反 
方向 上 以 同一 速率 传播 , 像 这 样 的 波 相当 于 我 们 所 已 熟悉 的 各 种 电磁 波 一 一 光 、 无 线 电波 、 
红外 辐射 .紫外 辐射 、X 射线 等 等 。 我 们 曾 在 第 1 卷 中 详细 讨论 过 光 的 辐射 。 由 于 在 那里 
学 过 的 每 件 事情 都 适用 于 任何 电磁 波 ,所 以 我 们 不 需 在 这 里 详尽 讨论 这 些 波 的 行为 了 。 
也 许 应 当 对 电磁 波 的 偏振 问题 进一步 做 几 点 评论 。 在 上 述 的 解 中 ,我 们 曾 选 择 考虑 其 
中 电场 只 有 一 个 y 分量 的 那 种 特殊 情况 。 显 然 还 有 另 一 个 解 ,其 中 电场 只 有 一 个 < 分 量 ,但 
也 是 朝 着 正 的 或 负 的 zx 方向 传播 的 波 。 由 于 麦克 斯 韦 方程 组 是 线性 的 ,所 以 对 于 沿 z 方向 
传播 的 一 维 波 的 通 解 就 是 EE, 波 和 E. 波 之 和 。 这 个 通 解 可 以 综合 在 下 列 方程 中 : 
E= (0, E,, E.) 
E,=/(z—a)+g(z+a) 
E. =F(zx—4)+G(z+a) 
B=(0, B,, B.) (20. 25) 
cB.=/f/(z—a)—g(z+a) 
cB, =—F(rz—ad)+G(zr+a). 


这 样 的 电磁 波 具 有 一 个 EE 矢量 ,其 方向 并 非 固定 而 是 在 yz 平面 上 按 某 种 任意 方式 旋转 。 
在 每 一 点 磁场 总 是 垂直 于 电场 ,也 垂直 于 传播 方向 。 

如 果 只 有 在 一 个 方向 ,比如 在 正 开 方向 上 传播 的 波 ,就 存在 一 个 简单 法 则 , 它 告诉 我 们 
关于 电场 和 磁场 的 相对 取向 。 这 法 则 是 : 叉 积 EXB 一 一 当然 , 那 是 一 个 既 垂直 于 EE 又 垂直 
于 B 的 矢量 一 一 指向 波 传播 的 方向 。 如 果 按 照 右手 螺旋 法 则 E 被 转 到 B , 则 这 个 螺旋 指向 
波 的 速度 方向 ( 往 后 我 们 将 看 到 ,矢量 EX B 具有 一 个 特殊 的 物理 意义 : 它 是 描述 电磁 场 中 
能 量 流动 的 一 个 矢量 )。 


$20-2 三 维 波 


现在 要 转 到 三 维 波 的 课题 上 来 。 我 们 已 经 看 到 ,矢量 E 满足 波动 方程 。 通 过 由 麦克 斯 
韦 方程 组 所 做 的 直接 论证 不 难得 出 这 同样 的 结论 。 假 设 我 们 是 从 方程 


a 
YX 下 = 一 3 


出 发 ,并 取 两 边 的 旋 度 





VX (VXE) =—#(VXB). (20, 26) 


你 将 记得 ,任何 矢量 旋 度 的 旋 度 都 可 以 写成 两 项 之 和 ,其 中 一 项 含有 散 度 而 另 一 项 含有 拉 普 
拉 斯 算 符 , 即 
VX(VXE)=V(V: E)—VE. 


然而 ,在 自由 空间 里 ,E 的 散 度 等 于 零 。 因 而 只 有 拉 普 拉 斯 算 符 那 一 项 才 保 留 着 。 并 且 ,根据 
自由 空间 中 第 个 麦克 斯 韦 方程 [ 式 (20. 12)], VX B 的 时 间 微 商 即 是 对 :的 二 次 微 商 : 


aE 


9 mE 
cvVxB) = 3 
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于 是 式 (20. 26) 就 成 为 


上 式 是 三 维 波动 方程 。 若 要 反映 出 它 的 全 部 光辉 ,这 一 方程 当然 就 是 


aE ,gE 19E_ 
器 + 器 + 绎 -去 国 =。% (20. 27) 


我 们 将 如 何 找 出 波动 方程 的 通 解 呢 ? 答案 是 所 有 三 维 波 动 方程 的 解 都 可 以 表示 为 我 们 
已 找到 的 一 维 解 的 番 加 ,通过 假定 场 并 不 依赖 于 y 和 =, 我 们 已 获得 在 z 方 向 上 运动 的 波 的 
表示 式 。 显 然 , 还 存在 别 的 解 ,其 中 场 并 不 依赖 于 = 和 <z, 它 表示 波 在 》 方向 上 行进 。 然 后 
还 有 与 x 和 y 都 无 关 的 解 , 它 代表 沿 = 方向 传播 的 波 。 或 者 一 般 说 来 ,由 于 我 们 已 将 方程 写 
成 了 矢量 形式 ,所 以 三 维 波动 方程 可 以 有 在 各 点 朝 任何 一 个 方向 运动 着 的 平面 波 之 解 。 再 
则 ,由 于 那些 方程 都 是 线性 的 ,因而 可 以 同时 具有 任意 多 的 、 沿 各 种 不 同方 向 传播 的 平面 波 。 
这 样 ,三 维 波动 方程 的 最 一 般 解 就 是 在 各 种 不 同方 向 运动 的 所 有 各 种 平面 波 的 番 加 。 

试想 象 此 刻 存 在 于 这 个 课堂 空间 中 的 电场 和 磁场 像 什 么 样子 。 首 先 , 有 一 个 恒定 磁 
场 , 它 来 自 地 球 内 部 的 电流 一 一 也 就 是 地 球 的 恒定 磁场 。 然 后 ,还 有 一 些 不 规则 的 、 几 乎 
是 静态 的 电场 ,这 或 许 是 由 于 各 人 在 其 椅子 上 移动 并 以 其 大 衣 袖 口 擦 过 椅 管 时 由 于 摩擦 
引起 的 电荷 所 产生 的 。 然 后 也 存在 由 电线 里 的 振动 电流 所 产生 的 其 他 磁场 一 一 以 60 Hz 
的 频率 变化 着 、 并 且 与 水 坝 的 发 电机 同步 的 场 。 但 更 为 有 趣 的 是 那些 以 高 得 多 的 频率 变 
化 着 的 电场 和 磁场 。 例 如 , 当 光 从 窗口 至 地 板 、 从 这 面壁 至 那 面壁 传播 时 ,就 会 有 电场 和 磁 
场 的 微小 摆动 以 186 000 mile s 一 的 速率 跟着 运动 。 然 后 也 有 从 各 个 温暖 的 前 额 跑 向 较 冷 
的 黑板 上 的 红外 线 。 而 我 们 已 经 把 那些 紫外 光 、X 射线 以 及 通过 这 个 房间 传播 的 各 种 无 线 
电波 都 忘记 了 。 

飞 过 这 个 房间 里 的 还 包括 载 有 狠 士 乐队 音乐 的 那些 电磁 波 , 也 有 由 那些 代表 着 世界 上 
其 他 各 地 方 发 生 的 事故 的 图 像 或 代表 着 那 种 想象 的 退 热 药 阿司匹林 溶解 在 想象 的 肚子 里 
的 图 像 的 一 系列 脉冲 所 调制 了 的 那些 波 。 要 演示 这 些 波 的 真实 性 ,只 需 打 开 那 种 能 把 这 些 
波 转变 成 图 像 和 声音 的 电子 设备 就 行 了 。 

如 果 我 们 更 加 详细 地 分 析 到 那些 甚至 是 最 微小 的 摆动 , 便 会 发 现 从 遥远 距离 进入 这 房 
间 里 的 细小 电磁 波 。 此 刻 就 有 这 一 种 电场 的 微小 振动 ,其 波峰 相距 一 英尺 , 那 是 来 自 几 兆 英 
里 以 外 、 由 水 手 二 号 空间 飞船 刚刚 经 过 金星 时 所 传送 到 地 球 表面 上 来 的 。 它 的 信号 载 着 它 
从 那个 行星 所 收集 到 的 信息 概要 (信息 由 该 行星 传播 至 空间 飞船 上 的 电磁 波 所 提供 ) 。 

此 外 还 有 电场 和 磁场 的 十 分 微小 摆动 , 那 是 发 源 于 几 十 亿 光 年 以 外 一 一 从 宇宙 间 最 般 
远 角落 里 的 星系 送 来 的 波 。 这 件 事情 的 真实 性 已 由 “用 装 满 导 线 的 房间 "一 一 即 由 建立 像 这 
房间 那么 大 的 天 线 组 一 一 证 明了 。 这 种 从 最 大 光学 望远镜 观测 范围 以 外 空间 中 一 些 地 方 来 
的 无 线 电 波 被 探测 到 了 。 甚 至 那些 光学 望远镜 也 不 过 是 电磁 波 的 收集 器 而 已 。 所 谓 星星 ， 
只 是 一 些 推断 , 即 从 它们 那里 所 已 经 获得 的 唯一 物理 实质 所 做 出 的 推断 一 一 对 到 达 地 面 上 
我 们 这 里 的 电场 和 磁场 的 无 比 复杂 的 波动 做 了 仔细 研究 而 得 出 的 结果 。 

当然 ,还 有 更 多 的 电磁 场 :从 若干 英里 外 的 闪电 所 产生 的 场 ,那些 带电 的 宇宙 射线 粒子 
当 其 吐 肤 地 通过 我 们 的 房间 里 时 的 场 ,此 外 还 有 更 多 更 多 。 围 绕 着 你 四 周 的 空间 电场 竟 会 
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费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 
如 此 复杂 ! 但 它 却 始终 满足 三 维 波 动 方程 式 。 


$20-3 科学 的 想象 


我 曾 要 求 你 们 对 这 些 电 场 和 磁场 进行 想象 。 到 底 应 该 做 些 什么 呢 ? 你 们 是 否 懂得 了 怎 
样 去 做 ? 我 如 何 设 想 电场 和 磁场 呢 ? 我 实际 看 到 的 到 底 是 些 什么 ? 对 科学 想象 应 有 哪些 要 
求 ? 它 与 试 着 想象 这 房间 里 充满 着 一 些 看 不 见 的 天 使 究竟 有 何 区 别 ? 不 ,这 并 不 像 对 那些 
看 不 到 的 天 使 的 想象 。 要 理解 电磁 场 , 比 理解 那些 看 不 见 的 天 使 ,还 要 有 高 级 得 多 的 想象 
力 。 为 什么 ? 因为 要 使 那些 看 不 到 的 天 使 们 可 以 理解 ,我 所 必须 做 的 只 是 把 他 们 的 性 质 稍 
微 改变 二 点 点 一 一 即使 得 他 们 稍微 看 得 见 ,这样 我 就 能 见 到 他 们 的 翅膀、 驱 体 和 光环 的 形 
像 。 一 旦 我 已 成 功 地 想象 出 一 个 见得 到 的 天 使 ,那么 所 必须 做 的 抽象 化 一 一 即 接纳 一 些 几 
平 看 不 见 的 天 使 而 把 他 们 想象 成 完全 是 看 不 见 的 一 一 就 相对 地 容易 了 。 所 以 你 会 说 :“ 教 授 
先生 ,请 给 我 一 个 关于 电磁 波 的 近似 描述 吧 ,哪怕 它 还 可 能 有 点 不 准确 ,以 便 使 我 也 能 像 看 
到 那些 几乎 看 不 到 的 天 使 们 那样 看 到 它们 。 然 后 我 才 将 该 图 像 做 必要 的 抽象 化 的 修改 。 

对 不 起 ,我 不 能 为 你 做 这 件 事 。 我 不 知道 怎么 办 。 我 并 没有 关于 这 电磁 场 在 任何 意义 
上 准确 的 图 像 。 我 知道 电磁 场 已 有 很 长 时 间 了 一 一 25 年 前 我 所 处 的 地 位 与 你 们 现在 所 处 
的 地 位 正好 相同 ,而 我 已 经 有 了 这 25 年 来 琢磨 这 些 摆动 着 的 波 的 经 验 。 当 我 开始 描述 磁场 
通过 空间 运动 时 ,我 谈 及 EE 场 和 B 场 并 摇摆 我 的 两 只 手 名 , 而 你 可 能 想象 我 已 能 够 看 到 它 
们 了 。 我 将 告诉 你 我 看 到 了 什么 。 我 看 到 了 某 种 模糊 的 阴影 ,摇摆 着 的 线 一 一 莫 明 其 妙 在 
这 里 或 那里 的 线 上 写 着 下 或 了 ,而 也 许 有 些 线 还 带 着 箭头 一 一 当 我 对 其 考察 得 太 细致 时 ， 
这 里 或 那里 的 一 个 箭头 竟 会 消失 不 见 。 当 我 谈 及 咱 地 通过 空间 的 那些 场 时 ,在 用 来 描述 对 象 
的 符号 与 对 象 本 身 之 间 存 在 一 种 可 怕 的 混乱 。 即 使 接近 像 真实 波 的 图 像 我 也 确实 不 能 做 出 。 
因此 如 果 你 对 于 做 出 这 样 一 种 图 像 感到 困难 的 话 , 你 就 不 必 担心 你 的 困难 是 异乎 寻常 的 了 。 

我 们 的 科学 对 想象 竟 会 提出 这 么 可 怕 的 要 求 。 所 需 的 想象 程度 比 起 对 一 些 古 老 概念 所 
要 求 的 要 极端 得 多 。 现 代 概 念 远 更 难于 想象 。 尽 管 如 此 ,我们 还 是 用 了 一 大 堆 工 具 。 使 用 
数学 方程 式 和 法 则 ,并 构造 许多 种 图 像 。 我 现在 所 认识 的 是 : 当 我 谈 及 在 空间 中 的 电磁 场 
时 ,我 所 看 到 的 乃 是 所 有 那些 我 曾 见 过 的 关于 它们 的 图 形 的 某 种 又 加 ,并 未 看 到 在 周围 奔跑 
着 的 那些 小 束 场 线 ,因为 我 担心 如 果 我 以 另 一 速率 走 过 则 那些 线束 将 会 消失 不 见 。 甚 至 我 
并 非 自始至终 都 在 注视 着 那些 电场 和 磁场 ,因为 我 有 时 还 想到 应 当 有 一 幅 用 矢 势 和 标 势 来 
表示 的 图 像 , 原 因 是 ,它们 也 许 是 正在 摇动 着 的 更 具有 物理 意义 的 东西 。 

你 会 说 ,也 许 唯一 的 希望 就 是 采取 数学 图 像 。 那 么 数学 图 像 又 是 怎么 回 事 呢 ? 从 数学 
的 观点 看 ,空间 中 每 一 点 有 一 个 电场 矢量 和 一 个 磁场 矢量 , 即 共 有 六 个 数目 与 每 一 点 相 联 
系 。 你 能 否 想象 出 与 空间 中 每 一 点 联系 着 的 竟 有 六 个 数目 之 多 ? 那 太 难 了 。 哪 怕 只 有 二 个 
数目 与 每 点 联系 ,你 能 够 想象 得 出 来 吗 ? 我 就 不 能 ! 我 只 能 想象 在 空间 中 每 一 点 像 温 度 那 
样 的 东西 , 那 似 乎 还 是 可 以 理解 的 。 若 这 里 存在 冷 和 热 , 则 这 里 的 温度 就 逐 点 变化 。 但 老实 
说 ,我 并 不 理解 在 每 一 点 上 就 有 一 个 数值 的 那 种 概念 。 

因此 ,也 许 应 该 这 样 来 提出 问题 :我 们 能 否 用 更 像 温度 的 某 种 东西 来 表示 电场 呢 ? 比方 
说 , 像 一 块 胶 质 的 位 移 。 假 设 我 们 这 样 开 始 , 即 通过 想象 世界 充满 着 一 种 稀疏 胶 质 而 场 代表 
胶 质 中 的 某 种 畸变 一 一 比如 说 伸 长 和 扭曲 ,那么 我 们 就 能 够 使 场 看 得 见 。 在 已 经 “看 到 "了 
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它 像 个 什么 样子 之 后 ,我 们 就 该 能 将 胶 质 抽 象 化 掉 。 这 就 是 许多 年 来 人 们 所 企图 做 到 的 。 
麦克 斯 韦 安 培 \ 法 拉 第 以 及 其 他 一 些 人 都 曾经 尝试 过 按 这 一 途径 去 理解 电磁 学 (有 时 他 们 
叫 这 抽象 化 了 的 胶体 为 以 太 ")。 但 事实 证 明 , 按 那 种 方式 去 想象 电磁 场 的 尝试 实际 上 是 
在 前 进 道路 上 设置 的 一 道 障碍 。 可 惜 我 们 始终 仅 局 限于 去 做 抽象 化 ,去 应 用 仪器 来 探测 
场 ,去 利用 数学 符号 来 描述 场 ,等 等 。 但 无 论 如 何 ,在 某 种 意义 上 场 却 是 真实 的 ,因为 在 
我 们 完全 结束 了 对 数学 方程 式 的 反复 摆弄 之 后 一 “不 管 有 无 做 出 图 像 和 图 画 或 试图 去 看 
到 那 种 东西 一 我 们 仍然 能 够 使 仪器 探测 出 从 水 手 二 号 送 来 的 信号 并 找 出 远 在 几 十 亿 英 
里 以 外 的 那些 银河 ,等 等 。 

科学 中 的 整个 想象 问题 往往 被 从 事 其 他 学 科 的 人 们 所 误解 。 他 们 以 下 述 办 法 企图 来 试 
验 我 们 的 想象 力 。 他 们 说 :“ 这 里 就 是 某 些 人 在 某 种 情况 下 的 一 幅 图 像 。 你 想象 以 后 将 会 发 
生 什么 呢 ?" 当 我 说 “我 想象 不 出 来 "时 ,他们 可 能 认为 我 的 想象 力 太 弱 了 。 他 们 忽视 了 一 个 
事实 , 即 在 科学 中 容许 我 们 去 想象 的 无 论 什么 东西 都 必须 与 我 们 所 已 知道 的 其 他 每 件 事情 
相 一 致 ;我 们 所 谈 及 的 电场 和 波 并 不 只 是 我 们 随心 所 欲 地 自由 创造 出 来 的 某 些 愉快 思想 ,而 
是 必须 与 我 们 所 已 知 的 一 切 物理 规律 都 符合 一 致 的 一 些 概 念 。 我 们 不 能 容许 去 认真 地 想象 
那些 明显 与 所 知 的 自然 规律 发 生 矛 盾 的 东西 ,因而 我 们 的 那 一 种 想象 乃 是 十 分 困难 的 玩 艺 。 
人 们 得 具有 想象 从 未 见 过 或 从 未 听 说 过 的 某 些 事物 的 想象 力 。 同 时 这 些 思想 又 好 比 是 被 束 
缚 在 一 件 紧 身 衣 里 , 即 受到 来 自 自 然 界 确实 情况 的 知识 的 那些 条 件 所 限制 。 去 创造 出 某 种 
新 的 东西 ,但 又 要 同 以 前 已 知 的 每 一 件 东西 相 一 致 ,这 是 一 个 极端 困难 的 问题 。 

直 正 在 谈 这 个 课题 的 时 候 ,我 要 来 谈 一 下 是 否 有 可 能 想象 出 我 们 所 不 能 见 到 的 那 种 美 
丽 。 那 是 一 个 饶 有 趣味 的 问题 。 当 我 们 凝望 着 彩虹 时 , 它 对 我 们 来 说 好 象 是 美丽 的 。 每 个 
人 都 会 说 :“ 啊 ,彩虹 "(你 看 我 多 么 科学 。 我 不 敢 说 某 一 件 东西 是 美丽 的 ,除非 我 有 定义 它 的 
实验 方法 )。 可 是 假如 我 们 都 是 瞎子 , 则 又 该 如 何 去 描 述 彩虹 呢 ? 当 我 们 测量 NaCl 的 红外 
反射 系数 时 ,或 者 当 我 们 在 谈 到 来 自 不 能 看 到 的 某 个 星系 之 波 的 频率 时 ,我 们 都 是 瞎子 一 
我 们 制作 了 一 幅 图 , 画 出 了 一 条 曲线 。 例 如 ,对 于 彩虹 来 说 ,这 样 的 曲线 可 能 是 在 天 空中 的 
每 一 个 方向 用 分 光 光度 计 所 测 得 的 辐射 强度 对 频率 的 关系 。 在 一 般 情 况 下 ,这 样 的 测量 会 
给 出 一 条 相当 平坦 的 曲线 。 于 是 在 某 一 天 ,有 人 发 现 对 于 某 种 气候 条 件 以 及 在 天 空中 革 个 
角度 ,作为 波长 函数 的 强度 谱 发 生 了 一 种 奇异 行为 , 它 可 能 有 扰动 。 当 仪器 的 角度 只 稍微 改 
变 时 ,这 个 扰动 的 极 大 值 就 从 某 一 波长 移 向 另 一 波长 。 然 后 有 一 日 ,这些 言 人 办 的 物理 评论 
杂志 也 许 会 发 表 一 篇 标题 为 (在 某 种 气 
候 条 件 下 作为 角度 函数 的 辐射 强度 》 的 
专门 论文 。 在 这 篇 论文 中 也 许 会 出 现 
一 条 像 图 20-5 所 示 的 那 种 曲线 。 作 者 
可 能 要 指出 ,在 较 大 的 角度 处 较 多 辐射 。 玫 
集中 在 长 波 上 ,而 对 于 较 小 角度 , 则 辐射 
的 峰 出 现在 较 短 的 波长 上 (从 我 们 的 观 
点 出 发 ,我 们 可 能 会 说 ,在 40"* 角 绿色 光 
点 优势 ,而 在 42 角 则 红色 光 占 优势 )。 图 20-5 在 (从 与 太阳 相反 的 方向 量 起 的 ) 三 个 角度 处 


那么 ,我 们 发 现 图 20-5 上 的 那些 。 作为 波长 函数 的 电磁 波 强度 ,这 只 是 在 某 种 气象 条 件 下 
曲线 很 优美 吗 ? 它 所 包含 的 内 容 比 我 进行 测量 的 结果 
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们 看 到 彩虹 时 所 理解 的 要 详细 得 多 ,因为 我 们 的 眼睛 不 能 够 在 光谱 的 形状 中 看 到 其 精确 细 
节 。 然 而 ,眼睛 却 会 发 现 到 彩虹 是 美的 。 是 否 我 们 的 想象 力 足 以 在 光谱 曲线 中 看 到 如 同 当 
我 们 直接 了 望 彩 虹 时 所 看 得 到 的 同一 种 美丽 ? 我 不 知道 。 

但 假定 有 一 幅 作 为 红外 区 波长 函数 、 也 作为 角度 的 函数 的 关于 NaCl 的 反射 系数 的 曲 
线 图 。 要 是 眼睛 能 看 到 红外 线 一 一 也 许 是 一 种 灿烂 夺目 的 “绿色 ”混杂 着 从 该 表面 上 反射 而 
来 的 “金属 红 " 一 一 那么 我 该 有 一 种 对 于 我 的 双眼 来 说 它 看 起 来 会 是 什么 样子 的 图 像 了 。 那 
该 是 一 件 华丽 的 东西 ,但 我 还 不 知道 我 是 否 会 有 一 天 在 看 到 用 某 种 仪器 测量 出 的 关于 NaCl 
的 反射 系 的 曲线 图 时 , 便 能 说 出 它 具 有 同样 的 那 种 美丽 。 

另 一 方面 ,即使 我 们 不 能 在 具体 的 测量 结果 中 看 到 美丽 ,我 们 也 已 能 够 声称 在 那些 描述 
普遍 物理 规律 的 方程 式 中 看 到 了 某 种 美丽 。 例 如 ,在 波动 方程 式 (20. 9) 中 ,就 存在 关于 z， 
y,，z 和 上 表现 出 来 的 规则 性 的 某 些 优美 的 东西 。 而 在 z+, y, x 和 上 + 外 表 所 呈现 出 来 的 优美 
对 称 性 ,在 人 们 的 心中 就 会 浮现 出 一 种 必须 用 四 维 空间 完成 的 更 伟大 的 美丽 ,该 空间 会 有 四 
维 对 称 的 可 能 性 以 及 经 过 分 析 之 后 发 展 成 为 狭义 相对 论 的 可 能 性 。 所 以 存在 许 许多 多 与 这 
个 方程 有 关 的 智力 上 的 美丽 。 


$20-4 球 面 波 


我 们 已 看 到 波动 方程 具有 与 平面 波 相对 应 的 解 ,而 任何 电磁 波 都 可 描述 为 许多 平面 波 
的 得 加 。 然 而 ,在 某 些 特殊 情况 下 ,用 不 同 的 数学 形式 来 描写 波 场 更 为 方便 。 现 在 ,我 们 很 
想 讨论 球面 波 一 一 与 从 某 一 中 心 扩展 开 去 的 球形 表面 相对 应 的 波 一 一 的 理论 。 当 你 把 一 块 
石头 扔 到 湖 里 时 ,那些 涟 满 会 在 水 面 上 以 贺 形 波 的 形式 扩展 开 去 一 一 它们 是 二 维 波 。 球 面 
波 与 此 相似 ,只 不 过 它 是 在 三 维 中 扩展 出 去 而 已 。 

在 我 们 开始 描述 球面 波 之 前 ,需要 一 点 数学 。 假 设 有 一 个 函数 仅 取决 于 离 某 一 原点 的 
径 向 距离 一 一 换 句 话 说 ,这 是 一 个 球 对 称 的 函数 ,让 我 们 叫 它 函数 %r) ,其 中 ~ 是 指 


r=VETY7TE， 


即 与 原点 间 的 径 向 距离 。 为 了 求 出 满足 波动 方程 的 函数 y(7) ,我 们 将 需要 关于 少 的 拉 普 拉 
斯 表示 式 。 因 此 ,就 要 求 出 y 对 xz, > 和 z 的 二 次 微 商 之 和 。 我 们 将 采用 这 种 符号 , 即 (7) 
代表 y 对 7 的 微 商 ,而 几 (7) 代 表 y 对 7 的 二 次 微 商 。 

首先 , 求 对 z 的 微 商 。 第 一 次 微 商 为 


adg(r) _ 1,) ar 
Dz = Wy: 





少 对 z 的 二 次 微 商 为 
侠 -* 代 + 名 


可 以 由 下 列 两 式 计算 ~ 对 = 的 偏 微 商 : 


-和 二- 扣 - 芝 








因此 ,gy 对 zz 的 二 次 微 商 就 是 


2 
束 - ny 
同 理 ， 
和 : 
-+ )y G20.29) 
: 
-+1 (1—#)¢. (20. 30) 


拉 普 拉 斯 算 符 等 于 这 三 个 微 商 之 和 。 记 住 zx? 十 y 十 z* = ,我 们 便 得 
Vn) = #7) + 2 (7). (20.31) ， 
把 这 一 方程 写成 如 下 形式 往往 更 为 方便 : 
vy= 二 lL (mw). (20. 32) 


如 果 你 将 式 (20. 32) 中 所 标明 的 微分 算出 , 则 将 看 到 右边 与 式 (20. 31) 的 右边 相同 。 
如 果 希 望 讨论 能 够 像 球面 波 那样 传播 出 去 的 球 对 称 场 , 则 场 量 就 必须 是 x 与 + 两 者 的 
函数 。 这 时 ,假如 我 们 问 起 下 列 三 维 波动 方程 


Vy(r, 4) — 去 更 Wr， 划一 0 (20.33) 


之 解 是 怎样 的 函数 %r, t)。 由 于 y(r, +) 仅 仅 通 过 7 而 依赖 于 空间 坐标 ,因而 可 以 采用 上 面 
求 得 的 那个 拉 普 拉 斯 算 符 方程 式 (20. 32)。 然 而 ,为 了 准确 起 见 , 由 于 少 也 是 : 的 函数 ,所 以 
我 们 应 该 把 对 ~ 的 微 商 写成 偏 微 商 。 这 样 该 波动 方程 便 变 成 


1 3 
TP a 0. 


现在 我 们 必须 解 出 这 一 方程 ,这 看 来 比 平面 波 的 情况 复杂 得 多 。 可 是 注意 ,如 果 我 们 以 

7 乘 这 一 方程 , 则 得 到 
于 (Wy) 一 吉 (ry) =0. (20. 34) 
上 式 告诉 我 们 ,函数 ry 满足 以 7 为 变量 的 一 维 波动 方程 。 应 用 曾经 经 常 强调 过 的 普遍 原 


理 , 即 相同 的 方程 总 会 有 相同 的 解 ,那么 我 们 知道 ,如 果 ry 仅仅 是 (r 一 4 ) 的 函数 , 则 它 将 是 
方程 式 (20. 34) 的 解 。 因 此 ,我 们 就 知道 球面 波 一 定 具 有 下 面 这 种 形式 : 


mlr, t) = f(r—a). 
或 者 ,正如 我 们 以 前 曾 见 过 的 ,同样 可 以 说 ry 可 能 具有 这 种 形式 : 
m= f(t—r/). 
两 边 各 除 以 7, 便 得 到 场 量 y( 不 管 它 可 能 代表 什么 ) 具 有 如 下 形式 : 
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$= 化 二 人 (20.35) 
这 样 一 个 函数 表示 从 原点 以 速率 c 传播 出 去 的 普遍 的 球面 波 。 如 果 暂 时 忘却 那个 在 分 母 上 
的 +, 则 在 某 一 给 定时 刻 波幅 作为 离 原点 距离 的 函数 会 具有 一 定形 状 并 以 速率 c 向 外 传播 。 
然而 ,那个 分 母 中 的 因子 r 却说 明 当 波 传 播 时 波幅 正比 于 1/r 减 小 。 换 句 话说 ,和 平面 波 不 
同 , 当 平面 波 向 前 行进 时 波幅 维持 不 变 , 而 在 一 球面 波 中 波幅 却 是 恒定 地 减 小 ,如 图 20-6 所 
示 。 这 一 效应 不 难 从 简单 的 物理 论证 得 到 理解 。 





(b) 


图 20-6 球面 波 y= f(t 一 r/c) /r。(a) 作 为 r 函数 的 在 : = 时 刻 的 情况 和 同 
一 个 波 在 一 个 较 后 时 刻 t 时 的 情况 ;(b) 作 为 + 函数 的 在 r = r, 处 的 情况 和 同 
一 个 波 在 r: 处 所 看 到 的 情况 


我 们 知道 , 波 的 能 量 密度 取决 于 波幅 的 平方 。 当 波 向 外 传播 时 ,其 能 量 分 布 在 与 径 向 距 
离 的 平方 成 正比 的 越 来 越 大 的 面积 上 。 如 果 总 能 量 守恒 的 话 , 则 能 量 密度 必定 随 1/ 下 
降 ,而 波幅 则 一 定 随 1/r 减 小 。 因 此 , 式 (20. 35) 是 关于 球面 波 的 “合理 "形式 。 

我 们 已 忽略 了 对 于 一 维 波动 方程 的 第 二 种 可 能 解 : 


my = g(t+r/) 
或 和 二 2 


这 也 代表 一 个 球面 波 ,不 过 是 一 个 从 较 大 的 ~ 朝 着 原点 向 内 传播 的 波 。 
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现在 打算 做 一 个 特殊 假定 ,但 不 做 任何 证 明 。 我 们 讲 , 由 源 所 产生 的 波 仅 是 向 外 行进 
的 波 ,由 于 我 们 知道 波 是 由 电荷 的 运动 所 引起 的 ,所 以 我 们 认为 波 是 从 电荷 那里 向 外 发 
出 来 的 。 要 想象 在 电荷 还 未 开始 运动 以 前 就 有 一 个 球面 波 从 无 限 远 处 出 发 而 恰恰 在 那 
些 电荷 刚 要 开始 动 起 来 的 那 一 瞬 到 达 它 们 那里 ,这 应 该 是 相当 奇怪 的 。 虽 然 这 是 一 个 可 
能 的 解 ,但 经 验 表明 , 当 电荷 被 加 速 时 波 是 从 电荷 那里 向 外 传播 的 。 尽 管 麦克 斯 韦 方程 
组 会 允许 这 两 种 可 能 性 ,但 我 们 还 要 放 进 一 个 附加 事实 一 一 基于 经 验 一 一 只 有 向 外 行进 
波 的 解 才 产生 “物理 意义 ”。 

然而 ,也 应 该 指出 ,对 于 这 一 附加 假设 存在 一 个 有 趣 的 后 果 : 我 们 正在 消除 存在 于 麦克 
斯 韦 方程 组 中 的 时 间 对 称 性 。 关 于 E 和 B 原来 的 方程 组 ,以 及 从 它们 导出 的 波动 方程 式 ， 
都 具有 这 么 一 种 性 质 , 即 如 果 改 变 :的 符号 ,方程 式 仍 将 保持 不 变 。 这 些 方程 表明 ,对 应 于 
沿 某 一 方向 行进 波 的 每 一 个 解 ,就 有 一 个 沿 相反 方向 传播 的 波 作为 同样 有 效 的 解 。 我 们 关 
于 将 只 考虑 向 外 的 球面 波 的 陈述 是 一 个 重要 的 附加 假设 (一 种 旨 在 避免 这 一 附加 假设 的 电 
动力 学 表达 方式 已 由 人 们 仔细 地 研究 过 。 令 人 惊异 的 是 ,在 许多 场合 下 它 并 未 在 物理 上 导 
致 荒 廖 的 结论 ,但 若 此 刻 就 来 讨论 这 些 想法 ， 那 这 可 能 把 我 们 引入 二 途 大 远 了 。 我 们 将 在 第 
28 章 对 它们 稍微 多 讨论 一 些 )。 

必须 提出 另 一 要 点 。 在 一 个 向 外 行进 波 的 解 即 式 (20. 35) 中 ,函数 y 在 原点 处 等 于 无 限 
大 。 那 是 有 点 特别 的 。 我 们 很 想 有 一 个 处 处 平滑 的 波动 解 。 但 我 们 的 解 必须 在 物理 上 代表 
某 个 源 位 于 原点 的 情况 。 换 句 话说 ,由 于 疏忽 我 们 已 犯 了 一 个 错误 。 我 们 并 未 处 处 对 自由 
波动 方程 式 (20. 33) 求 得 解答 ,只 是 求 得 了 在 其 右边 除了 原点 之 外 处 处 都 为 零 的 方程 式 
(20. 33) 的 解 。 我 们 所 以 会 不 知 不 觉 犯错 ,是 由 于 在 上 述 求 导 过 程 中 ,在 ~ = 0 的 某 些 步骤 
是 不 “合法 "的 。 

让 我 们 来 证 明 ,在 静电 问题 中 也 很 容易 犯 同样 类 型 错误 。 假 定 要 求 出 自由 空间 里 静电 
势 方程 V'$ = 0 的 解 。 这 拉 普 拉 斯 方程 所 以 等 于 零 ,是 因为 我 们 假设 处 处 都 没有 电荷 。 但 
关于 这 一 方程 的 一 个 球 对 称 解 一 一 即 仅仅 取决 于 7 的 某 个 函数 y 一 一 将 会 怎么 样 呢 ? 利用 
式 (20. 32) 关 于 拉 普 拉 斯 算 符 的 公式 ,就 有 








LS) =0. 
对 上 式 乘 以 +, 便 得 到 一 个 易于 积分 的 微分 方程 : 
是 (7$) = 0. 
如 果 对 r 积分 一 次 ,就 求 得 r$ 的 一 次 微 商 为 一 常数 ,我 们 可 称 之 为 a: 
Er$) =a. 


再 积分 一 次 , 求 得 r$ 的 形式 为 : 
r$ =artb, 


其 中 5 是 另 一 积分 常数 。 因 此 ,我 们 发 现 ,下 列 #$ 是 自由 空间 中 静电 势 方程 的 一 个 解 : 


$ 二 a+ 此 . 
r 
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尖 过 天才 测 兴 多 到 生 基 沽 生 0 一 一 





显然 出 现 了 某 种 差错 。 在 不 存在 电荷 的 区 域 中 ,我 们 知道 静电 势 的 解 为 : 势 处 处 为 恒 
量 。 这 相当 于 我 们 解 中 的 第 一 项 ,但 还 有 那 第 二 项 ,这 说 明 有 一 个 与 离 原 点 的 距离 成 反比 变 
化 的 势 的 贡献 。 然 而 ,我 们 知道 ,这 样 一 个 势 相当 于 在 原点 处 有 一 个 点 电荷 。 所 以 ,虽然 我 
们 当初 设想 对 自由 空间 中 的 势 求解 ,但 上 述 的 解 却 也 给 出 了 在 原点 上 有 一 个 点 源 的 场 。 你 
是 否 看 到 目前 所 发 生 的 事情 与 上 面 我 们 对 波动 方程 求 球 对 称 解 时 所 发 生 的 事情 之 间 存 在 的 
相似 性 ? 要 是 真 的 在 原点 上 没有 任何 电荷 或 电流 ,那么 就 不 会 有 任何 往外 跑 的 球面 波 了 。 
当然 ,球面 波 一 定 是 由 原点 处 的 源 产生 的 。 在 下 一 章 中 我 们 将 探讨 那些 正在 往外 行进 的 电 
磁 波 与 产生 了 这 些 波 的 电流 和 电压 之 间 的 关系 。 


第 21 章 有 电流 和 电荷 时 
麦克 斯 韦 方程 组 的 解 


$21-1 光 与 电 磁 波 


在 上 一 章 我 们 看 到 ,在 麦克 斯 韦 方程 组 的 解 中 就 有 电 与 磁 的 波 。 这 些 波 相当 于 无 线 电 
波 、 可 见 光 、X 射线 等 现象 , 视 波长 如 何 而 定 。 我 们 曾 在 第 1 卷 中 详尽 地 学 习 过 光学 。 本 章 
将 把 这 两 门 学 科 互 相 结合 起 来 一 一 证 明 麦 克 斯 韦 方程 组 确实 能 够 形成 我 们 前 期 处 理光 学 现 
象 的 基础 。 

过 去 当 我 们 学 习 光 学 时 ,是 由 写 出 一 个 以 任意 方式 运动 着 的 电荷 所 产生 的 场 的 方程 开 
始 的 , 即 


下 = 可 [ 革 + 二 基 ( 擂 ) 上 + 二 村]， (21.1) 
B=e:XE 


[ 见 第 1 卷 式 (28. 3) 及 式 (28.4)。 正 如 下 面 所 述 , 这 里 的 符号 是 原来 符号 的 负 值 。] 

如 果 电 荷 是 以 任意 方式 运动 , 则 我 们 现在 在 某 一 点 所 求 得 的 电场 并 非 取决 于 电荷 此 刻 
所 处 的 位 置 和 运动 ,而 仅仅 取决 于 在 一 个 较 早 时 刻 一 一 早 于 光 以 速率 从 电荷 传播 至 该 场 
点 的 距离 ~ 所 需 的 时 间 的 那个 时 刻 一 一 的 位 置 和 运动 。 换 句 话说 , 若 要 得 到 上 时刻 在 点 (1) 
处 的 场 ,就 必须 算出 在 (上 一 ” 人) 时 刻 电荷 所 处 的 位 置 (2 ) 及 其 运动 ,其 中 二 是 在 (1 一 x’/c) 
时 刻 从 电荷 位 置 (2 ) 至 点 (1) 的 距离 。 加 上 一 撤 是 为 了 说 明 r 是 从 点 (2') 至 点 (1) 的 所 谓 
“推迟 距离 ”, 而 非 电 荷 在 上 时 刻 的 位 置 即 点 (2) 至 该 场 点 (1) 的 实际 距离 ( 见 图 21-1)。 注 意 ， 
现在 我 们 正在 采用 一 种 关于 单位 矢量 。, 方向 的 新 规则 。 在 第 1 卷 第 28 和 34 两 章 中 我 们 
曾 取 (因而 e-) 指 向 源 处 , 那 是 方便 的 。 但 现在 却 要 
按照 上 面 关于 库仑 定律 的 定义 ,其 中 r 是 从 点 (2) 处 
的 电荷 指向 点 (1) 处 的 场 点 的 。 当 然 ,唯一 不 同 之 处 
是 ,现在 的 新 r( 和 e,) 就 是 过 去 那些 量 取 负 值 。 

我 们 也 已 知道 , 若 电荷 的 速度 v 总 是 比 c 小 得 
多 ,而 且 只 考虑 那些 距离 电荷 很 远 的 点 ,以 致 只 有 式 
(21. 1) 中 最 后 一 项 才 算 重 要 , 则 场 也 就 可 以 写成 


到 es (1—r fe) aa 
4recr [垂直 于 方向 的 投影 





的 位 置 


图 21-1 上 时刻 在 点 (1) 处 的 场 取决 
于 在 (t 一 人 K) 时 刻 电 荷 9 所 占据 的 
(21.1’) 位 置 (2') 


E= 
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和 B=e:XE. 


让 我 们 稍微 详细 地 考察 一 下 整个 公式 (21.1) 讲 些 什么 。 矢 量 e; 乃 是 从 推迟 位 置 (2) 至 
点 (1) 的 单位 矢量 。 那 么 第 一 项 是 我 们 预期 的 在 推迟 位 置 处 的 电荷 的 库仑 场 ,可 以 把 它 叫 作 
“推迟 库仑 场 " ,电场 与 距离 的 平方 成 反比 ,并且 从 电荷 的 推迟 位 置 上 指向 外 (也 就 是 在 er 的 
方向 上 )。 

但 那 只 是 第 一 项 。 其 他 两 项 告诉 我 们 ,电学 定律 并 未 讲 过 除了 推迟 场 外 所 有 场 都 与 静 
场 相同 (这 是 人 们 有 时 喜欢 说 的 )。 对 于 “推迟 库仑 场 "我 们 还 必须 加 上 其 他 两 项 。 式 中 的 第 
二 项 讲 ,对 于 推迟 库仑 场 有 一 项 “修正 , 那 就 是 推迟 库仑 场 的 电荷 变化 率 乘 以 延迟 时 间 
r/c。 在 某 种 意义 上 ,这 一 项 势必 对 第 一 项 的 推迟 做 出 补偿 。 这 前 面 两 项 相当 于 在 算出 了 
“推迟 库仑 场 "之 后 再 把 它 往 后 推 ” /ec 这 个 量 , 即 一 直 推 至 时 刻 :! 这 一 外 推 是 线性 的 ,好 像 
我 们 必须 假定 “推迟 库仑 场 "应 该 以 电荷 在 点 (2") 处 所 算得 的 变化 率 继续 变化 。 如 果 场 变化 
得 很 慢 , 则 推迟 效应 几乎 完全 被 修正 项 所 抵消 ,而 这 两 项 一 起 给 我 们 提供 了 “瞬时 库仑 场 " 那 
样 的 电场 一 一 也 就 是 在 点 (2) 处 的 电荷 的 库仑 场 一 一 趋向 于 很 好 的 近似 。 

最 后 , 式 (21. 1) 中 还 有 第 三 项 , 它 是 对 单位 矢量 er 的 二 项 微 商 。 在 学 习 光 学 现象 时 我 
们 曾 利用 过 这 样 的 事实 , 即 在 离 电荷 很 远 的 地 方 ,前 两 项 都 与 距离 的 平方 成 反比 ,因而 对 于 
巨大 的 距离 来 说 ,它们 比 起 随 1/r 减少 的 第 三 项 来 就 变 得 十 分 微弱 。 因 此 ,我 们 完全 把 注意 
力 集中 在 这 第 三 项 上 ,并 证 明 (又 是 对 于 大 距离 而 言 ) 这 一 项 与 电荷 的 加 速度 在 视线 上 的 垂 
直 分 量 成 正比 (并 且 ,我 们 在 第 1 卷 中 的 大 部 分 工作 都 是 考虑 其 中 电荷 正在 做 非 相对 论 性 运 
动 的 情况 , 仅 在 第 36 章 中 才 考 虑 过 相对 论 性 效应 )。 

现在 应 该 尝试 把 这 两 件 事 联系 起 来 。 我 们 既 有 麦克 斯 韦 方程 组 ,也 有 关于 点 电荷 场 的 
方程 式 (21. 1) ,肯定 会 问 这 两 者 是 否 等 效 。 若 我 们 能 从 麦克 斯 韦 方程 组 导出 式 (21. 1) , 则 我 
们 将 确实 懂得 光学 与 电磁 学 间 的 关系 。 建 立 这 种 关系 是 本 章 的 主要 目标 。 

事实 证 明 ,我 们 不 想 完全 解决 这 个 问题 一 一 数学 的 细节 变 得 过 于 复杂 以 致 我 们 不 能 将 
其 彻底 完成 。 但 将 进行 到 足够 接近 完成 的 地 步 , 以 便 使 你 们 能 够 轻而易举 地 看 出 如 何 才能 
把 联系 建立 起 来 ,所 遗漏 的 部 分 将 只 是 一 些 数学 细节 。 你 们 当中 有 些 人 可 能 会 发 觉 这 一 章 
中 的 数学 相当 复杂 ,因而 也 就 不 愿意 非常 仔细 地 领会 这 种 论证 了 。 然 而 ,我 们 认为 这 样 做 是 
十 分 重要 的 , 即 要 把 你 以 前 学 到 的 与 现在 正在 学 习 的 东西 联系 起 来 ,或 者 至 少 指出 这 种 联系 
如 何 才 能 建立 。 倘 若 你 对 以 前 各 章 大 致 看 一 看 ,你 就 会 注意 到 ,每 当 我 们 把 一 种 说 法 作为 讨 
论 的 起 点 时 ,总 是 要 小 心地 解释 它 是 某 个 “基本 规律 "的 一 种 新 的 “前 提 ”, 还 是 最 终 可 以 从 别 
的 某 些 规律 推导 出 来 的 结果 。 多 亏 你 们 对 这 些 演讲 的 热切 心意 ,我 们 才 来 建立 光 与 麦克 斯 韦 
方程 组 之 间 的 关系 。 若 在 某 些 地 方 变 得 太 困难 , 噢 , 那 就 是 生活 一 一 没有 其 他 别 的 途径 可 走 。 


$21-2 由 点 源 产生 的 球面 波 
在 第 18 章 中 我 们 曾 发 现 ,麦克 斯 韦 方程 组 是 可 以 求 得 解答 的 , 即 通过 设 
= 一 一 (21.2) 


和 B=VXA, (21.3) 


一 一 一 第 21 章 ”有 电流 和 电荷 时 麦克 斯 韦 方 程 组 的 解 | 277 
式 中 #$ 和 A 这 时 必定 是 下 列 两 方程 的 解 ， 


-3 a 
二 A 
和 YA (21.5) 
而 且 也 必须 满足 条 件 
1% 
vY.4=- 去 全 (21.6) 


现在 要 来 求 出 式 (21.4) 和 (21. 5) 两 方程 之 解 。 为 此 ,就 得 求 方程 
一 去 旨 = 一 (21.7) 
的 解 %, 这 里 我 们 称 之 为 源 的 * 是 已 知 的 。 当 然 ,对 于 式 (21.4) 来 说 ,s 相当 于 ph 而 少 相当 
于 ,或 者 若 少 为 4., 则 * 为 jec:) ,等 等 。 但 我 们 要 作为 一 个 数学 问题 来 解 方程 式 
(21.7) 而 不 管 y 和 s 在 物理 上 指 的 是 什么 。 
在 p 和 j 都 分 别 等 于 零 的 那些 地 方 一 一 即 在 我 们 称 之 为 自由 "空间 里 一 一 势 罗 和 A 以 
及 场 忆 和 B 都 满足 无 源 的 三 维 波动 方程 ,其 数学 形式 为 


-让 强 =0. (21.8) 


在 第 20 章 中 就 知道 这 一 个 方程 的 解 可 表示 不 同类 型 的 波 :在 z 方向 上 的 平面 波 少 一 f(t 一 
ze); 在 ?方向 = 方向 或 任何 其 他 方向 上 的 平面 波 ;或 者 具有 如 下 形式 的 球面 波 : 


pz, y, 2, 1) 一 A (21.9) 


方程 的 解 也 可 以 按 其 他 方式 写 出 ,比方 从 一 根 轴线 向 外 传播 的 柱 面 波 。 

我 们 也 曾 指出 ,在 物理 上 , 式 (21. 9) 不 代表 自由 空间 里 的 波 一 一 必须 在 原点 处 有 电荷 才 
能 获得 开始 向 外 行进 的 波 。 换 句 话说 , 式 (21. 9) 是 方程 (21. 8) 在 每 个 地 方 的 解 , 除 了 很 靠近 
r 一 0 处 ,在 那里 它 必 然 是 包括 某 些 源 的 完整 方程 式 (21. 7) 的 解 。 让 我 们 看 看 如 何 处 理 这 个 
问题 ,方程 式 (21.7) 中 要 有 什么 样 的 源 * 才能 产生 像 式 (21. 9) 那 样 的 波 ? 

假设 已 有 了 式 (21. 9) 的 球面 波 ,并 考察 在 7 十 分 微小 处 所 发 生 的 情况 。 这 时 ,f(t 一 
r/c) 中 的 推迟 一 r/c 可 以 忽略 一 一 只 要 f 是 一 个 平滑 函数 一 -因而 y 变 成 








y= £0 (r 一 9). (21.10) 
所 以 少 很 像 在 原点 处 随时 间 变 化 的 电荷 产生 的 库仑 场 。 这 就 是 说 ,要 是 有 一 小 堆 电 荷 被 限 
制 在 原点 附近 的 一 个 小 区 域 里 ,并 具有 密度 p, 那 么 我 们 知道 
$= QAtxe) 


r 


式 中 Q 一 eav.。 现在 我 们 懂得 这 样 的 # 满 足 方程 
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V$=—2. 
根据 相同 的 数学 ,我 们 总 可 以 讲 , 式 (21.10) 中 的 y 满 足 
Vy =—s (r— 0). (21.11) 
这 里 :与 了 的 关系 为 
S 
Ps 
而 BB | 


唯一 不 同 之 处 是 在 这 种 普遍 情况 下 ,s, 从 而 S, 都 可 以 是 时 间 的 函数 。 

现在 重要 的 事情 在 于 : 若 对 于 小 ~ 来 说 少 满足 方程 式 (21. 11), 则 它 也 满足 方程 式 
(21.7)。 当 我 们 进 至 极 靠 近 原 点 时 ,% 对 1/r 的 依存 关系 使 空间 微 商 变 得 十 分 大 。 但 时 间 
微 商 却 仍 保持 它们 原 有 的 值 [它们 不 过 是 7(z) 的 时 间 微 商 ]。 所 以 当 - 趋 于 零 时 , 式 
(21.7) 中 的 92y4/ae 项 比 起 V% 来 就 可 以 忽略 ,而 方程 式 (21. 7) 也 变 得 与 方程 式 (21. 11) 
等 价 。 

因此 扼要 地 说 , 若 方程 式 (21.7) 中 的 源 函 数 s(t) 被 置 在 原点 处 并 具有 总 强度 


s() = sav, (21. 12) 


则 该 方程 式 (21.7) 的 解 便 是 


zs ys zs )=1st—r/). 


让 号 (21.13) 


式 (21.7) 中 a*y/9r 项 的 唯一 影响 是 在 库仑 势 中 引入 了 推迟 时 间 (+ 一 r/c)。 
$21-3 麦克斯韦 方程 组 的 通 解 


我 们 已 求 得 关于 点 源 方程 式 (21. 7) 的 解 。 下 一 个 问题 是 :对 于 一 个 分 布 源 来 说 其 解 是 
什么 呢 ? 那 是 容易 求 得 的 ;可 以 把 任何 源 s(xz,y, z, +) 都 想象 为 由 许多 个 “点 " 源 所 组 成 ,而 
对 于 每 个 体积 元 dV 就 有 一 个 其 源 强 为 *(z，>，z, t)dV 的 “点 " 源 。 由 于 方程 式 (21. 7) 是 
线性 方程 ,所 以 合成 场 就 等 于 所 有 这 种 源 的 基 元 产生 的 场 的 全 加 。 

利用 上 一 节 的 结果 [ 式 (21. 13)] 我 们 知道 ,在 :时刻 在 点 (zx1, y，z1) 
(1) 一 一 处 的 来 自 点 (zx:， ys， z2) 
给 出 : 





或 简称 点 
或 简称 点 (2) 一 一 的 一 个 源 的 基 元 sdV 的 场 dy 由 下 式 





s(2, t— rz Ac)dV: 


4mriz 


dy(1, 1) = 


式 中 rs 是 从 (2) 至 (1) 的 距离 。 把 来 自 源 所 有 部 分 的 贡献 都 相 加 起 来 , 那 意思 当然 是 指 对 所 
有 s 关 0 的 区 域 进行 积分 ,因而 我 们 有 


Wl, D) = 全 -人 dv,. (21.14) 


4riz 
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这 就 是 说 ,在 上 时 刻 在 点 (1) 处 的 场 是 在 (: 一 ri /c) 时 刻 离开 位 于 (2) 处 的 各 个 源 的 基 元 的 
球面 波 之 和 。 这 就 是 对 于 任何 一 组 源 的 有 关 波动 方程 的 解 。 

现在 我 们 来 看 看 如 何 才能 得 到 麦克 斯 韦 方程 组 的 通 解 。 若 y 指 的 是 标 势 $, 则 源 函数 * 
便 变 成 p 和 。 我 们 也 可 以 令 少 代 表 矢 势 4 的 三 个 分 量 中 的 任 一 个 ,同时 由 j/(wc*) 的 对 应 分 
量 来 取代 *。 这 样 , 若 我 们 对 各 处 的 电荷 密度 p(x,y, zx, t) 和 电流 密度 j(z, y, z, +) 都 已 
知道 , 则 可 立即 把 式 (21. 4) 和 (21. 5) 两 方程 的 解 写 出 来 。 它 们 是 


$1, 0) = | Lt hay, (21.15) 
和 
401, 0 = [1 av,. (21.16) 


于 是 利用 式 (21.2) 和 (21.3), 场 EE 和 BB 便 可 以 通过 势 的 微 商 而 求 得 [顺便 提 一 下 ,我 们 有 可 
能 核实 由 式 (21. 15) 和 (21. 16) 得 到 的 上 和 4 的 确 满 足 方程 式 (21. 6)]。 

我 们 已 解 出 了 麦克 斯 韦 方程 组 。 在 任何 情况 下 ,如 果 给 出 电流 和 电荷 , 便 能 够 从 这 些 积 
分 直接 求 得 势 , 然 后 通过 微分 而 获得 场 。 因 此 ,我 们 已 经 学 完了 麦克 斯 韦 理论 。 而 且 这 也 使 
我 们 能 够 把 这 一 个 环节 与 光 的 理论 衔接 起 来 ,因为 要 联系 到 我 们 以 前 关于 光 方 面 的 工作 ,所 
以 只 需要 算出 来 自 运动 电荷 的 电场 。 尚 待 做 的 就 是 取 一 个 正在 运动 的 电荷 ,从 这 些 积分 算 
出 各 个 势 来 ,然后 再 通过 微分 而 由 一 V#$ 一 34 /at 找 出 E, 这 样 就 会 得 到 式 (21. 1)。 事 实证 
明 , 需 要 做 的 工作 很 多 很 多 ,但 那 是 原则 。 

因此 ,这 里 是 电磁 领域 的 中 心 一 一 电 和 磁 , 以 及 光 的 完整 理论 ;对 于 由 任何 运动 电荷 所 
产生 的 场 的 完整 描述 ;以 及 另外 的 一 些 , 全 都 在 这 里 了 。 这 里 就 是 由 麦克 斯 书 建立 起 来 的 、 
以 它 的 全 部 功能 和 美丽 而 使 其 完满 的 建筑 物 , 它 可 能 是 物理 学 中 最 伟大 的 成 就 之 一 。 为 要 
使 你 想起 它 的 重要 性 ,我们 将 把 它 全 都 收集 在 一 个 精致 的 框架 中 。 





麦克 斯 韦 方程 组 ， 
VB- 全 V.B=o 
aB _ 了，aE 
VxE=- 胖 eVxs= 芝 + 要 
它们 的 解 : 
a4 
SW 
B=VXxXA 


$01, 0) = | 2 Day, 


4xoriz 


A D = [L227 gy; 


hnec ris 
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$ 21-4 振荡 偶 极 子 的 场 


导出 一 个 运动 的 点 电荷 的 场 公式 (21. 1) 的 这 个 诺言 ,我 们 迄今 还 未 曾 实现 。 即 使 是 已 
有 的 一 些 结果 ,但 要 把 它 导 出 来 仍 是 一 件 相当 复杂 的 事情 。 除 了 在 这 本 讲义 的 第 1 卷 之 外 ， 
我 们 从 未 在 已 经 发 表 的 文献 的 任何 地 方 找到 过 式 (21. 1) ” 。 因 此 ,你 可 以 看 出 它 不 容易 导 
出 (当然 ,一 个 运动 电荷 的 场 已 经 被 写成 许多 种 互相 等 价 的 其 他 形式 )。 这 里 ,我 们 不 得 不 把 
自己 限制 在 几 个 例子 中 ,这 正 是 为 了 证 实 式 (21. 15) 和 (21. 16) 会 给 出 与 式 (21. 1) 相 同 的 结 
果 。 首 先 , 将 证 明 式 (21.1) 只 在 带电 粒子 的 运动 是 非 相对 论 性 的 条 件 下 才 给 出 正确 的 场 ( 仅 
仅 这 一 特殊 情况 就 能 处 理 我 们 过 去 关于 光学 方面 所 谈 及 的 90% 或 更 多 的 内 容 )。 

我 们 考虑 一 小 团 电 荷 在 一 个 小 区 域 里 以 某 种 方式 运动 的 情况 ,并 将 找 出 在 远 处 的 场 。 
换 一 种 说 法 ,就 是 我 们 正在 寻找 距离 点 电荷 任意 远 处 的 场 ,而 该 点 电荷 正 以 很 小 的 幅度 上 下 
振动 。 由 于 光 往往 从 诸如 原子 那 种 中 性 物体 内 发 射出 来 ,所 以 我 们 将 认为 摆动 电荷 9 是 处 
在 一 个 静止 不 动 的 等 值 异 号 电荷 附近 。 如 果 这 两 电荷 中 心间 的 距离 为 4, 则 这 两 电荷 将 具 
有 偶 极 矩 p = qd , 这 我 们 将 认为 是 时 间 的 函数 。 现 在 应 该 期 待 ,如 果 人 靠近 电荷 对 场 进行 观 
察 , 便 无 需 担心 那个 推迟 效应 ,电场 将 与 我 们 以 前 对 静电 偶 极 子 所 算出 的 场 完全 相同 一 一 当 
然 ,要 用 到 瞬时 偶 极 矩 p(:)。 但 若 我 们 离开 得 很 远 , 则 应 该 在 场 中 找到 一 项 , 它 按 1/r 下 降 
而 又 依赖 于 与 视线 垂直 的 电荷 加 速度 。 让 我 们 来 看 看 是 否 会 得 到 这 样 的 结果 。 

利用 式 (21. 16) 由 算出 矢 势 A 开始。 假设 运 
动 电荷 处 于 一 小 团 内 ,其 中 的 电荷 密度 由 p(x， y， 
z) 给 出 ,而 在 任 一 时 刻 整 团 东 西 以 速度 "运动 , 那 
么 电流 密度 /xz，》y，z) 就 等 于 w(z, y，z)。 为 了 
将 来 方便 选取 我 们 的 坐标 系 使 = 轴 指 向 "的 方 
向 ,这 时 问题 的 几何 结构 就 如 图 21-2 所 示 。 现 在 
要 求 下 面 的 积分 : 


[ed (21.17) 
= i 








若 电荷 小 团 的 尺度 比 起 na 来 确实 很 小 ,那么 

可 令 分 母 中 的 ra 等 于 r, 即 到 该 小 团 中 心 的 距离 ， 

和 并 把 取出 积分 符号 之 外 。 其 次 ,也 要 令 该 式 分 子 

中 ma 二 7, 尽管 这 实际 上 并 不 完全 正确 。 其 所 以 

不 对 ,是 因为 我 们 在 小 团 的 顶端 取 / 与 在 该 小 团 的 底部 取 / 在 时 间 方面 稍微 有 点 不 同 。 当 

在 j(: 一 ma/e) 中 令 ra 二 + 时 ,我 们 是 在 同一 个 时 刻 (1 一 r/c) 对 整个 小 团 取 电荷 密度 。 屠 

只 有 当 电 闪 的 速度 。 远 比 。 为 小 时 才 算 是 良好 的 近似 。 因 此 ,我 们 正在 做 一 种 非 相对 论 性 
计算 ,用 pv 来 代替 了 ,积分 式 (21. 17) 便 变 成 


图 21-2 点 (1) 处 的 势 由 对 电荷 密度 p 





* 这 一 公式 首先 由 Oliver Heaviside 于 1902 年 发 表 。 约 在 1950 年 它 由 R. P. 费 思 曼 独立 导出 ,并 作 
为 对 同步 加 速 器 辐射 的 一 种 优良 想法 在 某 些 讲稿 中 曾经 给 出 过 。 


一 第 21 章 有 电流 和 电荷 时 麦克 斯 书 方程 组 的 解 
工 [wz， z 一 rc)aV:- 


由 于 所 有 电荷 都 有 相同 的 速度 ,这 个 积分 正好 是 v/r 乘 以 总 电荷 9。 但 qv 恰好 就 是 3p /at， 
即 电 偶 极 矩 的 时 间 变 化 率 一 一 那 当然 必须 是 在 推迟 时 刻 (: 一 r/c) 算出 来 的 。 我 们 将 把 它 
写成 p(t 一 r/c)。 因 此 对 于 矢 势 来 说 就 得 到 
A(1,) = zl Erh). (21.18) 
上 述 结果 表明 :变化 偶 极 子 中 的 电流 会 产生 一 个 矢 势 ,这 矢 势 具有 源 强 度 为 忆 /(ocz) 的 
球面 波 的 形式 。 
现在 就 可 以 由 B= 二 VXA 得 到 磁场 。 由 于 p 完全 在 z 方向 上 ,所 以 A 只 有 一 个 z 分量 ; 
在 它 的 旋 度 中 只 有 两 个 不 等 于 零 的 微 商 。 因 此 , B: = 3A. /ay 及 了 B, = 一 34. /3x。 让 我 们 首 
先 来 考察 B,: 
_a4A. _ a Pt 一 r) 
De wn 


为 了 求 得 微 商 ,必须 想到 7 =Vz 十 十 z ,从 而 得 出 


B. =ab(t-rh) 训 (二 )+ 开 


4reo 





Bp rh). (21.20) 


droc r 3 
记 住 9r/9y = y/r, 则 第 一 项 就 给 出 
yr 隐 G 一 rp) ， 
， 47ecE 2 
这 类 似 于 一 个 静态 偶 极 子 的 势 , 随 1/r? 而 下 降 ( 因 为 对 于 给 定 的 方向 来 说 ,y /r 是 个 常数 )。 
式 (21. 20) 中 的 第 二 项 为 我 们 提供 一 些 新 的 效应 。 在 进行 微 商 后 得 


(21.21) 





让 之 计 Brp)， (21.22) 

式 中 当然 是 指 p 对 时 间 的 二 次 导数 。 这 一 项 来 自 对 式 中 分 子 的 微 商 , 它 是 造成 辐射 的 主 
要 原因 。 首 先 , 它 描述 了 一 个 仅 按 1/r 随 距离 下 降 的 场 。 其 次 , 它 取决 于 电荷 的 加 速度 。 你 
可 能 开始 明白 ,我 们 是 如 何 打 算得 到 一 个 像 式 (21. 1') 那 样 的 结果 ,而 它 是 描述 光 辐 射 的 。 

让 我 们 稍微 详细 一 点 检查 一 下 这 个 辐射 项 是 如 何 得 来 的 一 一 它 是 这 么 一 个 有 趣 而 又 重 
要 的 结果 。 由 表示 式 (21. 18) 开 始 , 它 具有 1/r 的 依存 关系 ,因而 除了 式 中 分 子 上 的 那个 推 
退 项 外 就 像 一 个 库仑 势 了 。 那 么 , 当 我 们 为 获得 场 而 对 空间 坐标 取 微 商 时 ,为 什么 并 不 恰好 
得 到 1 / 的 场 一 一 当然 还 会 有 那 相应 的 时 间 推 迟 ? 

按照 下 述 办 法 我 们 就 能 够 看 出 其 所 以 然 :如 让 偶 极 子 作 正 弦 式 上 .下 振动 ,那么 就 会 有 


p= p: = posinwt 


__l1 wpocosw(t—r/) 
和 A r 


若 在 某 一 给 定时 刻 把 作为 函数 的 A. 画 成 图 , 则 可 获得 如 图 21-3 所 示 的 那 种 曲线 。 该 峰 
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的 振幅 会 随 1/r 减 小 ,但 除 此 之 外 在 空间 还 有 一 受 
1/r 的 包 络 线 调制 的 振动 。 当 我 们 对 空间 取 微 商 
时 ,它们 将 与 该 曲线 的 斜率 成 正比 。 从 图 中 我 们 
看 出 有 一 些 斜 率 比 1/r 曲线 本 身 的 斜率 要 峻 峭 得 
多 。 事实 上 ,对 于 某 一 给 定 频率 来 说 ,那些 峰 的 斜 
率 显然 正比 于 随 1/r 变化 的 波 的 振幅 。 因 此 ,这 就 
说 明了 该 辐射 项 的 下 降 率 。 

事情 的 发 生 完全 是 由 于 当 波 向 外 传播 时 源 对 
时 间 的 变化 已 变换 成 在 空间 里 的 变化 ,而 磁场 则 











是 取决 于 势 的 空间 微 商 。 
图 21-3 对 来 自 一 振荡 偶 极 子 的 球面 rend 
波 ,在 :时 刻 矢 势 4 的 正 分 量 作为 函数 让 我 们 回 过 来 完成 对 磁场 的 计算 关于 了 B。 
而 画 成 的 图 已 有 式 (21. 21) 和 (21. 22) 两 项 ,因而 
__1 fF_yplt—r/) yp(t—r/) 
的 al 2 cr 
利用 相同 的 数学 ,得 到 
__1 fzp(t—r/) ,zp(t—r/) 
Bi | 


或 者 ,可 将 其 集合 在 一 个 漂亮 的 矢量 式 中 : 
1 [p+(r/) pl Xr 


4 nm 


现在 让 我 们 来 看 看 这 个 公式 。 首 先 , 若 r 很 大 ,就 只 有 那 5 项 才 重要 。B 的 方向 由 Xr 
给 出 , 它 既 垂直 于 矢 径 ,也 垂直 于 加 速度 ,如 图 21-4 所 示 。 一 切 都 表明 不 错 , 那 也 是 我 们 
由 式 (21. 1 ) 所 得 到 的 结果 。 

现在 ,让 我 们 来 看 看 以 往 不 熟悉 的 东西 一 一 即 在 源 附近 所 人 0) 
发 生 的 事情 。 在 8 14-7 中 我 们 曾 求 出 关于 电流 元 磁场 的 毕 奥 - 
萨 伐 尔 定律 。 求 得 一 个 电流 元 jdV 对 于 磁场 贡献 的 量 为 : 


(21.23) 


[3 


上 = slat. (21.24) 
. 
若 记 得 就 是 电流 , 则 你 知道 这 个 公式 看 来 很 像 式 (21. 23) 


中 的 第 一 项 。 但 有 一 点 不 同 。 在 式 (21. 23) 中 ,电流 必须 在 。 图 4 、 人 学 介 要 了 的 名 
(4 一 r/c) 时 刻 被 算出 ,而 这 一 点 在 式 (21. 24) 中 就 没有 出 
现 。 然 而 ,事实 上 ,对 于 小 + 来 说 式 (21.24) 还 是 十 分 精确 的 ,因为 式 (21. 23) 中 的 第 二 项 有 
助 于 抵消 掉 第 一 项 中 的 推迟 效应 。 当 r 很 小 时 这 两 项 合 起 来 给 出 的 结果 很 接近 于 式 
(21.24)。 

关于 这 一 点 我 们 可 以 这 样 来 认识 : 当 小时, (1 一 r/c) 与 相差 无 几 ,因而 可 以 把 式 
(21.23) 中 的 方 括号 展开 成 泰勒 级 数 。 对 于 第 一 项 ， 


Pt 一 rp) 一 p(t) 一 二 P(t) 十 其 他 ， 
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而 第 二 项 展开 至 r/c 的 同一 级 , 则 为 
匡 (t 一 r/c) 一 志 记 (9) 十 其 他 


当 求 和 时 , 含 的 两 项 互相 抵消 ,而 留 给 我 们 是 非 推 退 电 流 p 也 即 p(s) 一 一 加 上 (x/e)* 级 的 
项 或 更 高 级 的 项 | 如 去 (r/c)* 5 ], 对 于 7 足够 小 以 致 p 在 时 间 r/c 内 没有 显著 改变 的 情况 ， 


这 些 项 的 贡献 将 是 十 分 微小 的 。 

因此 , 式 (21. 23) 给 出 的 场 很 像 瞬 时 理论 中 的 场 一 一 比 带 有 推迟 的 瞬时 理论 要 接近 得 
多 ,推迟 的 一 级 效应 已 被 第 二 项 所 消除 。 该 静态 公式 十 分 准确 ,其 准确 程度 远 比 你 可 能 想到 
的 要 高 。 当 然 , 这 补偿 作用 仅 对 接近 源 的 点 才 有 效 。 对 于 远离 源 的 点 这 个 修正 变 得 十 分 差 
因为 时 间 延 迟 产生 了 很 大 的 影响 ,所 以 我 们 得 到 重要 的 含 1/r 的 辐射 项 。- 

仍然 存在 这 样 的 问题 , 即 算出 电场 并 证 明 它 与 式 (21. 1 ) 相 同 。 对 于 大 的 距离 来 说 我 们 能 
够 看 出 该 答案 将 完全 正确 。 我 们 知道 , 离 源 很 远 、 有 波 传播 的 地 方 ,E 垂直 于 B( 而 且 也 垂直 于 
7) ,如 图 21-4 所 示 , 并 且 cB 二 E。 因此,E 与 加 速度 ;成 正比 ,正如 式 (21. 1 ) 所 料 到 的 那样 。 

要 完全 得 到 在 所 有 距离 上 的 电场 ,我 们 需要 先 解 出 静电 势 。 当 计算 4 的 电流 积分 以 获 
得 式 (21. 18) 时 ,就 曾 做 过 这 样 一 种 近似 , 即 把 推迟 项 中 ~ 的 微小 变化 忽略 不 计 。 这 对 于 静 
电势 来 说 将 行 不 通 ,因为 这 样 一 来 我 们 获得 1/r 乘 以 电荷 密度 的 积分 , 那 将 是 一 个 常数 。 这 
种 近似 太 粗糙 了 。 我 们 需要 达到 一 个 较 高 级 的 近似 ,但 又 要 避免 直接 在 有 关 较 高 级 近似 的 
计算 中 找 麻烦 ,我 们 还 是 能 够 做 某 一 种 其 他 事情 的 一 一 可 以 利用 已 找到 的 矢 势 从 式 (21. 6) 
确定 标 势 。 在 我 们 的 情况 下 ,4 的 散 度 只 是 3A. /az 一 一 因为 A: 和 A, 都 恒 等 于 零 。 用 上 面 
求 B 的 同样 办 法 取 微分 ， 





zalb(e—rh) R(t)+iap(—rp)] 


Ws\ [- splt—r/) _ zplt ="A] 
7 Ea ; 


4reoc 


V:A= 








或 者 ,采用 矢量 符号 ， 
| [p+ (r/e) 有 = 人 


4reoc ri 


应 用 式 (21. 6) ,我 们 得 到 关于 # 的 方程 : 
Bl Lpt(r/e) pleer 


at drxe r 
对 于 :的 积分 不 过 是 从 每 一 个 p 或 5 中 除去 项 上 的 一 点 ,因而 
HUF, = tA le (21.25) 


x r 
积分 常数 大 概 相当 于 某 个 释 加 上 去 的 静 场 , 那 当然 是 有 可 能 存在 的 静 场 。 但 对 于 我 们 所 考 
虑 的 振荡 偶 极 子 来 说 , 却 不 存在 静 场 。 

现在 我 们 能 够 按照 
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求 出 电场 E。 由 于 计算 元 长 而 不 直截了当 [只 要 你 记 住 p(t 一 r/c) 和 它 对 时 间 的 微 商 之 所 
以 与 x, y, zx 有 关 , 是 通过 推迟 时 间 r/c 来 的 ], 所 以 我 们 将 仅仅 给 出 结果 : 


EF,D) = tas ep + rh) x ri xr], (21. 26) 
式 中 
站 plt—r/) + p(t—r/). (21.27) 


尽管 看 来 它 相当 复杂 ,但 这 个 结果 还 是 容易 解释 的 。 矢 量 P 就 是 已 经 被 推迟 、 然 后 又 
对 推迟 “修正 "的 偶 极 矩 ,因而 带 有 p"* 的 两 项 就 恰恰 给 出 当 7 很 小 时 的 静态 偶 极 子 场 [ 见 第 
6 章 式 (6. 14)]。 当 r 大 时 , 含 的 项 占 了 优势 ,而 电场 正比 于 电荷 的 加 速度 , 且 垂 直 于 r, 事 
实 上 即 是 指向 在 垂直 于 7 的 平面 上 的 投影 。 

这 一 结果 与 我 们 应 用 式 (21. 1) 所 能 得 到 的 结果 相符 。 当 然 , 式 (21. 1) 会 更 加 普遍 , 它 适用 
于 任何 运动 ,而 式 (21. 26) 则 仅仅 适用 于 推迟 时 间 r/c 对 于 整个 源 都 可 以 认为 是 一 常数 的 那 种 
小 的 运动 。 无 论 如 何 ,我 们 现在 已 提供 了 整个 以 前 有 关 光 学 讨论 的 基础 (除了 某 些 在 第 1 卷 第 
36 章 中 曾经 讨论 过 的 内 容 以 外 ) ,因为 这 种 讨论 全 都 与 式 (21. 26) 中 的 末 项 有 关 。 接 下 来 我 们 
将 讨论 如 何 才 能 得 到 迅速 运动 的 电荷 的 场 (引导 至 第 1 卷 第 34 章 中 的 相对 论 性 效应 )。 


$21-5 运动 电荷 的 势 ; 李 纳 和 维 谢 尔 通 解 


在 上 一 节 ,由 于 我 们 仅仅 考虑 低速 的 情况 ,所 以 在 计算 4 的 积分 时 做 了 简化 。 但 在 这 
样 做 时 我 们 遗漏 了 一 个 要 点 ,而 这 一 点 也 正 是 容易 出 错 的 地 方 。 因 此 ,现在 我 们 将 对 一 个 以 
任何 方式 一 一 甚至 以 相对 论 性 速度 一 一 运动 的 点 电荷 的 势 进行 计算 。 一 旦 有 了 这 个 结果 ， 
我 们 便 将 拥有 关于 电荷 的 整个 电磁 学 。 这 时 就 连 式 (21. 1) 也 可 以 通过 取 微 商 而 推导 出 来 。 
由 于 故事 将 是 完整 的 ,所 以 请 耐心 听 下 去 。 

让 我 们 尝试 计算 由 一 个 不 管 以 任何 方式 运动 的 点 电荷 (诸如 一 个 电子 ) 在 点 (xz, y, x) 
上 所 产生 的 标 势 %1) ,所 谓 “ 点 "电荷 我 们 指 的 是 一 个 十 分 微小 的 电荷 球 ,可 以 缩小 到 任意 
程度 ,并 带 有 电荷 密度 p(z，y, z) ,我 们 可 以 由 式 (21. 15) 求 得 $: 


#$(1, 1) = | ay,. (21. 28) 
答案 似乎 应 该 是 一 一 而 几乎 每 个 人 最 初 总 会 认为 一 一 o 对 整个 这 样 一 个 “点 "电荷 的 积分 恰 
好 就 是 其 总 电荷 9, 因 而 


#1,) 一 守 - 卫 ( 错 了 ). 
) me 
对 于 rs ,我 们 指 的 是 在 推迟 时 刻 (1 一 n/c) 从 电荷 所 处 位 置 点 (2) 至 点 (1) 的 矢 径 。 但 这 个 


式 子 是 错 的 。 
正确 的 答案 是 
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1 ee (21.29) 


4re ri 1— vr fe’ 





式 中 w 为 平行 于 兹 一 一 即 指向 点 (1) 一 一 的 电荷 速度 分 量 。 现 在 要 向 你 们 解释 其 中 原因 。 
为 使 论证 易于 接受 ,我 们 将 先 对 一 个 具有 小 立方 体形 状 而 以 速率 v 朝向 点 (1) 运 动 的 “点 " 电 
荷 进行 计算 ,如 图 21-5(a) 所 示 。 令 该 立方 体 的 每 边 长 度 为 <, 我 们 假定 它 比 nz ( 即 从 电荷 
中 心 至 点 (1) 的 距离 ) 要 小 很 多 很 多 。 

现在 计算 式 (21. 28) 的 积分 ,我们 将 回 到 基本 原理 上 去 ;将 它 写成 求 和 式 


了 < ， (21.30) 
其 中 7 是 从 点 (1) 至 第 i 个 体积 元 AV, 的 距离 ,而 p; 则 是 在 t; = 上 一 人 时 刻 AV, 处 的 电荷 


密度 。 由 于 始终 r; > a, 因而 把 AV, 取 为 垂直 于 ry: 的 一 个 矩形 薄片 将 是 方便 的 ,正如 图 
21-5(b) 所 示 。 


Eee 





(D) 


十 v 
(b) 
图 21-5 (a)“ 点 "电荷 一 一 视 作 一 个 小 立方 体 的 电荷 分 布 一 一 以 速率 v 朝 
着 点 (1) 运 动 ;(b) 用 来 计算 势 的 体积 元 AV。 


设 我 们 事先 假定 每 一 体积 元 AV, 的 厚度 w 远 小 于 a, 于 是 单独 的 体积 元 看 来 就 像 图 
21-6(a) 所 示 的 那样 ,其 中 已 放 上 了 比 完全 覆盖 电荷 还 要 多 的 体积 元 。 但 我 们 却 还 没有 把 电 
荷 表示 出 来 ,而 这 是 有 充分 理由 的 。 我 们 应 该 把 它 画 在 哪里 呢 ? 对 于 每 一 体积 元 AV, 来 
说 ,必须 在 上 = (t 一 ri/e) 的 时 刻 取 ,但 由 于 电荷 正在 运动 ,因此 对 每 个 体积 元 AV, 来 说 它 
处 在 不 同 的 位 置 ! 

让 我 们 说 ,我 们 从 图 21-6(a) 中 标明 为 “1" 的 体积 元 开始 ,该 体积 元 是 这 样 选 取 的 , 即 在 
三 (t 一 n/c) 时 刻 电荷 的 “后 " 端 占据 着 AV, ,如 图 21-6(b) 所 示 。 然 后 当 我 们 计算 mAV: 
时 ,就 必须 用 到 在 稍微 迟 一 点 的 时 刻 t 二 (t 一 rz /e) 的 电荷 位 置 ,这 时 电荷 所 处 位 置 如 图 
21-6(c) 所 示 。 对 于 AV: ,AV 等 等 ,可 依 此 类 推 , 现 在 就 能 算出 那个 和 了 。 

由 于 每 个 AV, 的 厚度 为 w, 所 以 它 的 体积 为 wa* 。 于 是 与 电荷 分 布 重 又 的 每 个 体积 元 
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二 和 一 ， 

















含有 电量 wa’p, 其 中 p 为 立方 体内 的 电荷 密 
度 一 一 我 们 认为 它 是 均匀 的 。 当 电荷 至 点 (1) 的 距 
离 很 大 时 ,通过 令 一 切 位 于 分 母 上 的 ; 都 等 于 某 
一 平均 值 ,如 令 等 于 该 电荷 中 心 的 推迟 位 置 ~” , 那 
么 我 们 这 样 做 造成 的 误差 将 是 可 以 忽略 的 。 于 是 
式 (21. 30) 的 总 和 便 是 








(b) TD PF 

Ny 和 , 

bi 有 pd 

| 

| 了 ， 四。 在 这 里 ,AVw 就 是 如 图 21-6(e) 所 示 的 \ 与 电荷 分 
©) 一 A 一 一 布 重 权 的 最 后 那 一 个 AV,。 于 是 总 和 显然 是 

I 四 z 3 /Nw 

由 0 We 

1 

i Re 现在 pa 恰好 就 是 总 电荷 9, 而 Nw 则 是 如 图 

1 | 21-6(e) 所 示 的 那个 长 度 5。 因 此 我 们 有 

1 

1 下 9 b 

he $= mr (2) (21.31) 
dl 珊 - 一 5 是 什么 ? 它 是 立方 体 电荷 的 边 长 再 加 上 

1 抽 二 (1 一 ni/) 与 tx 二 (t 一 r/c) 之 间 电 蕉 移动 的 


距离 一 一 这 就 是 在 如 下 时 间 内 
At=ty—ti=(n—r)/k=bk 


电荷 所 行经 的 距离 。 由 于 电荷 的 速率 为 v, 所 以 经 
过 的 距离 为 vAt = v6 /, 但 长 度 6 却 是 这 个 距离 加 上 a， 


图 21-6 对 一 个 运动 电荷 的 
p(t 一 r/c)dV 进行 积分 


5=a+ Eb. 
解 出 5, 得 

b= a 
当然 ,所 谓 v, 我 们 指 的 是 在 推迟 时 刻 t* == (+ 一 r/c) 的 速度 ,这 可 以 通过 写成 (1 一 v/c)wa 
而 指明 出 来 ,因此 关于 势 的 方程 式 (21. 31) 就 变 成 


a 2 
dneor’ (1—v/c)wma” 
这 一 结果 与 我 们 上 面 的 断言 即 式 (21. 29) 相 符 。 这 里 存在 一 个 修正 项 , 它 是 由 于 积分 “ 扫 过 
该 电荷 "时 电荷 正在 运动 引起 的 。 当 电荷 朝 着 点 (1) 运 动 时 , 它 对 该 积分 的 贡献 增加 了 一 个 
比值 6/a。 因 此 ,正确 的 积分 就 是 gq/r' 乘 以 6b /a, 后 者 即 是 1/(1 一 v/c)aa。 

如 果 电荷 速度 方向 并 非 朝 着 观察 点 (1) , 那 就 可 以 看 出 ,重要 的 只 是 朝 着 点 (1) 的 速度 分 
量 。 把 这 个 速度 分 量 称 为 w , 则 修正 因子 为 1 人 1 一 w /ce)wa。 并 且 , 对 于 任何 形状 一 一 不 一 


$(1, 1) = 
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定 是 立方 体 一 一 的 电荷 分 布 ,我 们 做 过 的 分 析 按 完 全 相同 的 方式 进行 。 最 后 ,由 于 电荷 的 
“尺寸 "a 并 未 进入 最 终 的 结果 ,所 以 当 把 电荷 缩小 至 任何 尺寸 一 一 甚至 缩小 成 一 点 时 ,上 述 
结果 同样 成 立 。 对 于 一 个 以 任意 速度 运动 的 点 电荷 ,普遍 的 结果 是 标 势 为 


2 
4rar (1 一 ze) 


$(1,t) = (21. 32) 


这 个 式 子 往往 写成 等 效 的 形式 : 


$(1, 1) = (21. 33) 


PE 
dno(r—v- r/c)ma” 
式 中 r+ 是 从 电荷 指向 正在 计算 # 的 那个 点 (1) 的 矢量 ,而 所 有 在 括号 内 的 量 都 必须 是 它们 在 
推迟 时 刻 := t 一 r/c 的 值 。 

当 我 们 由 式 (21. 16) 计 算 有 关 一 个 点 电荷 的 势 4 时 ,同样 的 事情 也 会 发 生 。 电 流 密度 
为 pw, 而 对 p 的 积分 与 刚才 求 风 时 相同 。 所 以 矢 势 为 

i 

有 关 点 电荷 的 势 最 初 是 由 李 纳 和 维 谢 尔 导出 的 ,因而 被 称 为 李 纳 - 维 谢 尔 势 。 

要 把 这 一 环节 接 回 到 式 (21. 1) 上 去 ,只 需 从 这 些 势 算出 E 和 B( 利 用 B 二 VXA 和 
下 = 一 WW 一 34 /at )。 现 在 这 仅 是 个 算术 问题 。 然 而 ,这 项 算术 相当 繁复 ,所 以 将 不 列 出 所 
有 的 细节 。 也 许 你 会 相信 我 们 所 说 的 话 , 式 (21. 1) 就 同上 面 所 导出 的 李 纳 - 维 谢 尔 势 
相当 *。 


A(1,1)= (21.34) 


$21-6 匀速 运动 电荷 的 势 ; 洛 伦 兹 公式 


下 一 步 我 们 希望 应 用 李 纳 - 维 谢 尔 势 于 一 种 特殊 情况 一 一 即 找 出 电荷 沿 一 直线 做 匀速 
运动 时 所 产生 的 场 , 以 后 再 用 相对 论 原理 来 求 它 。 现 在 已 经 知道 , 当 我 们 站 在 电荷 的 静止 参 
照 系 中 时 势 会 怎样 。 当 电荷 在 动 时 , 则 可 以 通过 从 一 个 参照 系 到 另 一 个 参照 系 的 相对 论 性 
变换 把 每 样 东西 都 算出 来 。 但 相对 论 起 源 于 电 和 磁 的 理论 。 洛 伦 兹 变换 式 (第 1 卷 第 15 
章 ) 是 洛 伦 兹 在 研究 电 和 磁 的 方程 式 时 发 现 的 。 为 了 使 你 能 够 理解 事情 的 由 来 ,我 们 希望 证 
明 麦 克 斯 韦 方程 组 确 会 导致 洛 伦 兹 变换。 我 们 从 直接 按照 麦克 斯 韦 方程 组 的 电动 力学 来 计 
算 一 个 匀速 运动 电荷 的 势 开始 。 我 们 已 经 证 明 ,麦克 斯 韦 方程 组 对 一 个 运动 电荷 会 导致 曾 
在 上 一 节 中 得 到 的 势 。 因 此 , 当 我 们 引用 这 些 势 时 ,也 就 是 在 应 用 麦克 斯 韦 理论 。 

设 有 一 个 沿 = 轴 以 速率 运动 的 电荷 。 我 们 要 求 出 如 图 21-7 所 示 的 点 P(x, y, xz) 的 
势 。 如 果 上 一 0 时 电荷 处 在 原点 , 则 在 时 刻 上 该 电荷 已 处 于 x = vt, ?一 = 一 0 的 点 。 可 是 ， 
我 们 所 必须 知道 的 却 是 在 推迟 时 刻 





* 如 果 你 有 大 量 纸张 和 时 间 ,就 可 以 自己 试 试 将 它 算出 来 。 那 么 ,我 们 要 提出 两 个 建议 :首先 ,不 要 忘 
记 对 x 取 微 商 很 复杂 ,因为 它 是 # 的 函数 。 其 次 ,不 要 试图 导出 式 (21. 1) ,而 是 要 算出 其 中 所 有 各 种 微 商 ， 
然后 同 你 从 式 (21. 33) 和 (21. 34) 的 势 所 获得 的 EE 比较 。 
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了 VE (21.35) 
c 














电荷 的 位 置 , 式 中 为 从 该 推迟 时 刻 
的 电荷 位 置 至 P 点 的 距离 。 在 这 一 
较 早 时 刻 # ,电荷 位 于 z 二 vt 处 ， 


“推迟 ”位 置 
(在 1=tr'/e) 





1 

1 
| 

ww | 因而 

动 上 

@ 本 r= (z—vt') +y +z . 

Pg 1 汉 
-在 和 (88) 


为 求 得 x 或 ,得 将 这 个 方程 同 式 

图 21-7 求 出 一 个 沿 z 轴 以 匀速 运动 的 电荷 在 P 点 的 势 ”21. 35) 结合 起 来 。 首 先 ,通过 式 

(21. 35) 解 出 x 并 代入 式 (21. 36) 中 把 
消去。 然后 对 两 边 平方 得 到 
c(t—t) = (rz—vt) +y +z, 

这 是 关于 的 一 个 二 次 方程 。 把 那些 平方 的 二 项 式 都 展开 ,并 把 含 e 的 相似 项 收集 起 来 , 则 
可 得 
(V—e)t—2(rv—et)t tr ty +e— (4d): = 0. 


(1—)# =:- 罕 -Dz-w)+ [CE )( +#). (21. 37) 
为 求 得 ” ,就 得 把 这 个 过 的 表示 式 代入 下 式 : 
r= c(t—t). 
现在 我 们 准备 由 式 (21. 33) 来 求 $, 由 于 v 是 恒 量 ,所 以 这 个 式 子 变 成 


EE RS 
$(z, y, z, 1) i 
v 在 r 方向 的 分 量 为 v(z 一 ve)/r, 因而 vr 正好 是 v(x 一 vt ) ,而 整个 分 母 为 


c(t—#)— (rz— oe) = < 一 全 = (1 一 对) 


由 此 解 出 二 ， 


(21. 38) 


代入 来 自 式 (21. 37) 中 的 (1 一 到 /e*)#, 对 于 $$ 我 们 获得 
1 


War 2 4 = 一 于 一 一 
(zs—vt)+ (1—)(y +#) 


dxe 


如 果 我 们 将 上 式 重新 写成 下 式 , 则 更 易于 理解 : 


$z, y, #1 0) = 7 oa i 本 (21.39) 
IT, y, x,t 4reo -RS) +y>+2] 





一 人 人 你 21 章 有 电流 和 电荷 时 麦克 斯 记 方 程 组 的 妍 | 区 
矢 势 4 是 有 附加 因子 v/e? 的 相同 的 表示 式 : 


4 一 并 中 


e 


从 式 (21. 39) 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 洛 伦 兹 变换 的 起 源 。 要 是 该 电荷 位 于 它 本 身 的 静 
止 参照 系 中 的 原点 , 则 它 的 势 应 该 为 


.于 - 有 
4re [z+y +z 2" 


由 于 我 们 是 在 一 个 运动 参照 系 中 对 它 进行 观察 的 ,因而 好 像 坐 标 应 该 通过 下 列 式 子 进行 变换 : 


vt 


VI—¥ /er 


yy 


$(z, y, xz) = 


I 





Zz 


那 正好 就 是 洛 伦 兹 变换 ,而 我 们 刚才 所 做 的 实质 上 也 还 是 洛 伦 兹 发 现 它 时 所 用 过 的 方法 。 

不 过 ,出 现 于 式 (21. 39) 前 面 的 那个 附加 因子 1/VI 一 磷 / 又 是 怎么 一 回 事 呢 ? 另外 ， 
若 在 粒子 的 静止 参照 系 中 矢 势 A 处 处 为 零 , 则 它 在 运动 坐标 系 中 表现 成 什么 ? 我 们 不 久 将 
要 证 明 ,A 和 $ 在 二 起 构成 一 个 四 元 矢量 , 像 粒子 的 动量 p 和 总 能 量 U 那样 。 式 (21. 39) 中 
那个 附加 因子 1/VI 一 殉 / 就 是 当 人 们 在 变换 一 个 四 元 矢量 的 分 量 时 总 会 出 现 的 同样 的 
因子 一 一 就 像 电 荷 密度 变换 成 c/VI 一 均 / 那样 。 事 实 上 ,由 式 (21.4) 和 (21. 5) 就 几乎 可 
以 明显 地 看 出 ,A 和 # 是 一 个 四 元 矢量 的 分 量 ,因为 我 们 已 在 第 13 章 中 证 明了 和 是 一 个 
四 元 矢量 的 分 量 。 

以 后 我 们 还 将 更 详细 地 考虑 有 关 电 动力 学 方面 的 相对 论 ; 这 里 只 希望 向 你 们 表明 ,麦克 
斯 韦 方程 组 如 何 自然 地 导致 洛 伦 兹 变换 。 这 样 , 当 你 发 现 电 和 磁 的 规律 已 经 符合 爱 因 斯 坦 
的 相对 论 时 ,将 不 会 感到 这 异 。 我 们 无 需 像 对 牛顿 力学 定律 所 必须 做 的 那样 去 加 以 “修补 "。 
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$22-1 阻 抗 


在 本 课程 中 ,我 们 的 大 部 分 工作 目的 在 于 与 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 相 联系 。 在 以 上 两 
章 中 , 曾 讨 论 了 这 些 方程 的 重要 结果 。 我 们 已 经 清楚 ,那些 方程 含有 以 前 所 算出 的 一 切 静态 
现象 ,以 及 在 第 1 卷 中 就 已 相当 详尽 地 谈 及 的 那些 有 关 电 磁 波 和 光 的 现象 。 麦 克 斯 韦 方程 
组 给 出 上 述 两 方面 的 现象 ,这 些 现象 取决 于 人 们 所 计算 的 场 是 靠近 电流 和 电荷 还 是 远离 它 
们 。 对 于 中 间 的 区 域 则 没有 什么 有 意义 的 东西 可 说 ,那里 并 未 出 现 什么 特殊 现象 。 

然而 ,在 电磁 学 中 还 有 几 个 课题 有 待 我 们 去 处 理 。 我 们 将 要 讨论 有 关 相 对 论 和 麦克 斯 
志方 程 组 的 问题 一 一 即 当 人 们 相对 于 运动 坐标 系 而 观望 那 麦克 斯 韦 方程 组 时 所 发 生 的 情 
况 , 以 及 关于 在 电磁 系统 中 的 能 量 守 恒 问题 ,还 有 关于 材料 电磁 性 质 的 广泛 课题 。 迄 今 为 
止 ,除了 对 于 电介质 的 特性 有 过 一 点 研究 以 外 ,我 们 只 讨论 过 自由 空间 中 的 电磁 场 。 而 且 ， 
尽管 在 第 1 卷 中 我 们 已 相当 详尽 地 谈 及 光学 的 课题 ,但 还 有 几 件 事情 我 们 很 想 从 场 方程 的 
观点 出 发 重新 讨论 。 

特别 是 要 重新 考虑 有 关 折 射 率 的 课题 ,尤其 是 关于 稠密 材料 方面 的 问题 。 最 后 ,还 要 考 
虑 与 局 限于 一 有 限 空间 区 域 里 的 波 相 联系 的 现象 。 我 们 过 去 曾 在 研究 声波 时 简单 接触 过 这 
类 问题 。 麦 克 斯 韦 方程 组 也 导致 表示 电场 和 磁场 约束 波 的 那些 解 。 我 们 将 在 以 后 某 些 章节 
中 考虑 这 一 具有 重要 技术 应 用 的 课题 。 为 了 引导 到 该 课题 上 去 ,我 们 将 从 考虑 低频 时 的 电 
路 特性 着 手 。 然 后 就 可 对 下 述 两 种 情况 进行 比较 :一 种 是 麦克 斯 韦 方 程 组 的 准 静态 近似 适 
用 的 情况 ,而 另 一 种 则 是 高 频 效 应 占 优势 的 情况 。 

因此 ,我 们 就 将 从 上 面 几 章 中 那 独 峨 而 险峻 的 高 峰 降 回 到 相对 低 水 平 的 电路 课题 上 
来 。 然 而 将 会 见 到 ,即使 这 么 一 个 世俗 课题 ,只 要 足够 详细 地 加 以 考察 ,也 能 发 现 它 包含 极 
大 的 复杂 性 。 

我 们 已 在 第 1 卷 第 23 和 25 两 章 中 讨论 过 电路 的 某 些 性 质 。 现 在 再 来 重复 其 中 某 些 内 
容 ,但 会 详细 得 多 。 我 们 将 再 度 只 同一 些 线性 系统 和 全 都 按 正弦 形式 变化 的 电压 和 电流 打 
交道 ,这 时 ,应 用 第 1 卷 第 23 章 中 所 描述 的 那 种 指数 函数 符号 ,就 可 应 用 复数 来 表示 所 有 的 
电压 和 电流 。 于 是 ,一 个 随时 间 变化 的 电压 V(z) 就 将 被 写成 


V() = 分 ee ， 22 


式 中 全 代表 一 个 与 无 关 的 复数 。 当 然 ,实际 上 随时 间 变化 的 电压 V(2) 是 由 上 式 右边 的 复 
数 函数 的 实 部 给 出 的 。 

同样 ,所 有 其 他 随时 间 变 化 的 量 也 都 将 被 视 作 以 相同 的 频率 w 按 正弦 形式 变化 。 
此 ,我 们 写 出 


pe ee -一 人 交流电 下 上 


I 二 了 ew (电流 )， 
6 一人 ew “(电动势 )， (22.2) 
EEew (电场)， 


等 等 。 

多 半 时 间 我 们 将 用 V ,1,6.…( 而 不 是 用 六 ,个 , 台 …) 来 写 出 方程 ,但 得 记 住 ,时 间 的 变 
化 是 由 式 (22. 2) 给 出 的 。 

在 以 往 的 电路 讨论 中 曾经 假定 , 像 电感 、 电 容 和 电阻 这 种 东西 你 们 都 已 熟悉 。 现 在 要 来 
稍微 详尽 地 看 看 这 些 所 谓 理想 电路 元 件 指 的 是 什么 。 我 们 将 从 电感 开始 。 

电感 是 这 样 制 成 的 , 即 把 许多 功 的 导线 绕 成 一 个 
线圈 形式 ,并 从 其 两 端 接 至 距离 线圈 相当 远 的 接头 上 1 
去 ,如 图 22-1 所 示 。 我 们 要 假定 ,由 线圈 中 电流 所 产 
生 的 磁场 并 未 强烈 地 向 外 扩展 到 全 部 空间 ,从 而 不 会 \ 








与 电路 的 其 他 部 分 发 生 相 互 作用 。 通 常 可 以 这 样 安 
排 ,把 线圈 绕 成 一 个 环形 的 式样 ,或 把 线圈 绕 在 某 一 块 
适当 的 铁 芯 上 ,从 而 约束 磁场 ,或 通过 把 线圈 放 在 某 一 
个 适当 的 金属 盒 之 内 ,如 图 22-1 所 简略 指明 的 那样 。 / 
在 任何 情况 下 ,我 们 都 假定 ,在 端点 a 和 6 附近 的 外 部 
区 域 里 仅 有 微不足道 的 磁场 。 我 们 也 要 假定 ,可 以 忽 a 
略 线圈 导线 里 的 任何 电阻 。 最 后 ,还 将 假定 ,那些 出 现 
在 导线 表面 上 用 以 建立 电场 的 电荷 量 是 可 以 忽略 的 。 
具备 了 所 有 这 些 近 似 性 ,就 可 以 有 一 个 所 谓 “ 理 
想 " 电 感 (以 后 我 们 还 会 回 过 头 来 讨论 在 实际 电感 中 所 发 生 的 事情 )。 对 于 理想 电感 ,我 们 说 
它 的 端 路 电压 等 于 L(dI /dt)。 现 在 来 看 看 为 什么 会 这 样 ? 当 有 电流 通过 电感 时 ,正比 于 这 
个 电流 的 磁场 在 线圈 内 部 便 建立 了 起 来 。 若 电流 随时 间 变 化 , 则 这 磁场 也 会 变化 。 一 般 说 
来 ,E 的 旋 度 等 于 dB /dt; 或 者 换 句 话说 ,E 环绕 任何 闭合 路 径 的 线 积分 等 于 穿 过 该 回路 B 
通 量 的 变化 率 的 负 值 。 现 在 假设 我 们 考虑 下 述 路 径 : 由 端点 a 开始 沿线 圈 ( 总 是 保持 在 导线 
之 内 ) 抵 达 端 点 5, 然 后 在 该 电感 外 面 的 空间 经 过 空气 从 端点 5b 回 到 端点 a。E 环绕 这 一 闭合 
路 径 的 线 积分 可 以 写成 两 部 分 之 和 : 


图 22-1 电感 


jess= | Erdst [Eeds. (22.3) 
经 由 线 图 线 本 外 面 
正如 以 前 已 经 了 解 的 ,在 一 理想 导体 内 部 不 可 能 有 电场 (最 微小 的 场 都 可 能 产生 无 限 大 的 电 
流 )。 因 此 ,从 a 至 6 经 由 线圈 的 积分 等 于 零 。E 线 积 分 的 整个 贡献 都 是 来 自 该 电感 外 面 从 
5 至 a 的 那 一 段 路 径 。 既 然 我 们 已 经 假定 ,在 该 盒子 "外 面 的 空间 里 不 存在 磁场 , 则 这 部 分 
积分 就 与 所 选取 的 路 径 无 关 ,因而 我 们 可 以 对 两 端的 电势 下 定义 。 这 两 端 电势 的 差 就 是 所 
谓 的 电压 差 或 简称 为 电压 V ,因而 我 们 有 


v=—[E.d——fe. ds. 


这 整个 线 积分 以 前 曾 称 为 电动 势 6, 当然 也 就 等 于 线圈 里 磁 通 量 的 变化 率 。 我 们 早已 


292 


费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 一 一 一 wen 


明白 ,这 一 电动 势 与 电流 的 负 变 化 率 成 正比 ,因而 就 有 


三 一 攻 三 让 显 
V=-e=LT, 


式 中 工 是 线圈 的 自 感 。 由 于 dI /dt = iwl, 所 以 我 们 有 
V= iwLl. (22.4) 


描述 理想 电感 的 方法 ,举例 说 明了 解决 其 他 理想 电路 元 件 一 一 通常 称 作 “ 集 总 "元 
件 一 一 的 一 般 方 法 。 这 些 元 件 的 性 质 完 全 由 出 现在 两 端点 处 的 电流 和 电压 来 描述 。 通 过 做 
些 适当 近似 ,就 有 可 能 忽略 那些 出 现在 物体 内 部 的 场 的 巨大 复杂 性 ,在 内 部 与 外 部 发 生 的 事 
情 之 间 划 清 了 界限 。 

对 于 一 切 电路 元 件 ,我 们 都 会 找到 一 个 像 式 (22. 4) 那 样 的 关系 式 ,其 中 电压 正比 于 电 
流 ,而 其 比例 常数 一 般 说 来 都 是 一 复数 。 这 个 复 值 比例 系数 称 为 阻抗 ,并 通常 写 为 <( 不 要 
同 = 坐标 混淆 起 来 )。 它 一 般 是 频率 w 的 函数 。 因 此 ,对 于 任何 集 总 元 件 来 说 就 可 以 写 出 


人 
TF (22.5) 


对 于 电感 则 有 
z( 电 感 ) 一 所 = iwL. (22.6) 


现在 让 我 们 从 同样 观点 来 看 看 电容 * 。 一 个 电容 器 包括 两 块 导 电 板 , 并 各 自 引 出 导线 

至 适当 的 终端 。 这 两 块 板 可 以 有 任何 形状 ,并 且 通 常 由 某 种 介 电 材料 隔 开 。 我 们 大 略 地 把 
这 样 一 种 情况 画 在 图 22-2 上 ,再 做 出 几 个 简化 假 

: 定 。 首 先 ,假定 板 和 导线 都 是 理想 导体 。 其 次 , 假 

a 定 两 板 间 的 绝缘 相当 完美 ,以 致 不 会 有 电荷 能 够 通 

过 该 绝缘 物质 从 一 板 流 至 另 一 板 。 再 其 次 ,假定 这 
两 块 导体 互相 靠近 但 远离 其 他 一 切 导体 ,以 致 所 有 
离开 其 中 一 板 的 场 线 都 将 终结 在 另 一 板 上 。 这 样 ， 


1 在 两 板 上 的 电荷 就 将 永远 等 量 异 号 ,而 在 板 上 的 电 
荷 比 起 那些 在 接线 表面 上 的 要 多 得 多 。 最 后 ,我 们 
假定 在 该 电容 器 附近 不 会 有 磁场 。 
现在 设想 考虑 环绕 下 述 回路 的 线 积分 , 即 从 
6 端点 a 开始 , 沿 导线 内 部 达到 该 电容 器 的 上 板 , 然 
| 


后 越过 两 板 之 间 的 空间 ,又 从 下 板 通过 导线 而 到 达 
攻 友 天 -全 端点 6, 并 在 电容 器 外 面 的 空间 返回 到 端点 a。 由 





* ”有些 人 说 ,我 们 应 该 用 “电感 器 "和 “电容 器 "这 种 名 称 来 称呼 那些 东西 ,而 用 “电感 "和 “电容 "称呼 它 
们 的 性 质 ( 与 “电阻 器 "和 “电阻 " 相 类 似 )。 但 我 们 宁愿 采用 你 将 会 在 实验 室 里 听 到 的 那些 名 称 。 大 多 数 人 
对 于 一 个 具体 线圈 及 其 自 感 上 两 者 都 仍 说 成 是 “电感 "。 至 于 “电容 器 "(capacitor) 一 词 似 乎 已 很 吃香 一 一 
尽管 仍 相当 经 常 地 听 到 另外 一 个 “电容 器 "名 称 (condenser) 一 一 而 大 多 数 人 仍 比较 喜欢 用 “电容 "(capacity) 
其 于 用 “电容 "(capacitance)。 
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于 没有 磁场 ,所 以 五 绕 这 个 闭合 路 径 的 线 积分 就 是 零 。 这 个 积分 可 以 分 成 三 部 分 : 


把 := | E.d+ | Edst 下 .da (22.7) 

沿 着 导线 在 两 板 间 外 面 空间 
沿 导线 的 积分 为 零 , 因 为 在 理想 导体 里 不 存在 电场 。 在 电容 器 外 面 从 6 至 a 的 积分 等 于 在 
两 端点 间 的 电势 差 的 负 值 。 由 于 我 们 设想 这 两 块 板 总 是 孤立 于 世界 上 其 他 部 分 的 , 故 在 这 
两 块 板 上 的 总 电荷 就 必须 为 零 ; 如 果 上 板 有 电荷 Q, 则 在 下 板 会 有 相等 而 相反 的 电荷 一 Q。 
以 前 我 们 已 知道 , 若 两 导体 拥有 相等 而 相反 的 电荷 , 即 正 负 Q, 这 两 板 间 的 电势 差 就 会 等 于 
Q/C, 其 中 C 称 为 这 两 个 导体 的 电容 。 根 据 式 (22. 7) ,a 和 4 两 端点 间 的 电势 差 等 于 两 板 间 
的 电势 差 。 因 而 我 们 有 


V= 


ole 


从 端点 上 进入 (并 从 端点 离开 ) 电 容器 的 电流 工 等 于 dQ/dt, 即 板 上 电荷 的 变化 率 。 把 
dV /dt 写成 iwV 后 , 便 可 按照 如 下 方式 写 出 电容 器 的 电压 与 电流 的 关系 : 


亦 即 
v= . (22. 8) 


这 样 ,电容 器 的 阻抗 < 为 


=( 电 容器 ) = zc = 让 . 

我 们 要 考虑 的 第 三 种 元 件 是 电阻 。 可 是 ,由 于 还 没有 讨论 过 实际 材料 的 电学 性 质 ,所 以 
我 们 不 准备 谈论 在 真实 导体 内 部 发 生 的 事情 。 因 此 ,只 好 接受 这 样 一 个 事实 , 即 在 真实 材料 
内 部 会 有 电场 存在 ,而 这 些 电场 能 够 引起 电荷 流动 一 “也 就 是 说 ,产生 了 电流 一 一 并 且 这 个 
电流 与 电场 从 导体 的 一 端 至 另 一 端的 积分 成 正比 。 然 后 ,我 们 设想 一 个 按照 简 图 22-3 建立 
起 来 的 理想 电阻 。 两 条 被 认为 由 理想 导体 构成 的 导线 分 别 从 a 点 与 6 点 连接 至 一 根 电阻 性 
材料 棒 的 两 端 。 根 据 我 们 常用 的 论证 方法 ,两 端点 a 


和 0 间 的 电势 差 等 于 外 电场 的 线 积 分 ,而 这 也 等 于 通 <, 
过 电阻 性 材料 棒 的 电场 的 线 积分 。 从 而 得 出 通过 该 电 
阻 的 电流 了 与 端 电 压 V 成 正比 : , 
a 

1= 页 ， 1 
式 中 R 称 为 电阻 。 以 后 我 们 还 将 看 到 ,对 于 实际 导电 
材料 ,电流 与 电压 间 的 关系 只 近似 为 线性 。 我 们 也 将 
看 到 ,这 一 近似 的 正比 性 只 有 当 频 率 不 太 高 时 才 被 预 


(22.9) 


期 与 电流 和 电压 的 变化 频率 无 关 。 于 是 ,对 交 变 电流 
来 说 ,跨越 电阻 的 电压 与 电流 同 相位 ,这 意味 着 该 阻 
抗 是 实数 : 图 22-3 电阻 
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z( 电 阻 ) = zr 一 R. (22. 10) 


关于 三 种 集 总 电路 元 件 一 -电感 .电容 和 电阻 一 -的 上 述 结果 ,我 们 将 其 概括 在 图 22-4 

中 。 在 该 图 中 ,以 及 在 上 面 那些 图 中 ,我 们 都 用 一 个 从 一 端 指向 另 一 端的 箭头 来 表明 电压 。 

本 6。 。 如 果 电压 是 正 的 一 也 就 是 说 ,端点 “ 比 端 点 5 处 

于 较 高 的 电势 一 那么 该 箭头 便 指向 一 个 正 “ 电 压 
降 "的 方向 。 

是 | 1 有 尽管 我 们 现在 所 谈 的 是 交流 电 ,但 当然 也 可 通 

| 过 取 频率 w 趋 于 零 的 极限 而 包括 载 有 稳 恒 电 流 电 

路 的 特殊 情况 。 对 于 零 频率 一 也 即 对 于 直流 














zf i 去 & ”一 一 来 说 ,电感 的 阻抗 趋 于 零 ; 它 变 成 短路 了 。 对 
2 二 晤 衣 放 攻 汪 册 区 刘 于 直流 ,电容 器 的 阻抗 趋 于 无 限 大 ; 它 变 成 断路 了 。 
(被 动 的 或 无 源 的 ) 由 于 电阻 的 阻抗 与 频率 无 关 ,所 以 它 是 分 析 一 个 直 


流 电路 时 唯一 遗留 下 来 的 元 件 。 
迄今 为 止 所 描述 过 的 那些 电路 元 件 中 ,电流 与 电压 都 是 相互 成 比例 的 。 倘 若 其 中 一 个 等 
于 零 , 另 一 个 也 同时 为 零 。 我 们 往往 会 这 样 想 :一 个 外 加 电压 是 造成 电流 的 “原因 ”, 或 者 电流 
会 引起 两 端点 间 的 电压 ,因此 ,在 某 种 意义 上 ,元 件 是 会 对 所 “ 施 "的 外 部 条 件 发 生 “ 响 应 "的 。 
由 于 这 一 原因 ,这 些 元 件 便 称 为 被 动 元 件 (或 无 源 元 件 )。 这 样 , 与 它们 形成 对 照 的 是 ,即将 在 下 
节 讨 论 的 ,作为 电路 中 的 交 变 电流 或 电压 之 源 的 、 诸 如 发 电机 那 一 类 的 主动 元 件 (或 有 源 元 件 )。 


$22-2 发 电 机 


现在 要 来 谈 谈 有 源 电 路 元 件 一 一 一 种 电路 中 电流 和 电压 的 源 一 一 即 发 电机 。 

假定 有 一 个 像 电 感 那样 的 线圈 ,只 是 它 的 臣 数 很 少 ,以 致 可 以 忽略 它 本 身 电 流 的 磁场 。 
然而 ,这 一 线圈 被 置 于 或 许 由 诸如 旋转 磁铁 所 产生 的 变化 磁场 之 中 ,如 图 22-5 所 示 ( 以 前 就 
知道 , 像 这 样 的 旋转 磁场 也 可 由 通 有 交 变 电流 的 一 组 适当 的 线圈 产生 )。 我 们 必须 再 做 出 几 
个 简化 假定 ,这 些 假定 全 都 与 上 面 对 电 感情 况 所 描述 的 相同 。 特 别 是 ,我 们 将 假定 ,该 变化 
磁场 被 局 限 在 线圈 附近 的 确定 区 域 而 不 会 出 现 
在 发 电机 外 面 两 端点 之 间 的 空间 里 。 

仔细 地 按照 我 们 曾 对 电感 所 做 的 分 析 , 考 虑 
环绕 如 下 一 个 闭合 回路 对 E 进行 线 积 分 , 即 从 端 
点 a 开始 ,经 过 线圈 到 达 端 点 5, 并 在 两 端点 之 间 
的 空间 里 返回 到 起 点 。 我 们 再 次 得 出 结论 ,两 端 
点 间 的 电势 差 等 于 EE 环绕 该 回路 的 总 线 积 分 : 


名 =-- 刁 “ds. 


这 个 线 积分 等 于 该 电路 中 的 电动 势 ,因而 跨越 发 
电机 两 端点 的 电势 差 V 也 就 等 于 该 线圈 的 古 连 。 ”图 22.5 含有 -个 固定 线 贺 和 个 旋转 
磁 通 量 的 变化 率 : 磁场 的 发 电机 
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二 一 6 二 时 ( 磁 
二 一 6 二 二 ( 磁 通 量 ). (22.11) 


对 于 一 部 理想 发 电机 来 说 ,我 们 假定 该 线圈 的 还 连 磁 通 量 是 由 一 些 外 加 条 件 一 一 诸如 旋转 
磁场 的 角速度 一 一 所 确定 的 ,而 无 论 如 何不 受 流 经 发 电机 电流 的 影响 。 


a 

















这 样 看 来 ,发 电机 一 一 至 少 是 我 们 现在 所 考虑 的 理想 发 电机 一 一 并 不 是 

一 个 阻抗 ,跨越 它 两 个 端点 的 电势 差 由 任意 给 定 的 电动 势 &(z) 所 确定 。 SS 
这 种 理想 发 电机 由 图 22-6 所 示 的 符号 表示 ,小 箭头 代表 电动 势 取 正 什 r 
时 的 方向 ,图 中 发 电机 的 正 电动 势 将 产生 一 个 V = 6 的 电压 ,其 中 a 端 2 
的 电势 比 5 端 高。 


b 


还 有 另 一 种 制造 发 电机 的 方法 ,虽然 内 部 很 不 相同 ,但 在 两 端点 以 
外 所 发 生 的 事态 则 与 刚才 所 描述 的 无 法 加 以 区 别 。 假 设 有 一 个 金属 线 a 
圈 在 一 国定 的 磁场 中 旋转 ,如 图 22-7 所 示 。 我 们 画 出 一 个 条 形 磁铁 来 

表明 有 磁场 存在 ;当然 , 它 也 可 以 由 任何 其 他 恒定 磁场 源 、 诸 如 一 个 载 有 恒定 电流 的 附加 线 
回来 代替 。 就 像 图 中 所 示 的 那样 ,利用 滑动 接触 或 “ 汇 电 环 "就 可 把 旋转 线圈 同 外 界 的 连接 
建立 起 来 。 我 们 仍然 对 出 现在 a 与 5 两 端点 间 的 电势 差 感 兴趣 ,当然 , 它 就 是 沿 着 发 电机 之 
外 一 条 路 径 从 端点 a 至 端点 6 的 电场 积分 。 





三 ) 


b 


| 


图 22-7 含有 一 个 旋转 于 一 固定 磁场 中 的 线圈 的 发 电机 





此 刻 在 图 22-7 的 系统 中 不 存在 变化 着 的 磁场 ,因而 我 们 起 初 也 许 会 怀疑 怎么 会 有 任何 
电压 出 现在 发 电机 的 两 端 。 事 实 上 ,在 发 电机 内 部 的 任何 一 处 都 没有 电场 。 我 们 照常 假定 ， 
作为 理想 元 件 ,在 其 内 部 的 导线 是 由 理想 的 导电 材料 制 成 的 ,而 正如 我 们 曾经 多 次 说 过 的 那 
样 ,在 一 理想 导体 内 部 电场 等 于 零 。 但 那 是 不 正确 的 。 当 导体 在 一 磁场 中 运动 时 , 它 就 不 正 
确 了 。 正 确 的 说 法 是 ,在 一 理想 导体 内 部 作用 于 任 一 电荷 上 的 合力 必须 为 零 ,否则 就 会 有 自 
由 电荷 无 限 大 地 流动 。 所 以 永远 正确 的 是 ,电场 E 加 上 导体 速度 与 磁场 B 的 叉 积 一 一 那 就 
是 作用 在 单位 电荷 上 的 合力 一 一 在 导体 内 部 必须 为 零 : 


/war# 二 十 vXB 一 0( 在 理想 导体 中 )， (22.12) 
式 中 v 代 表 导 体 的 速度 。 只 要 导体 的 速度 » 为 零 , 则 我 们 以 前 关于 理想 导体 内 部 没有 电场 
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的 说 法 是 完全 正确 的 ,不 然 的 话 ,正确 的 说 法 应 由 式 (22. 12) 所 提供 。 
回 到 图 22-7 的 发 电机 上 来 ,我 们 现在 明白 ,通过 发 电机 的 导电 路 径 从 端点 a 至 端点 6 
电场 的 线 积分 必定 等 于 在 相同 路 线 上 v X B 的 线 积分 , 即 





下 E.ds=— 『 (vx B). ds. (22.13) 
在 导体 内 在 导体 内 

可 是 ,这 仍然 是 正确 的 : 即 环绕 一 个 包括 该 发 电机 外 面 从 5 至 a 的 归途 在 内 的 那 条 完整 的 回 
路 五 的 线 积分 仍 必定 为 零 ,因为 这 里 并 不 存在 变化 的 磁场 。 因 此 , 式 (22. 13) 中 的 第 一 个 积 
分 也 就 等 于 V, 即 两 端点 间 的 电压 。 事 实证 明 , 式 (22. 13) 右 边 的 积分 恰好 就 是 穿 过 该 线圈 
的 通 量 臣 连 数 的 变化 率 , 因 而 一 一 根据 通 量 法 则 一 一 等 于 线圈 中 的 电动 势 。 因 此 ,我 们 再 度 
得 到 :跨越 两 端点 间 的 电势 差 等 于 该 电路 中 的 电动 势 , 它 与 式 (22. 11) 相 符 。 所 以 ,无 论 是 其 
内 部 磁场 在 一 固定 线圈 附近 变化 着 的 发 电机 ,还 是 其 内 部 线圈 在 一 固定 磁场 中 运动 的 发 电 
机 ,它们 的 外 部 性 质 都 相同 。 有 一 个 电势 差 跨越 两 端点 之 间 , 它 与 电路 中 的 电流 无 关 而 仅仅 
取决 于 该 发 电机 内 部 一 些 任意 给 定 的 条 件 。 

只 要 我 们 试图 从 麦克 斯 韦 方程 组 的 观点 来 理解 
发 电机 的 作用 ,我 们 也 许 会 问 及 像 手 电 简 电池 那样 
的 普通 化 学 电池 。 这 也 是 一 种 发 电机 , 即 是 一 个 电 
压 源 ,尽管 它 只 出 现在 直流 电路 中 。 原 理 最 简单 的 
一 种 电池 如 图 22-8 所 示 。 我 们 设想 有 两 块 浸没 在 
某 一 种 化 学 溶液 中 的 金属 板 。 假 定 该 溶液 含有 正 的 
和 负 的 离子 。 也 假定 其 中 一 种 离子 (如 负离子 ) 比 那 
带 有 异 号 电荷 的 离子 要 重 得 多 , 以致 它 依靠 扩散 过 
程 而 通过 溶液 的 运动 慢 得 多 。 其 次 ,我 们 还 假定 ,用 
种 种 方法 来 安排 使 得 溶液 浓度 从 液体 的 一 部 分 变化 
至 另 一 部 分 ,以 致 两 种 符号 的 离子 在 比方 说 下 板 附 
近 的 数目 要 远大 于 在 上 板 附 近 。 由 于 正 离子 的 迁移 
率 较 大 ,它们 便 将 更 快 地 漂移 到 浓度 较 低 的 那 一 个 区 域 里 ,使 得 有 稍微 超额 的 正 离子 到 达 上 
板 。 于 是 上 板 就 将 带 有 正 电 而 下 板 则 有 一 净 负 电荷 。 

当 有 越 来 越 多 的 电荷 扩散 至 上 板 时 ,这 一 块 板 的 电势 就 将 升 高 至 这 样 一 种 程度 , 即 在 两 
板 间 所 引起 的 电场 对 离子 所 施 之 力 恰好 抵偿 其 超额 迁移 率 ,因而 电池 中 的 两 极 板 就 迅速 达 
到 一 个 标志 其 内 部 结构 性 能 的 电势 差 。 

正如 上 面 对 于 一 理想 电容 器 所 论证 的 那样 ,我 们 见 到 , 当 不 再 有 任何 离子 扩散 时 ,a 和 必 
两 端点 间 的 电势 差 恰好 等 于 两 极 板 间 的 电场 的 线 积 分 。 当 然 , 电 容器 与 这 样 一 个 化 学 电池 
之 间 是 有 本 质 差 别 的 。 倘 若 把 电容 器 的 两 端 短路 一 会 儿 ,电容 器 将 会 放电 而 不 再 有 任何 电 
势 差 跨越 两 端点 之 间 。 而 在 化 学 电池 的 情况 下 ,电流 却 可 以 继续 从 端点 引出 而 不 致 在 电动 
势 上 有 任何 改变 当然 一 直到 电池 内 的 化 学 药品 耗 尽 时 为 止 。 在 一 个 实际 电池 中 ,会 发 
现 跨越 端点 的 电势 差 随 着 从 电池 所 引出 的 电流 增 大 而 降低 。 然 而 ,在 保持 已 做 出 的 那 种 抽 
象 化 情况 下 ,我 们 可 以 设想 一 个 理想 电池 ,跨越 于 端点 间 的 电压 与 电流 无 关 。 这 样 ,一 个 实 
际 电池 便 可 视 作 一 个 串联 着 一 个 电阻 的 理想 电池 。 








图 22-8 化 学 电池 
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$ 22-3 理想 元 件 网 络 ; 基 尔 霍 夫 法 则 


就 像 上 一 节 中 我 们 曾 见 到 的 ,利用 元 件 外 面 所 发 生 的 事情 来 描述 一 个 理想 电路 元 件 是 
十 分 简单 的 。 电 流 与 电压 彼此 线性 地 联系 着 。 可 是 在 元 件 内 部 真正 发 生 的 情况 却 是 非常 复 
杂 的 ,凭借 麦克 斯 韦 方程 组 来 给 出 一 个 精确 的 描述 十 分 困 
难 。 试 想象 对 一 部 含有 数 以 百 计 的 电阻 .电容 和 电感 的 收 
音 机 里 面 的 电场 和 磁场 设法 提供 精确 描述 。 要 对 这 样 一 件 
事情 运用 麦克 斯 韦 方程 组 来 加 以 分 析 , 那 会 是 无 法 做 到 的 。 
但 通过 做 出 曾 在 $ 22-2 中 描述 过 的 多 种 近似 以 及 对 实际 电 
路 元 件 的 基本 特点 用 理想 化 的 办 法 加 以 概括 ,对 一 个 电路 
用 相对 直截了当 的 方法 来 分 析 就 成 为 可 能 的 了 。 现 在 我 们 
要 来 说 明 那 是 怎样 进行 的 。 

设 有 一 个 电路 ,含有 一 部 发 电机 和 几 个 互相 连接 在 一 
起 的 阻抗 ,如 图 22-9 所 示 。 按 照 我 们 的 近似 条 件 , 在 各 个 
电路 元 件 的 外 部 区 域 并 没有 磁场 ,因此 环绕 任何 未 曾 通过 
任何 元 件 的 曲线 下 的 线 积分 为 零 。 然 后 考虑 由 虚线 所 构成 
的 曲线 工 , 它 完全 围绕 着 图 22-9 中 的 电路 。E 环绕 这 一 条 
曲线 的 线 积分 由 好 几 部 分 构成 ,每 一 部 分 就 是 从 一 个 电路 
元 件 的 一 端 至 另 一 端的 线 积分 。 这 个 线 积分 已 被 我 们 称 为 
跨越 该 电路 元 件 的 电压 降 , 于 是 整个 线 积分 就 恰好 是 跨越 
电路 中 所 有 元 件 的 电压 降 之 和 : 








图 22-9 环绕 任 一 闭合 路 径 的 
ed = BV,. 电压 降 之 和 为 零 


由 于 这 一 线 积分 为 零 ,所 以 我 们 得 到 :环绕 整个 电路 回路 的 电势 差 之 和 等 于 零 , 即 
V.=0. (22.14) 
环绕 任 一 回路 

这 一 结果 得 自 麦 克 斯 韦 方程 组 中 的 一 个 方程 一 一 即 在 没有 磁场 的 区 域 里 ,环绕 任 一 闭合 回 
路 互 的 线 积分 为 零 。 

假设 现在 考虑 一 个 像 图 22-10 所 示 的 电路 。 
连接 a, b,c 和 d 各 端点 的 那 条 水 平 线 是 为 着 表明 
这 些 端 点 都 互相 连接 着 ,或 者 它们 都 是 由 电阻 可 以 
忽略 的 导线 连接 着 。 无 论 如 何 , 这 种 画 法 的 意思 
是 :a, 5,c 及 d 诸 端 点 全 都 处 于 相同 的 电势 ;同样 
地 ,e, 1, 8 及 h 诸 端 点 也 都 处 于 共同 的 电势 。 于 
是 横 跨 四 个 元 件 中 每 一 个 的 电压 降 V 都 相同 。 

现在 我 们 的 理想 化 条 件 之 一 已 经 成 为 ,在 各 阻 

















图 22-10 流入 任 一 个 分 支点 的 电流 
之 和 为 零 抗 的 端点 上 所 积聚 起 来 的 电荷 都 可 以 忽略 。 现 在 
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再 进一步 假定 ,任何 连接 各 端点 的 导线 上 的 电荷 也 都 可 以 忽略 。 于 是 电荷 守恒 律 要 求 ,任何 
离开 某 个 电路 元 件 的 电荷 都 应 立即 进入 另 一 个 电路 元 件 。 或 者 ,也 同样 可 以 说 ,我 们 要 求 流 
入 任何 分 支点 的 电流 之 代数 和 必须 为 零 。 当 然 ,所 谓 分 支点 我 们 指 的 是 诸如 a, 5, c，a 等 
互相 连接 着 的 任何 一 组 端点 。 像 这 样 互相 连接 的 一 组 端点 我 们 往往 称 之 为 “节点 "。 于 是 对 
于 图 22-10 的 电路 ,电荷 守恒 便 要 求 

五 一 天 一 五 一 到 一 0. (22.15) 
进入 由 e, /,，g 和 四 端点 构成 的 那个 节点 的 诸 电流 之 和 也 是 零 : 

一 也 +I+h+l = 0. (22.16) 


当然 ,这 和 式 (22. 15) 是 一 样 的 。 这 两 个 方程 并 非 互相 独立 。 普 遍 的 法 则 是 , 流 进 任 一 个 节 
点 的 电流 之 和 必须 为 零 。 














研一 0. (22.17) 
访 进 一 个 节点 


上 面 关于 环绕 一 个 闭合 回路 的 电压 降 之 和 为 零 的 结论 ,在 一 个 复杂 电路 中 必须 应 用 于 
其 中 任 一 回路 。 并 且 , 有 关 流 进 一 个 节点 的 电流 之 和 为 零 的 结果 对 于 任何 个 节点 也 必然 是 
正确 的 。 这 两 个 方程 称 为 基 尔 志 夫 法 则 。 有 了 这 两 个 法 则 ,就 能 够 在 无 论 任何 网 络 中 解 出 
其 中 的 电流 和 电压 。 

现在 假定 考虑 图 22-11 中 那个 更 复杂 的 电路 。 
在 这 一 电路 中 我 们 将 怎样 找 出 其 中 的 电流 和 电压 
呢 ? 可 以 按照 下 述 直截了当 的 办 法 把 它们 求 出 。 
分 别 考虑 出 现在 该 电路 中 的 那 四 个 附属 闭合 电路 
(例如 ,其 中 一 个 回路 从 端点 a 至 端点 6b 又 至 端点 e 
和 vd 而 返回 到 端点 a。)。 对 于 每 一 个 回路 ,我 们 写 
出 基 尔 霍 夫 法 则 的 第 一 个 方程 一 一 环绕 每 一 回路 
的 电压 之 和 为 零 。 必 须 记 住 : 若 顺 着 电流 的 方向 行 
进 , 则 电压 降 就 算 作为 正 ,但 若 在 经 过 某 一 元 件 时 
与 电流 的 方向 相反 , 则 电压 降 应 算 为 负 ; 并 且 还 必 
须 记 住 ,跨越 一 部 发 电机 的 电压 降 是 在 该 方向 上 电 
动 势 的 负 值 。 这 样 , 若 我 们 考虑 那 一 个 从 端点 a 出 
发 而 又 结束 于 其 上 的 小 回路 ,就 会 得 出 如 下 方程 : 


zalh+zl+al—6 =0. 
应 用 相同 的 法 则 于 其 余 的 回路 ,我 们 便 会 获得 三 个 

















图 22-11 用 基 尔 霍 夫 法 则 来 分 析 电路 


以 上 同类 型 的 方程 。 
其 次 ,对 于 该 电路 中 每 一 个 节点 ,还 必须 写 出 电流 方程 。 例 如 ,对 那些 流入 节点 6 的 电 
流 求 和 时 便 会 给 出 方程 
Ti—J—l1,=0. 


同 理 ,对 那个 标明 为 e 的 节点 则 会 有 电流 方程 
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于 一 和 十 有一 天 一 0. 


图 上 所 表示 的 这 个 电路 总 共有 五 个 这 样 的 电流 方程 。 但 是 ,结果 证 明 ,这 些 方程 中 的 任 一 个 
都 可 从 其 他 四 个 导出 来 ,因此 就 只 有 四 个 独立 的 电流 方程 。 这 样 ,我 们 总 共有 八 个 独立 的 线 
性 方程 :四 个 电压 方程 和 四 个 电流 方程 。 有 了 这 八 个 方程 ,就 可 以 解 出 八 个 未 知 电 流 。 一 旦 
这 些 电流 求 出 ,该 电路 便 算是 已 经 解决 了 。 跨 越 每 个 元 件 的 电压 降 由 流 经 该 元 件 的 电流 乘 
以 其 阻抗 而 给 出 (或 者 ,在 有 电压 源 的 情况 下 ,电压 降 是 已 知 的 )。 

我 们 已 见 到 , 当 写 出 电流 方程 时 ,会 获得 一 个 与 其 他 诸 方程 并 不 独立 的 方程 。 一 般 也 可 
能 写 下 太 多 的 电压 方程 。 例 如 ,在 图 22-11 的 电路 中 ,虽然 我 们 只 考虑 那 四 个 小 回路 ,但 还 
有 大 量 的 其 他 回路 ,对 它们 也 可 以 写 出 电压 方程 。 例 如 ,有 一 个 沿路 径 abcfeda 的 回路 ,还 
有 另 一 个 回路 是 沿 abcfehgda 路 径 。 你 能 够 看 出 ,存在 许多 个 回路 。 在 分 析 一 个 复杂 电路 
时 极 易 于 得 到 太 多 的 方程 。 有 一 些 法 则 会 告诉 你 如 何 处 理 以 便 仅 仅 写 下 最 低 限 度数 目的 方 
程 ,但 往往 只 要 略为 思考 一 下 便 能 看 出 该 怎样 去 得 到 形式 最 简单 的 适当 数目 的 方程 。 而 且 ， 
写 出 一 两 个 超额 方程 也 没有 什么 妨碍 。 它 们 将 不 会 导致 任何 错误 的 答案 ,只 是 或 许 要 做 一 
些 不 必要 的 代数 运算 罢了 。 

在 第 1 卷 第 25 章 中 ,我们 曾经 证 明 过 , 若 两 阻抗 = 和 zx” 互相 串联 , 则 它们 等 价 于 由 下 
式 给 出 的 一 个 单独 阻抗 =, : 

2, = zi 二. (22.18) 


我 们 也 曾 证 明 过 , 若 两 阻抗 并 联 , 则 它们 等 价 于 一 
个 由 下 式 给 出 的 单独 阻抗 zw: 
zp 一 了 = 2 (22.19) 

你 如 果 回 顾 一 下 就 将 会 看 到 ,在 导出 这 些 结果 时 我 
们 实际 上 已 应 用 了 基 尔 霍 夫 法 则 。 往 往 可 以 通过 
反复 运用 关于 阻抗 串联 和 并 联 的 公式 来 分 析 一 个 
复杂 电路 。 例 如 ,图 22-12 中 的 电路 就 是 可 以 这 样 
分 析 的 。 首 先 ,z, 和 zs 两 阻抗 可 以 由 其 并 联 等 效 
阻抗 来 代替 ,而 x 和 z” 两 阻抗 也 是 一 样 。 然 后 ， 
阻抗 x 可 以 同 z。 和 z 的 并 联 等 效 阻抗 按 捉 联 法 
则 结合 起 来 。 按 照 这 样 的 方式 进行 下 去 ,整个 电路 
就 可 以 简化 成 一 部 发 电机 同一 个 单独 阻抗 Z 的 串 图 22-12 一 个 可 以 用 串联 和 并 联 组 合 
联 。 于 是 流 经 该 发 电机 的 电流 就 不 过 是 5/Z。 然 来 分 析 的 电路 
后 反 过 来 进行 计算 ,人 们 就 能 求 出 通过 每 一 阻抗 的 
电流 了 。 

然而 ,也 有 一 些 十 分 简单 的 电路 不 能 用 这 种 办 法 来 分 析 , 图 22-13 所 示 的 电路 就 是 
一 个 例子 。 要 分 析 这 个 电路 ,一 定 要 按照 基 尔 霍 夫 法 则 写 出 电流 和 电压 的 方程 。 让 我 们 
来 做 一 做 吧 。 这 里 只 有 一 个 电流 方程 : 

+l+l =0, 
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因而 我 们 立即 知道 
E, =—(h+1). 


如 果 马 上 利用 这 一 结果 写 出 电压 方程 , 便 
能 节省 一 些 代数 运算 。 对 于 这 个 电路 存 
在 两 个 独立 的 电压 方程 ,它们 是 

一 和 十 Fa 一 ha 一 0 


和 





GC— (hi+l)z — 1z 一 0. 


图 22-13 一 个 不 能 用 串联 和 并 联 组 合 来 加 以 分 析 
的 电路 这 里 有 两 个 方程 和 两 个 未 知 的 电流 。 对 


这 两 个 方程 解 出 I 和 1; , 便 得 


_ #6 (+e) 
和 


iG 二 z 6 


a (zz) 二 z2zy" 


(22.21) 
三 个 电流 可 从 这 两 个 电流 之 和 获得 。 

另 一 个 不 能 利用 阻抗 的 串联 和 并 联 法 则 加 以 

分 析 的 电路 例子 如 图 22-14 所 示 。 像 这 样 的 电路 

称 为 “ 电 桥 ”, 它 出 现在 许多 用 来 测量 阻抗 的 仪器 

中 。 对 这 一 电路 人 们 感 兴趣 的 问题 往往 是 :各 阻抗 

必须 怎样 联系 ,才能 使 通过 阻抗 Z; 的 电流 为 零 。 
符合 这 一 要 求 的 条 件 将 留 给 你 们 去 找 。 





$22-4 等 效 电 路 图 22-14 一 个 桥 式 电 路 


假定 把 一 部 发 电机 6 连接 到 一 个 含有 某 种 复 
杂 的 阻抗 互 连 电 路 中 ,如 图 22-15(a) 所 示 。 由 于 所 有 从 基 尔 霍 夫 法 则 获得 的 方程 都 是 线性 
的 ,因而 当 解 出 流 经 该 发 电机 的 电流 工时 ,我 们 就 会 得 出 结论 :I 与 6 成 正比 。 即 可 以 写成 


€ 


之 有 效 


现在 式 中 zaw 是 某 个 复数 ,是 该 电路 中 所 有 元 件 的 代数 函数 (如 果 该 电路 除了 图 中 所 示 的 屠 
部 发 电机 之 外 没有 其 他 发 电机 ,那么 就 不 会 有 与 6 无 关 的 任何 附加 项 )。 但 这 恰好 就 是 我 们 
应 写 出 的 关于 图 22-15(b) 的 电路 方程 。 只 要 我 们 仅 对 a。 和 6 两 端点 左 侧 所 发 生 的 情况 感 
兴趣 , 则 图 22-15 的 两 个 电路 就 是 等 效 的 。 因 此 ,我 们 能 够 做 出 一 个 普遍 陈述 :无 源 元 件 的 
任何 二 端 网 络 都 可 以 由 一 个 单独 阻抗 z#w 来 代替 而 不 改变 电路 中 其 余部 分 的 电流 和 电压 。 
当然 ,这 个 陈述 的 内 容 不 过 是 来 自 基 尔 霍 夫 法 则 一 一 而 最 终 来 自 麦 克 斯 韦 方程 组 的 线性 性 
质 的 一 种 表示 。 





含有 若干 个 Z 
的 任意 电路 


由 (te) zo 





图 22-15 任何 无 源 元 件 的 二 端 网 络 都 相 图 22-16 任何 二 端 网 络 都 可 以 由 串联 一 个 
当 于 一 个 有 效 阻抗 阻抗 的 发 电机 来 代替 


这 一 概念 可 推广 至 同时 含有 若干 部 发 电机 和 若干 个 阻抗 的 电路 。 假 定 我 们 是 “从 其 中 

某 一 阻抗 的 观点 "来 看 这 样 一 个 电路 ,而 这 个 阻抗 被 称 为 z, ,如 图 22-16(a) 所 示 。 要 是 必须 

对 整个 电路 的 方程 求解 , 则 会 发 现 两 端点 a 和 6 之 间 的 电压 V. 是 1, 的 线性 函数 ,我 们 可 以 
把 它 写 成 

WW = A—Bls (22. 22) 


式 中 A 和 B 依赖 于 电路 中 端点 左 侧 的 发 电机 和 阻抗 。 例 如 ,对 于 图 22-13 的 那 种 电路 ,我 
们 求 得 w = 了 x 。 这 可 以 写成 [通过 对 式 (22. 20) 的 重新 布置 ]: 





"(a -| (22. 23) 


于 是 ,把 这 一 方程 与 有 关 阻抗 = 的 方程 , 即 w 一 xz , 互相 结合 就 可 获得 全 部 的 解 ,或 者 在 
一 般 情况 下 ,通过 将 方程 式 (22. 22) 与 
V. = Lz, 
相 结 合 而 获得 全 部 的 解 。 
现在 若 考虑 把 z, 连接 至 由 发 电机 和 阻抗 构成 的 简单 串联 电路 ,如 图 22-16(b) 所 示 , 则 
与 式 (22. 22) 相 应 的 方程 为 


V. = Eww 一 [2# 有 站， 


只 要 我 们 令 6#x 二 A, 而 z#w 一 B, 上 式 与 式 (22. 22) 完 全 相同 。 因 此 ,车 我 们 只 对 于 在 a 和 
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5 两 端点 右 侧 所 发 生 的 情况 感 兴趣 , 则 图 22-16 的 那个 任意 电路 始终 可 以 由 发 电机 与 阻抗 
串联 而 成 的 等 效 结合 体 来 代替 。 


$22-5 能 量 


我 们 已 经 看 到 ,要 在 一 个 电感 中 建立 起 电流 1, 能 量 U 一 到 CPP 必须 由 外 电路 供应 ; 当 


电流 下 降 到 零 时 ,这 能 量 又 交还 给 外 电路 。 在 一 个 理想 电感 中 并 没有 能 量 损耗 机 制 。 当 有 
一 交 变 电流 通过 一 电感 时 ,能 量 在 它 与 电路 的 其 他 部 分 之 间 来 回流 动 ,递交 给 电路 的 能 量 的 
平均 速率 为 零 。 这 样 ,我 们 便 说 电感 是 一 个 无 耗 元 件 , 在 其 中 没有 电能 被 消耗 掉 一 “也 就 是 
“损失 " 掉 。 

同样 ,一 个 电容 器 的 能 量 U = 去 CV*， 当 电容 器 放电 时 ,会 归还 给 外 电路 。 当 一 电容 器 


置 于 交流 电路 中 时 ,能 量 在 其 中 流 进 流出 ,但 每 一 周期 中 的 净 能 流 为 零 。 一 个 理想 电容 器 也 
是 一 个 无 耗 元 件 。 ， 
我 们 知道 ,电动 势 是 一 个 能 源 。 当 电流 工 沿 电动 势 的 方向 流动 时 ,能量 以 dU /dt = 61 
的 速率 释放 给 外 电路 。 如 果 电 流 是 被 电路 中 的 其 他 发 电机 驱使 一 一 逆 着 电动 势 的 方向 流 

动 , 则 这 电动 势 将 以 速率 6I 吸收 能 量 ;由 于 了 是 负 的 ,所 以 dU /dt 也 将 是 负 的 。 
如 果 一 部 发 电机 与 一 个 电阻 R 相 接 , 则 通过 该 电阻 的 电流 为 1 二 6/R。 由 发 电机 以 速率 
51 供应 的 能 量 为 该 电阻 所 吸收 。 这 一 能 量 在 电阻 中 变 成 热 ,从 而 使 该 电路 的 电能 损失 掉 。 
这 样 ,我 们 便 说 电能 在 电阻 中 耗 散 了 。 在 电阻 中 能 量 被 耗 散 的 速率 为 dU /dt = RI?。 
在 交流 电路 中 ,能 量 消耗 于 电阻 中 的 平均 速率 等 于 RT 在 一 
周 中 的 平均 值 。 由 于 I 了 = 人 er 这 我 们 实际 指 的 是 工 正比 于 
cos wt 一 一 所 以 在 一 周 中 1? 的 平均 值 就 是 | 人 |: /2 ,因为 电流 峰值 





呢 ( 当 然 , 所 谓 “损失 ”, 我 们 指 的 是 电能 转变 为 热能 )? 任何 阻抗 = 
都 可 以 写成 它 的 实 部 及 虚 部 之 和 。 这 就 是 说 ， 


z=R+iX, (22. 24) 


式 中 R 和 X 都 是 实数 。 从 等 效 电 路 的 观点 出 发 ,我 们 可 以 讲 , 任 
图 22-17 任何 随 抗 都 。， 何 阻抗 相当 于 一 个 电阻 与 一 个 纯 虚 数 阻抗 一 称 为 电抗 一 相间 
与 纯 电阻 及 纯 电抗 的 串 联 , 如 图 22-17 所 示 。 

联 组 合 等 效 我 们 以 前 就 知道 ,任何 仅 由 一 些 和 C 组 成 的 电路 都 具有 纯 

虚数 的 阻抗 。 由 于 平均 来 讲 没有 任何 能 量 会 在 某 一 个 和 C 中 

损失 ,因而 仅 含 有 一 些 L 和 C 的 纯 电抗 将 不 会 有 能 量 损失 。 我 们 可 以 看 到 ,在 一 般 情况 下 
对 于 电抗 来 说 这 必定 是 正确 的 。 

如 果 一 部 具有 电动 势 5 的 发 电机 被 连接 至 图 22-17 的 那个 阻抗 = 上 , 则 来 自 该 发 电机 
的 电动 势 和 电流 便 应 有 这 样 一 个 关系 : 


R 为 | 个 | ,cos* wt 的 平均 值 为 1/2。 
当 一 部 发 电机 接 至 任意 一 个 阻抗 = 时 ,能 量 的 损失 又 将 如 何 





ER 一 - 一 第 22 章 交流 电路 
€= I(R+iX). (22.25) 


要 找 出 能 量 输出 的 平均 速率 ,就 要 求 出 乘积 ET 的 平均 值 。 此 刻 我 们 必须 小 心 ! 当 处 理 这 种 
乘积 时 ,应 与 实数 值 6(:) 和 I(t) 打 交道 (只 有 当 我 们 具有 线性 方程 时 , 复 变数 函数 的 实 部 才 
会 代表 实际 的 物理 量 ;现在 我 们 所 关心 的 是 一 个 乘积 , 它 肯定 就 不 是 线性 的 )。 
假定 我 们 选取 : 的 原点 以 便 使 振幅 人 是 一 实数 ,比如 五 ,那么 工 的 实际 时 间 变 化 就 由 
下 式 给 出 : 
T= Ilocoswt. 
式 (22. 25) 的 电动 势 是 下 式 
Toe™'(R+iX) 
的 实 部 ,也 即 
= JoRcos wt — ToXsin wt. (22.26) 
式 (22. 26) 中 的 两 项 分 别 代表 跨越 图 22-17 中 R 和 X 的 电压 降 。 我 们 看 到 , 那 跨 越 电 
阻 的 电压 降 与 电流 同 相 , 而 那 跨越 纯 电 抗 部 分 的 电压 降 则 与 电流 异 相 。 


由 发 电机 供应 的 能 量 消耗 的 平均 速率 (P)*% ,等 于 乘积 61 在 一 周 内 的 积分 除 以 周期 
T, 换 句 话说 ， 





ir "Ns i 
《Pa = 二 €1dt = #| BReos: wedr 一 二 上 BXcos wtsin wt di. 


第 一 个 积分 为 让 琅 R, 而 第 二 个 积分 为 零 。 所 以 在 一 个 阻抗 z = R 十 iX 中 的 平均 能 量 损 


失 只 取决 于 = 的 实 部 ,并 且 等 于 BR/2。 这 同 我 们 以 往 关 于 在 电阻 中 的 能 量 损失 结果 相符 ， 
而 在 电抗 部 分 并 没有 能 量 损失 。 


$22-6 梯形 网 络 


现在 我 们 来 考虑 一 个 可 用 串联 和 并 联 组 合 加 以 分 析 的 有 趣 电路 。 假 定 从 图 22-18(a) 
的 那个 电路 开始 。 可 以 立刻 看 出 ,从 端点 a 至 端点 的 阻抗 仅 是 zi 十 =:。 现 在 让 我 们 考虑 
一 个 稍微 困难 一 点 的 电路 ,如 图 22-18(b) 所 示 。 本 来 可 以 利用 基 尔 霍 夫 法 则 来 分 析 这 个 电 
路 ,但 用 串联 和 并 联 的 组 合 也 容易 加 以 处 理 。 可 用 一 个 单独 阻抗 m 一 zi 十 zz 来 代替 右 端的 
两 个 阻抗 ,如 图 22-18(c) 所 示 。 然 后 ,z: 和 = 两 阻抗 又 可 以 用 它们 的 等 效 并 联 阻 抗 z, 来 代 
替 , 如 图 22-18(d) 所 示 。 最 后 ,z, 和 z, 与 一 个 单独 阻抗 zs 等 效 , 如 图 22-18(e) 所 示 。 

现在 可 以 提出 一 个 有 趣 的 问题 :要 是 我 们 在 图 22-18(b) 的 那个 网 络 上 永远 保持 增多 一 些 
节 段 一 一 如 图 22-19(a) 中 虚线 所 示 一 一 将 会 发 生 什 么 样 的 情况 呢 ? 我 们 能 否 解 出 这 样 一 个 
无 限 长 的 网 络 ? 噢 , 那 并 不 怎么 困难 。 首 先 ,我 们 注意 到 ,如 果 在 这 一 无 限 长 网 络 的 “前 " 端 再 
添加 一 节 , 它 仍 不 会 改变 。 的 确 , 若 我 们 添加 一 节 于 一 无 限 长 网 络 , 它 仍然 是 同样 的 无 限 长 网 
络 。 假 设 把 在 这 个 无 限 长 网 络 两 端点 a 和 0 之 间 的 阻抗 称 为 w , 则 在 c 和 4 两 端点 右 侧 的 所 
有 东西 的 阻抗 也 将 是 z。。 因 此 ,就 其 前 端 来 说 ,可 以 将 该 网 络 表达 成 如 图 22-19(b) 所 示 。 构 
成 x 与 am 的 并 联 组 合 ,并 将 这 个 结果 与 z, 相 串 联 ,我 们 便 能 立即 写 下 这 个 组 合 的 阻抗 : 
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名 一 日 Di=Zi+Z: 






































图 22-18 梯形 网 络 的 有 效 阻抗 图 22-19 无 限 长 梯形 网 络 的 有 效 阻抗 


或 z= 二 zi 十 -< 于 


xz 一 上 
zz 十 zo 


i 
i 
但 这 一 阻抗 也 等 于 z。 ,因而 得 到 这 么 一 个 方程 : 


Zz zo 


w= 十 -车 和 2-。 
二 


由 此 可 以 解 出 zxo: 
和 一 全 +/ 本 十 二 二 (22.27) 


因此 ,我 们 已 求 得 含有 反复 申 联 和 并 联 阻抗 的 无 限 长 梯形 网 络 的 阻抗 的 解 。 阻 抗 m 被 称 为 
这 样 一 个 无 限 长 网 络 的 特性 阻抗 。 

现在 让 我 们 来 考虑 一 个 特殊 例子 ,其 中 帅 联 元 件 是 一 自 感 工 而 并 联 元 件 是 一 电容 C, 如 

图 22-20(a) 所 示 。 在 这 种 情况 下 ,通过 令 = = ioL 和 zs = 1/iwC), 我 们 便 可 求 得 该 无 限 

长 网 络 的 阻抗。 注意 式 (22. 27) 中 的 第 一 项 正好 

Ee 是 那 头 一 个 元 件 阻抗 的 一 半 。 因 此 ,要 是 把 该 无 限 

四 a 长 网 络 画 成 像 图 22-20(b) 所 示 的 那样 ,似乎 就 更 

4 T T 本 .为 自然 ,或 至 少 较为 简单 。 若 从 端点 a 去 观看 该 


12 7 MA、 无 限 长 网 络 , 则 会 知道 该 特性 阻抗 为 


和 六 mm =VL/C— wi LA. (22. 28) 
C 
| 现在 就 有 两 种 有 趣 的 情况 ,都 取决 于 频率 。 如 


图 22-20 一个 LC 梯形 网 络 以 两 种 等 效 。 果 f 小 于 4 人 (LC), 则 根 号 内 的 第 二 项 将 比 第 一 项 
方式 画册 小 ,因而 阻抗 m 将 是 一 实数 ,反之 , 若 邮 大 于 
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4A(LC) , 则 阻抗 z。 将 是 一 个 纯 虚 数 , 并 可 写成 
zo 一 ivy 史 到 大 一 工 厄 . 

我 们 以 前 就 曾经 说 过 ,一 个 仅 含 有 诸如 电感 和 电容 那 种 虚数 阻抗 的 电路 ,将 有 一 个 纯 虚 
数 的 阻抗 。 目 前 正在 研究 的 电路 一 一 仅 含 有 一 些 L 和 一 些 C 一 一 在 频率 低 于 V4ALC) 时 其 
阻抗 怎么 能 够 是 纯 电阻 呢 ? 对 于 较 高 频率 ,阻抗 为 一 纯 虚 数 ,这 与 我 们 以 前 的 说 法 一 致 。 对 
于 较 低 频率 ,阻抗 是 一 纯 电 阻 ,因而 将 吸收 能 量 。 该 电路 为 什么 会 像 电阻 那样 不 断 吸收 能 
量 , 要 是 它 仅 由 电感 和 电容 所 构成 呢 ? 答案 :由 于 有 无 数 个 电感 和 电容 ,以 致 当 源 被 连接 到 
该 电路 上 时 , 它 会 对 第 一 个 电感 和 电容 供应 能 量 ,然后 又 供应 那 第 二 个 、 第 三 个 ,等 等 。 在 这 
种 电路 中 ,能 量 不 断 以 一 恒定 速率 被 吸收 , 即 从 发 电机 那里 稳 恒 地 流出 并 进入 该 网 络 中 去 ， 
所 供应 的 这 些 能 量 被 储存 在 下 行 线路 中 的 那些 电感 和 电容 中 去 了 。 

这 一 概念 暗示 着 在 该 电路 中 发 生 的 情况 有 一 个 有 趣 的 地 方 。 我 们 预期 ,如 果 把 一 个 源 接 
到 其 前 端 , 则 这 个 源 的 效应 将 经 由 该 网 络 向 无 限 远 的 一 端 传播 。 波 沿线 向 下 的 这 种 传播 很 像 
一 根 从 它 的 驱动 源 吸 收 了 能 量 的 天 线 所 发 出 的 辐射 。 也 就 是 说 ,我 们 期 望 , 当 阻 抗 是 一 实数 、 
即 w 比 V4ALC) 小 时 ,这 样 一 种 传播 就 会 发 生 。 但 当 阻抗 是 一 纯 虚 数 、 亦 即 w 比 V4XELC) 
大 时 ,就 不 该 指望 看 到 任何 这 种 传播 。 


$22-7 滤 波 器 


在 上 一 节 中 ,我 们 看 到 图 22-20 中 的 无 限 梯形 网 络 会 不 断 地 吸收 能 量 , 如 果 它 被 低 于 某 
个 临界 频率 V4ALC) 的 源 所 驱动 ,这 个 频率 将 被 称 为 截止 频率 w 。 我 们 曾经 建议 ,这 一 效 
应 可 以 用 能 量 不 断 沿线 向 下 传输 来 理解 。 另 一 方面 ,在 高 频 时 , 即 对 于 w > ow , 便 没 有 这 种 
能 量 的 连续 吸收 ,这 时 我 们 应 该 期 待 ,电流 或 许 不 会 沿线 向 下 “ 透 入 "得 很 远 。 让 我 们 来 看 看 

假设 已 把 该 梯形 网 络 的 起 始 端 连接 到 某 个 交流 发 电机 ,试问 :梯形 网 络 第 754 节 处 电压 
的 情况 如 何 ? 由 于 该 网 络 无 限 长 ,因而 从 一 节 至 次 一 节 电 压 所 发 生 的 任何 变化 总 是 一 样 ,所 
以 就 让 我 们 只 来 看 看 当 从 某 节 、 比 如 说 第 n 节 至 下 一 节 所 发 生 的 情况 。 我 们 将 像 图 22-21 
(a) 所 示 的 那样 对 电流 I, 和 电压 V, 下 定义 。 


A 
4 的 
1 


2 


B 





1 
“全息 ] 


Qt) 









(a) (b) 


V 


图 22-21 找 出 梯形 网 络 的 传播 因子 





记 住 在 第 nn 节 之 后 ,我 们 总 能 用 特性 阻抗 z。 来 代替 该 梯形 网 络 的 其 余部 分 ,这 样 就 可 
以 从 V 得 到 V+ ,于 是 只 需 对 图 22-21(b) 中 的 那个 电路 进行 分 析 。 首 先 ,我 们 注意 到 ,由 
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于 V, 是 横 跨 z。 的 电压 ,因而 它 必须 等 于 I.z。 ,并 且 V。 与 V.+i 之 差 恰 好 是 Ki : 
V- 一 Von = Lz = V2. 
zo 


因此 , 便 可 得 到 比值 


A We 
be zo 二 


这 个 比值 叫 作 梯 形 网 络 每 节 的 传播 因子 ,我 们 将 记 为 a。 当然 ,这 对 于 所 有 的 节 都 是 相同 的 : 





二 2 一 
a 二 ——. 


(22. 29) 


zo 


这 样 ,在 第 n 节 之 后 的 电压 就 是 
V.=eé (22. 30) 


现在 你 可 以 找 出 在 第 754 节 之 后 的 电压 , 它 刚好 就 是 a 的 754 次 宕 乘 以 6。 
我 们 看 看 图 22-20(a) 中 LC 梯形 网 络 的 大 概 是 什么 。 利 用 式 (22. 27) 的 zo 以 及 二 一 

iwL ,我 们 得 
VLC-oL A i(oL f) 
VL/IC—wL A+i(oL /2) 


如 果 驱 动 频率 低 于 截止 频率 w= V47CLC), 则 平方 根 是 一 实数 ,而 在 分 子 及 分 母 中 两 个 复 
数 的 大 小 值 便 相等 ,因此 ,|a| 的 量 值 为 1, 我 们 便 可 写成 
ms es 
这 意味 着 在 每 节 的 电压 大 小 都 相同 ,只 是 相位 有 变化 。 事 实 上 ,这 相位 的 改变 8 是 一 负数 ， 
并 代表 当 沿 网 络 从 一 节 至 下 一 节 时 电压 的 “延迟 "。 
对 于 比 截止 频率 ow 高 的 频率 ,最 好 是 把 式 (22. 31) 的 分 子 和 分 母 中 的 i 消去 而 重新 写成 
VTAELRC- Lp 
VLA—L/IC+oLh 
现在 该 传播 因子 a 是 一 实数 ,而 且 是 一 个 小 于 1 的 数目 。 这 意味 着 在 任 一 节 上 的 电压 比 起 
其 前 一 节 上 的 电压 总 要 小 一 个 因子 a。 对 于 任 一 比 w 高 的 频率 , 当 我 们 沿 该 网 络 下 行 时 ， 
电压 降落 得 很 快 。 的 绝对 值 作为 频率 函数 而 画 成 的 图 看 来 就 像 图 22-22 中 的 那 条 曲线 。 
我 们 看 到 ,对 高 于 和 低 于 w 的 频率 ,a 的 行为 都 与 我 们 
lal 的 这 种 解释 相 一 致 , 即 对 于 w < w。， 该 网 络 会 传播 能 量 ;而 
! 对 于 w > wmw, 则 能 量 被 阻塞 。 我 们 说 ,这 网 络 会 < 通过 "低频 
! 而 “舍弃 "或 由 去 "高 频 。 任 何 一 个 其 特性 被 设计 成 按 某 一 
1 规定 方式 随 频率 变化 的 网 络 都 称 为 “滤波 器 "。 我 们 刚才 分 
i Er 太 。 析 了 一 个 " 低 通 沁 波 器 "。 
A 你 可 能 会 觉得 奇怪 ,为 什么 要 讨论 一 个 显然 不 能 够 实现 
每 节 的 传播 因子 的 无 限 长 网 络 。 重 要 的 是 ,同样 的 特性 可 以 在 一 个 有 限 网 络 


a (22. 31) 


a 


(22. 32) 
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中 找到 ,只 要 我 们 用 一 个 等 于 该 特性 阻抗 z。 的 阻抗 接 在 其 末端 使 它 结束 。 虽 然 在 实际 上 是 
不 能 够 用 几 个 像 R, L 和 C 那样 的 简单 元 件 来 严格 地 复制 出 该 特性 阻抗 ,但 对 于 某 个 范围 
内 的 频率 却 往往 能 够 以 相当 好 的 近似 程度 做 到 这 一 点 。 这 样 ,就 可 以 做 成 性 质 十 分 接近 于 
一 个 无 限 长 网 络 的 一 个 有 限 长 滤波 器 。 例 如 , 若 用 一 纯 电 阻 R = VL/C 来 结束 那个 LC 梯 
形 网 络 , 则 它 的 表现 就 像 上 面 对 它 所 描述 的 那样 。 

如 果 在 那个 LC 梯形 网 络 中 交换 各 个 L 和 C 的 位 置 , 以 形成 如 图 22-23(a) 所 示 的 那 种 
梯形 网 络 ,就 成 为 一 种 传播 高 频 而 抑制 低频 的 不 波 器 。 通 过 利用 已 有 的 结果 ,很 容易 看 出 在 
这 一 网 络 中 发 生 的 事情 。 你 将 会 注意 到 ,无 论 什么 时 候 当 把 工 变 成 C 或 倒 过 来 时 ,也 就 由 
每 一 个 iw 变 成 1 hio。 因 此 ,过 去 在 w 上 所 发 生 的 事情 现在 在 1/w 上 发 生 了 。 特 别 是 ,可 以 
通过 利用 图 22-22 并 将 其 在 横 轴 上 的 标记 改 成 1 ,就 像 图 22-23(b) 所 表示 的 那样 ,我 们 可 
以 看 出 a 如 何 随 频率 而 变化 。 


lal 
e So 如 De 
jo 1 
et 由 也 L 
人 0 
Wo, Vo 
(a) (b) 


a 
图 22-23 (a) 高 通 滤波 器 ;(b) 它 的 传播 因子 作为 1 /w 的 函数 


刚才 所 描述 的 低 通 和 高 通 滤 波 器 具有 各 种 技术 应 用 。LC 型 低 通 滤波 器 常 在 直流 动力 
供应 单元 中 用 作 " 平 流 "滤波 器 。 如 果 要 把 一 个 交 


流 电源 制造 成 直流 电源 ,那么 先 要 用 一 个 只 允许 个、 
电流 单 向 流动 的 整流 器 。 从 整流 器 将 会 得 到 看 来 
像 图 22-24 所 示 的 函数 V(t) 那样 的 一 系列 脉冲 ， pe 


0 六 7 
那 是 一 种 糟糕 的 直流 ,因为 它 上 下 摆动 。 假 定 想 
要 一 个 漂亮 的 纯粹 直流 , 像 一 个 电池 组 所 供应 的 
那样 ,通过 在 整流 器 与 负载 之 间 放 置 一 个 低 通 滤波 器 ,我 们 可 以 接近 这 一 目标 。 

从 第 1 卷 第 50 章 中 我 们 知道 ,图 22-24 的 那个 时 间 函 数 可 以 表示 为 一 个 恒定 电压 加 上 
一 个 正弦 波 、 再 加 上 一 系列 更 高 频率 的 正弦 波 的 释 加 一 一 即 由 一 个 傅 里 叶 级 数 来 表示 。 如 
果 滤 波 器 是 线性 的 (正如 我 们 曾经 假定 的 ,只 要 那些 L 和 C 都 不 随 电流 或 电压 而 变 ) ,那么 
从 滤波 器 出 来 的 就 是 对 输入 端 每 一 成 分 的 各 项 输出 的 得 加 。 如 果 安 排 得 使 滤波 器 的 截止 频 
率 mw 远 低 于 函数 V(z) 中 的 最 低频 率 , 则 直流 (w 一 0) 便 能 够 很 好 地 通过 ,但 第 一 谐 波 的 振幅 
将 被 削弱 得 很 厉害 ,而 那些 更 高 谐 波 的 振幅 被 削弱 得 更 多 。 所 以 我 们 能 够 获得 一 个 想 要 的 
平滑 输出 , 它 只 决定 我 们 乐意 购买 多 少 节 滤 波 器 。 

如 果 希 望 抑制 某 些 低频 波 , 则 常用 高 通 滤波 器 。 例 如 ,在 一 留声机 的 放大 器 中 ,高通 滤 
波 器 可 以 用 来 让 音乐 通过 ,而 避 开 那些 来 自转 盘 电 动机 的 低调 隆隆 声 。 

也 可 能 制 成 一 种 “ 带 通 ” 滤 波 器 , 它 会 抑制 比 某 一 频率 ww 低 而 比 另 一 频率 wm (大 于 ow ) 





图 22-24 一 个 全 波 整 流 器 的 输出 电压 
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高 的 一 些 频率 ,而 却 让 w 与 ws 之 间 的 那些 频率 通 


| 过 。 这 可 很 容易 地 把 一 个 高 通 与 一 个 低 通 滤 波 器 
本 山 | 放 在 一 起 而 做 到 ,但 更 经 常 的 却 是 通过 制造 一 个 
El 梯形 网 络 来 实现 的 。 在 该 网 络 中 ,其 阻抗 z 和 z。 


ET ”更 加 复杂 一 一 每 一 个 都 是 若干 个 上 和 C 的 组 合 。 
hkl 这 样 一 个 带 通 江波 器 也 许 具有 如 图 22-25(a) 所 示 
IN 的 那 种 传播 常数 。 这 可 能 用 来 把 一 些 仅 占 据 一 个 
了 频率 间隔 的 信号 一 一 诸如 在 一 高 频 电 话 电 缆 中 的 
本 位。 许多 声音 信道 的 每 一 个 ,或 在 无 线 电 传递 中 受 了 
调制 的 每 一 个 载波 一 一 分 开 来 。 
人 在 第 1 卷 第 25 章 中 我 们 曾经 见 到 , 像 这 样 的 
滤波 作用 也 可 利用 一 普通 共振 曲线 的 选择 性 来 做 
到 ,为 了 比较 ,我 们 已 把 该 共振 曲线 画 在 图 22-25(b) 上。 但 对 于 某 些 目的 来 说 ,这 一 种 共振 
式 滤波 器 不 如 带 通 滤波 器 那么 优越 。 你 会 记得 (第 1 卷 第 48 章 ) , 当 频 率 为 w 的 载波 受到 
“信号 "频率 w 所 调制 时 ,整个 讯号 不 仅 含有 载 频 ,而 且 还 含有 两 个 边 带 频率 w 十 w 和 一 
ww。 采用 共振 式 涉 波 器 时 ,这 些 边 带 总 多 少 会 受到 衰减 ,而 且 信号 的 频率 越 高 则 衰减 越 厉 
害 ,正如 你 可 以 从 图 上 见 到 的 。 因 此 存在 不 良 的 “频率 响应 ", 那 些 较 高 频 的 乐音 通 不 过 去 。 
但 若 涉 波 作用 是 由 一 个 设计 得 使 宽度 ws 一 w 至 少 两 倍 于 最 高 信号 频率 的 那 种 带 通 滤波 器 
来 完成 的 话 , 则 该 频率 响应 对 于 所 需 的 那些 信号 来 说 就 将 是 “平坦 "的 了 。 

关于 梯 式 滤波 器 我 们 还 要 再 强调 一 点 :图 22-20 的 LC 梯形 网 络 也 是 传输 线 的 一 个 近 
似 表示 。 如 果 有 一 长 导体 与 另 一 导体 平行 并 列 一 诸如 在 一 根 同 轴 电 缆 中 的 导线 或 一 根 悬 
挂 在 地 面 之 上 的 导线 一 一 那么 便 会 有 某 些 电容 存在 于 两 导体 之 间 , 以 及 由 于 它们 之 间 存在 
磁场 所 以 还 有 某 些 电感 。 若 我 们 设想 该 传输 线 被 分 割 成 众多 小 段 AL, 每 一 段 看 起 来 就 像 在 
LC 梯形 网 络 中 由 串联 电感 AL 和 并 联 电容 AC 所 构成 的 一 节 。 然 后 ,我 们 便 能 应 用 有 关 梯 
式 滤波 器 的 结果 。 若 取 AL 趋 于 零 时 的 极限 , 则 对 于 传输 线 就 有 一 个 极 好 描述 。 注 意 当 AL 
变 得 越 来 越 小 时 ,AL 和 AC 两 者 都 会 减少 ,但 都 在 同一 比例 上 ,因而 比值 AL /AC 仍 将 保持 
不 变 。 因 此 , 若 取 AL 和 AC 都 趋 于 零 时 式 (22. 28) 的 极限 , 则 我 们 发 现 该 特性 阻抗 是 一 个 
大 小 为 /AL7AC 的 纯 电阻 。 我 们 也 可 将 比值 AL /AC 写成 Le/C, ,其 中 Le。 和 C, 分 别 代表 伟 

输 线 每 单位 长 度 的 电感 和 电容 ,于 是 我 们 得 
Lo 


» 一/ 已、 
0 











(22. 33) 


你 也 将 会 注意 到 , 当 AL 和 AC 各 趋 于 零 时 ,截止 频率 w。 一 V4ALC) 会 变 成 无 限 大 , 即 
对 于 一 条 理想 的 传输 线 来 说 不 存在 截止 频率 。 


$22-8 其 他 电路 元 件 


迄今 我 们 仅仅 定义 了 那些 理想 电路 的 阻抗 一 一 电感 ,电容 和 电阻 一 一 还 有 理想 电压 发 
生 器 。 现 在 我 们 要 来 证 明 , 诸 如 互感 .晶体 管 或 真空 管 等 其 他 元 件 都 可 以 仅 利用 同样 的 基本 
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元 件 来 加 以 描述 。 假 设 有 两 个 线圈 ,而 有 意 或 无 意 地 使 其 中 一 个 线圈 的 某 些 磁 通 量 耦 合 到 
另 一 个 线圈 中 去 ,如 图 22-26(a) 所 示 。 此 时 这 两 个 线圈 会 有 互感 M, 使 得 当 其 中 一 个 线圈 
的 电流 变化 时 ,在 另 一 个 线圈 中 将 有 一 电压 产生 。 我 们 是 否 能 够 将 这 种 效应 算 进 等 效 电路 
中 ? 按 下 述 方法 来 做 是 能 够 的 。 我 们 已 经 知道 ,在 两 个 相互 作用 线圈 的 每 一 个 中 感 生 电动 
势 均 可 以 写成 两 部 分 之 和 : 





(b) 
图 22-26 互感 的 等 效 电路 
dl 
dt” 


dl 
di 


& = 一 已 至 士 M 
(22. 34) 
& =—L: 全 十 M 


第 一 项 来 自 线圈 的 自 感 ,而 第 二 项 则 来 自 它 与 男 一 线圈 间 的 互感 。 第 二 项 的 符号 可 正 可 负 ， 
取决 于 来 自 一 个 线圈 的 磁 通 量 耦 合 到 另 一 个 线圈 上 去 的 方式 。 做 了 我 们 以 前 在 描述 理想 电 
感 时 用 过 的 同样 的 近似 ,我 们 便 可 以 说 ,跨越 每 个 线圈 两 端的 电势 差 等 于 该 线圈 中 的 电动 
势 。 于 是 式 (22. 34) 的 两 个 方程 将 和 我 们 从 图 22-26(b) 的 电路 中 获得 的 方程 相同 ,只 是 图 
示 的 每 一 电路 中 的 电动 势 是 按照 下 列 关 系 式 取 决 于 对 方 电路 中 的 电流 : 


§ 一 士 iMT: ， & =+tiwMIli. (22.35) 


因此 我 们 所 能 做 的 是 ,以 正常 方式 表示 自 感 效应 ,但 对 于 互感 效应 则 由 一 个 辅助 的 理想 电压 
发 生 器 来 代替 。 当 然 ,此 外 我 们 还 应 有 关于 这 个 电动 势 与 电路 某 一 部 分 中 的 电流 的 关系 的 
方程 式 ,但 只 要 这 一 方程 式 是 线性 的 ,我 们 不 过 是 在 电路 方程 中 加 进 了 更 多 的 线性 方程 , 因 
而 我 们 以 前 关于 等 效 电路 的 所 有 结论 仍然 是 正确 的 。 

除了 互感 之 外 ,也 可 能 还 有 互 容 。 迄 今 , 当 我 们 谈 及 电容 器 时 总 是 想象 只 有 两 个 电 
极 , 但 在 许多 情况 下 ,比如 在 一 个 真空 管 中 ,就 有 许多 个 彼此 靠近 的 电极 。 如 果 把 一 电荷 
放 在 其 中 任何 一 个 电极 上 , 它 的 电场 将 会 在 其 他 每 个 电极 上 感 生 一 些 电荷 并 影响 其 电 
势 。 作 为 一 例 , 试 考虑 如 图 22-27(a) 所 示 的 那 四 块 板 。 假 定 这 四 块 板 分 别 由 A, B，C 和 
DD 四 根 导线 连接 至 外 电路 。 只 要 我 们 所 关心 的 仅 限 于 静电 效应 , 则 像 这 样 一 种 电极 布置 
的 等 效 电 路 就 如 同 图 22-27(b) 所 示 。 任 一 电极 对 于 其 他 每 一 电极 的 静电 互 作用 相当 于 
在 这 两 电极 之 间 的 一 个 电容 。 
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最 后 ,让 我 们 来 考虑 交流 电路 中 像 晶 体 管 和 
真空 管 那么 复杂 的 器 件 应 该 怎样 来 表示 。 本 该 一 
开始 就 指出 ,这 种 器 件 通常 是 这 样 运行 的 ,其 中 电 
流 与 电压 的 关系 是 完全 非 线 性 的 。 在 这 种 情况 
下 ,我 们 曾 做 出 的 有 赖 于 方程 线性 的 那些 说 法 当 
然 不 再 正确 。 另 一 方面 ,在 许多 种 应 用 中 ,晶体 管 
和 真空 管 的 运行 特性 曲线 还 是 足够 线性 的 ,以 致 
可 把 它们 视 作 线性 器 件 。 这 意味 着 例如 在 真空 管 
中 , 板 极 内 的 交 变 电 流 与 出 现在 其 他 各 电极 上 的 
电压 ,诸如 栅 极 电压 和 板 极 电压 形成 了 线性 正比 
关系 。 当 我 们 具备 这 样 的 线性 关系 时 ,就 能 够 将 
该 器 件 纳入 等 效 电 路 的 表示 之 中 。 

三 正如 在 互感 的 情况 那样 ,我 们 的 表达 方式 将 
下 





不 得 不 包含 一 些 辅助 的 电压 发 生 器 ,用 以 描述 在 

该 器 件 一 部 分 中 的 电压 或 电流 对 于 其 他 部 分 中 

图 22-27 互 容 的 等 效 电路 的 电流 或 电压 所 产生 的 影响 。 例 如 ,一 个 三 极 管 

的 板 极 电路 经 常 可 表示 为 一 个 电阻 串联 于 一 个 

其 源 强 正比 于 栅 极 电压 的 理想 电压 发 生 器 。 我 们 便 得 到 如 图 22-28 所 示 的 那个 等 效 电 

路 * 。 同 理 ,一 个 晶体 管 的 集 电 极 电路 可 以 方便 地 表达 成 一 个 电阻 串联 于 一 理想 电压 发 

生 器 ,这 个 源 的 强度 正比 于 从 该 晶体 管 的 发 射 极 流向 基 极 的 电流 。 这 时 等 效 电路 就 像 图 

22-29 所 示 的 那样 。 只 要 用 来 描写 其 运行 的 方程 是 线性 的 , 便 可 以 对 电子 管 或 晶体 管 引 

用 这 些 表达 方式 。 然 后 , 当 它 们 被 归并 入 一 个 复杂 网 络 中 时 ,关于 元 件 的 任意 一 种 连接 
方式 的 等 效 表示 的 一 般 结论 都 仍然 有 效 。 


阳极 了 
总 发 射 极 集 电极 E g 
霹 机 v/ Ea 
、 
阴极 oc 基 极 B 
EA, EKl, 
图 22-28 真空 管 的 低频 等 效 电 路 图 22-29 晶体 管 的 低频 等 效 电路 


与 仅 含 有 阻抗 的 那 种 电路 不 同 , 关 于 晶体 管 和 真空 管 电路 有 一 件 令 人 注目 的 事情 :其 有 
效 阻抗 z# 的 实 部 可 以 变 成 负 值 。 我 们 已 明白 = 的 实 部 代表 能 量 损耗 ,可 是 晶体 管 和 真空 
管 的 重要 特性 却 是 它们 对 电路 供应 能 量 (当然 ,它们 并 非 在 “创造 "能 量 ,不 过 从 动力 供应 的 


* 图 上 所 示 的 这 个 等 效 电路 只 有 在 低频 时 才 正 确 。 对 于 高 频 来 说 ,该 等 效 电路 变 得 复杂 得 多 ,而 且 
将 包括 各 种 所 谓 “ 寄 生 " 电 容 和 电感 。 
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直流 电路 中 取得 能 量 并 将 其 转变 成 交 变 能 量 )。 因 此 ,就 可 能 有 一 种 具备 负电 阻 的 电路 。 这 
样 的 一 个 电路 具有 如 下 性 质 , 即 如 果 你 把 它 接 至 一 个 具有 正 实 部 的 阻抗 ,也 就 是 具有 正 的 电 
阻 ,并 将 材料 布置 成 使 该 两 实 部 之 和 恰恰 等 于 零 , 则 在 该 联合 电路 中 将 不 会 有 能 量 耗 散 。 如 
果 没 有 能 量 损耗 , 则 任何 一 个 一 经 启动 了 的 交 变 电压 便 将 永远 维持 下 去 。 这 就 是 能 够 在 任 
何 想 要 的 频率 上 用 作 交 变 电 压 源 的 振荡 器 或 信号 发 生 器 的 运行 过 程 背后 的 基本 概念 。 
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$23-1 实际 电路 元 件 


任何 一 个 由 一 些 理想 阻抗 和 发 电机 所 构成 的 电路 , 当 从 任 一 对 端点 看 时 ,不 论处 在 什么 
频率 , 它 都 相当 于 一 部 发 电机 6 和 一 个 阻抗 = 的 串联 。 之 所 以 会 这 样 ,是 因为 若 在 那 对 端点 
上 加 一 电压 V, 当 解 所 有 方程 以 求 得 电流 [时 ,我 们 就 一 定 会 获得 电流 与 电压 之 间 的 一 个 线 
性 关系 。 由 于 所 有 方程 都 是 线性 的 ,因而 对 I 所 得 的 结果 也 就 应 该 仅仅 是 线性 地 依赖 于 V。 
最 普遍 的 这 种 线性 形式 可 表示 为 


i 
L(V =) (23.1) 


一 般 说 来 ,= 和 &6 两 者 都 可 能 以 某 种 复杂 方式 依赖 于 频率 wa。 然而 ,如 果 两 端点 后 面 仅 有 一 
发 电机 8(w) 与 一 阻抗 <(w) 相 串联 时 ,我 们 就 应 获得 式 (23. 1) 那 样 的 关系 。 

也 有 与 此 相反 的 问题 : 若 我 们 真有 具备 两 个 端点 的 任何 电磁 器 件 ,并 已 测量 了 了 与 V 
的 关系 以 确定 6 和 * 作为 频率 的 函数 ,那么 我 们 能 否 找到 一 个 与 内 阻抗 = 相等 效 的 理想 元 
件 的 组 合 呢 ? 答案 是 ,对 于 任 一 合理 的 一 一 也 就 是 说 ,物理 上 有 意义 的 一 一 函数 =(w) ,这 种 
情况 可 以 用 一 个 含有 有 限 组 理想 元 件 的 电路 来 近似 ,并 可 达到 我 们 希望 的 高 精确 度 。 我 们 
现在 暂 不 考虑 这 个 普遍 问题 ,但 只 想 对 几 种 特殊 情况 看 看 从 物理 的 论证 方面 会 期 待 得 到 些 
什么 。 

若 我 们 考虑 的 是 一 个 实际 的 电阻 , 则 知道 电流 通过 它 时 会 产生 磁场 。 所 以 任何 实际 电 
阻 也 应 有 一 些 电 感 。 并 且 , 当 有 一 电势 差 跨越 电阻 时 , 则 在 电阻 两 端 必然 有 一 些 电荷 以 产生 
所 必需 的 电场 。 当 电压 改变 时 ,这 些 电荷 也 将 按 比例 改变 ,从 而 该 电阻 也 会 有 某 些 电容 。 我 
们 期 待 一 个 实际 电阻 也 许 会 有 如 图 23-1 所 示 的 等 效 电路 。 在 一 个 精心 设计 的 电阻 中 ,这 里 
所 谓 的 “寄生 "元 件 L 和 C 都 很 小 ,以 致 在 那些 预定 用 到 的 频率 时 ,wL 会 比 R 小 得 多 而 
1A(wC) 则 比 R 大 很 多 ,因此 就 有 可 能 把 它们 都 忽略 掉 。 然 而 , 当 频 率 升 高 时 ,它们 最 终 会 变 
得 重要 起 来 ,因而 一 个 电阻 初 看 就 像 一 个 谐振 电路 。 

一 个 实际 电感 也 并 非 等 于 阻抗 为 iuL 的 理想 电感 。 一 个 实际 导线 线圈 将 有 某 些 电 
阻 ,从 而 在 低频 时 该 线圈 实际 上 就 等 效 于 一 个 电感 与 某 个 电阻 的 串联 ,如 图 23-2(a) 所 
示 。 可 是 ,你 或 许 正 在 想 ,电阻 和 电感 共同 存在 于 一 个 实际 线圈 中 一 一 电阻 完全 分 散 于 整 
条 导线 中 ,因而 已 和 电感 互相 混合 了 。 我 们 也 许 更 应 该 采用 一 个 像 图 23-2(b) 那 样 的 电 
路 , 它 有 几 个 小 R 和 小 工 互相 串联 着 。 但 这 样 一 个 电路 的 总 阻抗 正好 是 > R 二 > ioL ， 
这 就 等 效 于 (a) 那 个 较 简单 的 图 了 。 
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大 
儿 
R 
(a) (b) 


图 23-1 一 个 实际 电阻 的 等 效 电 路 图 23-2 一 个 实际 电感 在 低频 时 的 等 效 电 路 


当 对 一 实际 线圈 提高 频率 时 ,把 它 当 成 一 个 电感 与 一 个 电阻 的 串联 就 不 再 是 很 好 的 近 
似 ,在 导线 上 积累 起 来 以 产生 电压 的 电荷 将 会 变 得 重要 起 来 ,就 像 有 一 些小 电容 器 横路 于 该 


线圈 的 各 臣 之 间 , 如 图 23-3(a) 所 示 。 也 许 我 们 试 
图 对 该 实际 线圈 用 图 23-3(b) 中 的 电路 来 做 近似 。 
在 低频 时 ,这 一 电路 可 由 图 23-3(c) 那 个 较 简单 的 
电路 很 好 地 加 以 模拟 (这 仍然 是 我 们 上 面 对 于 一 个 
电阻 的 高 频 模型 所 找到 的 相同 的 共振 电路 )。 然 而 ， 
对 于 较 高 频率 , 则 图 23-3(b) 的 那个 较 复杂 的 电路 
将 更 好 。 事 实 上 ,你 想 要 对 一 个 真实 的 物理 的 电感 
的 实际 阻抗 表达 得 越 准确 ,在 它 的 人 为 模型 中 你 就 
得 用 越 多 的 理想 元 件 。 

让 我 们 稍微 密切 地 注视 在 一 个 实际 线圈 中 所 发 
生 的 情况 。 一 个 电感 的 阻抗 表现 为 oL, 因 而 在 低频 
时 它 变 为 零 一 一 出 现 一 个 “短路 " :我 们 见 到 的 只 是 导 
线 的 电阻 。 当 频率 增高 时 ,wL 很 快 变 得 比 R 大 得 多 ， 
而 该 线圈 看 起 来 很 像 一 个 理想 电感 。 然 而 , 当 频 率 增 
得 更 高 时 ,电容 变 得 重要 起 来 , 它 的 阻抗 与 1/(wC) 成 
正比 , 当 w 小 时 数值 很 大 。 因 此 对 于 足够 低 的 频率 ， 
电容 是 一 个 “断路 ”, 而 当 它 与 别 的 东西 并 联 时 ,不 会 
抽取 任何 电流 。 但 在 高 频 时 ,电流 更 愿意 流入 各 臣 间 
的 电容 ,而 不 是 流 经 电感 。 所 以 在 线圈 里 的 电流 从 一 








(a) 


(b) (ce) 


图 23-3 一 个 实际 电感 在 高 频 上 的 
等 效 电路 


奋 跳 跃 至 另 一 下, 而 不 必 发 悉 要 去 转 那 些 不 得 不 在 那里 抵抗 着 电动 势 的 圈子 了 。 因 此 ,尽管 我 
们 也 许 已 经 预定 电流 会 环绕 回路 通过 ,但 它 却 将 选取 较 方便 的 路 径 一 一 阻抗 最 小 的 路 径 。 


要 是 这 一 课题 曾经 为 大 众 所 感 兴趣 , 则 这 一 效应 可 能 已 经 被 赋予 "高 频 障 壁 " 或 其 他 类 
似 名 称 了 。 同 类 事情 在 所 有 学 科 中 都 会 出 现 。 在 气体 动力 学 中 , 若 你 试图 让 原来 是 为 低速 
设计 的 东西 去 跑 得 比 声速 还 快 , 那 就 不 行 。 这 并 不 意味 着 确实 存在 一 巨大 的 “障壁 ”, 而 只 是 
指 该 东西 必须 重新 加 以 设计 罢了 。 因 此 ,这 一 原来 我 们 作为 一 “电感 "而 设计 出 来 的 线圈 在 
十 分 高 的 频率 上 将 不 再 作为 一 个 良好 的 电感 ,而 是 作为 某 一 种 其 他 东西 。 对 于 高 频 ,我 们 得 
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寻找 一 个 新 的 设计 。 
$ 23-2 在 高 频 时 的 电容 器 


现在 我 们 要 来 详细 讨论 当 频 率 变 得 越 来 越 大 时 一 个 电容 器 一 一 几何 上 的 理想 电容 
器 一 一 的 行为 ,使 我 们 能 够 看 到 其 性 质 的 转变 (我 们 宁可 采用 电容 而 不 采用 电感 ,为 的 是 一 
对 板 的 几何 形状 比 一 个 线圈 的 几何 形状 要 简单 得 多 )。 我 们 考虑 图 23-4(a) 所 示 的 那个 电 
容器 ,构成 它 的 两 块 平行 圆 板 用 一 对 导线 接 至 外 界 发 电机 上 。 如 果 用 直流 对 电容 器 充电 , 则 
在 其 中 一 板 上 将 有 正 电荷 ,在 另 一 板 上 有 负电 荷 , 而 在 两 板 之 间 则 有 一 匀 强 电场 。 





图 23-4 电容 器 两 极 板 间 的 电场 和 磁场 


现在 假定 不 用 直流 ,而 是 加 一 个 低频 交流 电 于 两 板 上 ( 往 后 我 们 将 会 知道 什么 是 “ 低 ” 
频 , 什 么 是 “高 " 频 )。 比 方 说 ,把 电容 器 连接 至 一 低频 发 电机 上 。 当 电压 正在 交 变 时 ,上 板 的 
正 电荷 会 被 取出 而 换 上 了 负电 荷 。 在 这 一 事情 发 生 时 ,电场 会 随 之 消失 ,然后 又 在 相反 的 方 
向 上 建立 起 来 。 当 电荷 缓慢 地 来 回 涌 动 时 ,电场 也 跟着 变化 。 除 了 一 些 我 们 将 要 加 以 忽略 
的 边缘 效应 外 ,在 每 一 瞬间 电场 是 均匀 的 ,如 图 23-4(b) 所 示 。 可 以 把 电场 的 大 小 写成 


E= Ee™, (23.2) 


式 中 E。 是 一 常数 。 

现在 , 当 频率 升 高 时 ,这 是 否 仍然 正确 呢 ? 不 ,因为 当 电场 增高 和 降低 时 就 会 有 电 通 量 
穿 过 像 图 23-4(a) 中 的 任意 回路 Pi 。 而 正如 你 所 知 的 ,一 个 变化 的 电场 会 起 到 产生 磁场 的 
作用 。 麦 克 斯 韦 方程 组 中 一 个 方程 讲 , 当 有 变化 的 电场 时 ,犹如 这 眼前 存在 的 那样 ,就 一 定 
有 磁场 的 线 积 分 。 环 绕 某 一 闭合 环 的 磁场 积分 乘 以 c: 之 后 ,就 等 于 穿 过 该 环 内 面积 的 电 通 
量 的 时 间 变 化 率 (如 果 没有 电流 的 话 ) : 














a 
ohB .ds = B/E nda. (23. 3) 


所 以 ,到 底 磁 场 有 多 大 呢 ? 计算 并 不 十 分 困难 。 假 定 考虑 回路 Ti , 它 是 一 个 半径 为 7 的 贺 
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周 。 我 们 能 够 从 对 称 性 看 出 ,磁场 会 环绕 图 中 所 示 的 那 种 圆周 转 。 这 样 B 的 线 积分 就 是 
2rxrB。 而 且 由 于 电场 是 均匀 的 ,所 以 电场 通 量 简单 地 等 于 下 乘 以 该 圆周 的 面积 wr?: 


czB . 2xr 一 RE a (23.4) 
对 于 交 变 场 来 说 ,E 对 时 间 的 微 商 仅 是 iwE。e~*。 因 此 我 们 求 得 ,该 电容 器 具有 磁场 
B= Ee". (23.5) 


换 句 话说 ,磁场 也 在 振动 ,而 且 具 有 正比 于 半径 -的 强度 。 

这 种 情况 会 产生 什么 影响 呢 ? 当 有 一 个 正在 变化 的 磁场 时 , 便 将 产生 一 些 感 生 电 场 ,而 
该 电容 器 将 开始 有 点 像 一 个 电感 的 作用 了 。 当 频率 升 高 时 ,这 磁场 变 得 较 强 , 它 与 的 变 
化 率 成 正比 ,因而 也 与 成 正比 。 该 电容 器 的 阻抗 将 不 再 简单 地 等 于 1/(iwC)。 

让 我 们 继续 提高 频率 ,并 更 仔细 地 分 析 将 会 发 生 的 情况 。 我 们 有 一 个 来 回 涌 动 的 磁场 。 
但 这 时 的 电场 就 不 可 能 像 我 们 所 曾 假 定 的 那样 是 均匀 的 了 ! 当 有 一 正在 变化 的 磁场 时 ,就 
必然 有 一 个 电场 的 线 积分 一 一 根据 法 拉 第 定律 。 所 以 ,如 果 有 一 个 相当 大 的 磁场 ,正如 在 高 
频 时 就 开始 发 生 的 那样 , 则 电场 不 可 能 在 离开 中 心 的 所 有 距离 处 都 相同 。 电 场 必 须 随 r 改 
变 ,才能 使 电场 的 线 积分 等 于 变化 着 的 磁场 通 量 。 

让 我 们 来 看 看 能 否 算出 正确 的 电场 。 通 过 算出 我 们 原来 对 低频 时 假定 的 匀 强 场 的 “ 修 
正 ”, 便 能 够 完成 此 事 。 现 在 把 该 匀 强 场 称 作 E, , 它 仍 旧 是 Eoe™ ,而 把 正确 的 场 写 成 

已 一 书 十 已 ， 


其 中 E 就 是 由 于 变化 着 的 磁场 所 引起 的 修正 。 对 于 任意 频率 w, 我 们 将 把 在 该 电容 器 中 心 
处 的 场 写成 Euew'( 因 而 定义 了 E。) ,使 得 在 这 中 心 处 并 不 需要 修正 , 即 在 r = 0 处 E, = 0。 
为 求 得 已 可 利用 法 拉 第 定律 的 积分 形式 : 


i 
中 下 .ds = 一 呈 (B 的 通 量 ). 


这 些 积分 很 简单 ,只 要 取 积 分 回路 像 图 23-4(b) 所 示 的 曲线 T 那样 , 即 沿 轴 上 升 , 当 达到 上 
板 时 再 沿 半径 向 外 伸展 至 距离 7 处 、 又 垂直 地 落 到 底板 、 然 后 又 返回 到 轴 上 。E 环绕 这 个 
曲线 的 线 积 分 当然 是 零 , 所 以 就 只 有 E, 做 出 贡献 ,而 它 的 积分 正好 是 一 Es(r). h, 其 中 h 
是 两 板 间 的 距离 (如 果 E 指向 上 我 们 称 为 正 )。 这 等 于 B 通 量 的 变化 率 ,我 们 得 通过 对 图 
23-4(b) 中 TI 之 内 阴影 面积 的 积分 来 获得 。 穿 过 宽度 为 dr 的 垂直 狭 条 的 通 量 为 B(r)hdr， 
因而 总 通 量 就 是 


4|B(r)dr. 
令 这 一 通 量 的 一 9 /91 等 于 E 的 线 积分 , 便 有 
E(n) =B [Bar. (23.6) 


注意 式 中 六 已 消去 了 , 场 与 两 板 间 的 间距 无 关 。 
利用 关于 B(r) 的 方程 式 (23. 5) ,我 们 便 有 
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i 
已 (r) — 2 wr Eew. 








a 4c 
对 于 时 间 的 微 商 只 不 过 带 来 另 一 个 因子 iw, 这 样 我 们 得 
Elr) =—— Ese. (23.7) 


4 
正如 所 预期 的 ,这 感 生 电 场 倾向 于 把 远离 中 心 的 电场 减弱 。 于 是 ,改正 后 的 场 已 一 E 十 E; 为 
1 wr 


下 一 已 十 已 = (1 一 去 汪 





)Eer (23. 8) 


在 电容 器 中 的 电场 不 再 是 均匀 的 , 它 具 有 如 图 23-5 中 虚线 所 示 的 那 种 抛物 线形 状 。 你 
看 ,我 们 的 简单 电容 器 已 变 得 稍微 复杂 些 了 。 
现在 有 可 能 利用 所 得 结果 来 计算 电容 器 在 高 频 时 的 阻抗 。 知 道 了 电场 后 ,理应 能 够 算 
出 板 上 的 电荷 并 求 出 通过 电容 器 的 电流 如 何 依赖 
有 于 频率 w, 但 目前 我 们 对 这 个 问题 不 感 兴趣 。 更 感 
兴趣 的 是 要 看 看 当 继续 提高 频率 时 会 发 生 什么 情 
况 一 一 看 看 在 更 高 频率 上 所 发 生 的 事情 。 我 们 的 
工作 是 否 结束 了 呢 ? 不 ,因为 已 修正 了 电场 ,这 就 
意味 着 已 算出 来 的 磁场 不 再 是 正确 的 了 。 式 (23. 
5) 中 的 磁场 也 是 近似 正确 的 ,但 它 仅 是 一 级 近似 ， 
所 以 就 让 我 们 叫 它 作 B, 。 这 样 应 将 式 (23. 5) 重 新 
写成 





1 

了 
1 
1 
1 
a 
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图 23-5 在 高 频 时 电容 器 两 板 间 的 电场 
(边缘 效应 已 被 忽略 ) B= 这 Be”. (23. 9) 


你 会 记得 ,这 个 场 是 由 E, 的 变化 产生 的 。 现 在 正确 的 磁场 将 是 由 总 电场 已 十 E, 所 产生 
的 。 若 把 磁场 写成 也 = B, 十 B:, 则 其 中 第 二 项 就 恰好 是 由 E: 所 产生 的 附加 场 。 为 求 出 
B, ,可 以 通过 我 们 求 B, 时 用 过 的 相同 论证 来 进行 , B。 环绕 曲线 有 的 线 积分 等 于 Es 穿 过 
厂 的 通 量 的 变化 率 。 我 们 将 仍然 有 式 (23. 4) ,其 中 用 B: 代替 B 而 用 E; 代替 EE: 


cB ,2xr 一 车 (E: 穿 过 的 通 量 ). 
由 于 E, 随 着 半径 变化 ,因而 要 获得 它 的 通 量 就 得 对 内 的 圆 面积 进行 积分 。 用 2rrdr 作 
为 面积 元 ,这 个 积分 就 是 
on .2rrdr. 


因此 对 于 B:(~) 我 们 得 到 


BOD = 二 FE: Cr)rar. : (23.10) 


利用 来 自 式 (23.7) 的 E (~) ,我 们 需要 对 一 dr 进行 积分 ,而 这 当然 为 "AMA。 对 于 磁场 
的 修正 变 成 


iwr 
和 

可 是 事情 还 没有 完成 ! 如 果 磁 场 并 不 与 我 们 最 初 所 设想 的 相同 , 则 刚才 对 E, 的 计算 
便 不 能 认为 是 正确 的 。 我 们 必须 对 EE 进一步 做 出 修正 , 它 由 额外 磁场 B, 产生 。 让 我 们 把 
这 个 对 电场 的 附加 修正 叫 作 E,。 它 与 磁场 B 的 关系 犹如 E; 与 B, 的 关系 一 样 。 我 们 可 以 
再 一 次 利用 式 (23. 6) ,只 不 过 改变 其 中 的 下 脚 标 : 


入 (站 一 一 了 To (23.11) 


Eln) =2 [Bar. (23. 12) 
利用 上 面 关于 B, 的 结果 , 即 式 (23. 11) ,对 电场 新 的 修正 为 


E,(r) = a Yr E, Ns (23. 13) 


把 经 过 了 两 次 修正 的 电场 写成 E = 已 十 已 十 Es, 我 们 得 
E= Ee [1— 去 守 ) + (所) 由 (23.14) 


电场 随 ~ 的 变化 不 再 是 我 们 曾 在 图 23-5 中 画 出 来 的 那 条 简单 抛物 线 , 而 是 在 较 大 的 半径 处 
略 高 于 (Ei 十 E;) 曲线 。 
事情 还 未 最 后 完成 。 新 的 电场 对 磁场 产生 一 个 新 的 修正 ,而 这 个 被 重新 修正 了 的 磁场 
又 将 对 电场 产生 一 个 进一步 的 修正 ,如 此 等 等 。 然 而 ,我 们 已 经 有 了 所 需 的 全 部 公式 。 对 于 
B, 可 以 利用 式 (23. 10) ,把 其 中 B 和 EE 的 下 脚 标 从 2 改 成 3。 
对 电场 的 下 一 次 改正 是 
E yx (YE) Be 


因此 ,在 达到 这 一 级 时 ,整个 电场 就 由 下 式 给 出 : 


E= Ee"[1-— chr (YE) + 三 (时 ) - i ( 禾 ) + 2318) 


其 中 我 们 已 把 各 数字 系数 写成 这 样 一 种 形式 ,以 便 对 该 级 数 应 如 何 继续 下 去 看 得 更 清楚 。 

我 们 的 最 后 结果 是 :在 该 电容 器 两 板 间 的 电场 ,对 于 任 一 频率 来 说 ,都 等 于 Eoe™ 乘 以 
仅 含 有 变量 wr /c 的 一 个 无 穷 级 数 。 如 果 我 们 乐意 ,就 可 以 定义 一 个 特殊 函数 ,这 函数 将 称 
为 Jo(z) ,作为 出 现在 式 (23. 15) 中 方 括号 内 的 无 穷 级 数 。 





全 一 = (+ 人) 一 可 (全 ss Waa 


这 样 ,就 可 以 将 我 们 的 解 写成 Eue”' 乘 以 这 个 函数 ,其 中 工 一 or 人 : 





E= Ee (2). (23.17) 


之 所 以 叫 这 个 特殊 函数 为 J。 的 原因 是 :自然 ,这 并 非 是 计算 柱 体 中 振动 这 一 问题 才 开 
始 用 的 ,其 实 这 一 函数 以 前 就 已 出 现 过 而 且 经 常 被 称 为 J。。 每 当 你 求解 具有 柱 对 称 的 波动 
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问题 时 它 总 是 发 生 。 函 数 J。 对 于 柱 面 波 就 好 像 余弦 函数 对 于 沿 直 线 传播 的 波 一 样 ,因此 它 
是 一 个 重要 函数 ,发 现 已 多 时 了 ,以 后 与 一 个 叫 贝 塞 尔 (Bessel) 的 人 的 名 字 联 系 上 了 。 那 个 
下 脚 标 零 意味 着 贝 塞 尔 曾经 发 现 过 整个 一 系列 不 同 的 函数 ,而 这 只 是 其 中 的 第 一 个 。 

其 他 的 贝 塞 尔 函数 了, ,J 等 等 是 处 理 与 强度 随 着 绕 圆柱 轴 的 角度 而 变 的 那些 柱 面 波 所 
必需 的 。 

在 我 们 的 圆 形 电容 器 两 板 间 ,电场 经 过 完全 修正 已 由 式 (23. 17) 给 出 , 它 已 被 画 成 图 
23-5 中 那 条 实 曲线 。 对 于 不 太 高 的 频率 ,我们 的 二 级 近似 就 已 经 很 好 。 三 级 近似 甚至 会 
更 好 一 一 事实 上 ,好 到 要 是 我 们 把 它 画 出 来 ,你 不 可 能 会 看 出 它 与 那 条 实 线 间 的 差别 。 然 
而 ,你 将 在 下 一 节 中 见 到 ,对 于 大 的 半径 或 高 的 频率 ,为 获得 一 个 准确 描述 ,整个 级 数 就 
是 必需 的 了 。 


$23-3 共振 空 腔 


现在 我 们 要 来 看 看 , 当 继 续 把 频率 增加 得 越 来 越 高 时 ,对 于 在 电容 器 两 板 间 的 电场 给 出 
怎样 的 解 。 对 于 大 的 w, 该 参数 x = wr /c 也 变 得 大 了 ,因而 在 z 的 级 数 ]。 中 的 头 几 项 便 将 
增加 得 很 快 。 这 意味 着 ,我 们 曾 在 图 23-5 中 画 出 来 的 那 条 抛物 线 在 较 高 频率 处 会 更 加 急剧 
地 下 降 。 事 实 上 ,看 来 好 像 在 某 个 高 频 处 场 会 完全 降低 至 零 ,也 许 当 c/w 近似 等 于 a 的 一 半 
时 。 让 我 们 来 看 看 ,J。 是 否 确实 会 通过 零 而 变 成 为 负 的 。 尝 试 由 x = 2 开始 : 


I We 
Jo(2) 一 1 一 1 十 示 一 站 一 0.22. 


函数 仍 未 等 于 零 。 因 此 ,就 让 我 们 尝试 一 个 更 大 的 z 值 , 比 如 说 z = 2. 5。 代 入 数字 之 后 ,可 得 
Jo(2.5) = 1—1.56+0.61—0.11 =—0.06. 


函数 ]。 在 达到 z = 2. 5 时 就 已 经 通过 了 零点 。 对 zx = 二 2 和 x 二 2.5 的 结果 进行 比较 ,看 来 
似乎 ]。 在 从 2.5 至 2 的 五 分 之 一 路 程 处 通过 零点 。 我 们 应 该 猜测 零 发 生 在 x 大 约 等 于 2. 4 
的 地 方 。 现 在 看 看 对 于 这 个 z 值 会 给 出 的 结果 : 

Jo(2.4) 一 1 一 1.44 十 0.52 一 0.08 一 0.00. 


在 精确 到 小 数 点 后 两 位 时 得 到 零 。 若 再 计算 得 精确 些 ( 或 者 由 于 ]。 是 一 个 著名 函数 ,所 以 只 
要 查 一 查 书本 ) ,我们 会 发 现 它 在 zx = 2.405 处 通过 
零 ,我 们 用 手 就 已 经 把 它 算出 ,这 表明 你 们 本 来 也 可 
以 发 现 这 些 东 西 的 ,而 不 一 定 要 从 书本 上 查 出 来 。 

只 要 在 书 中 查阅 到 了 ]。, 则 注意 它 在 = 值 较 大 
时 如 何 表现 ,是 十 分 有 趣 的 。 它 看 来 像 图 23-6 中 
的 那 条 曲线 , 当 z 增 大 时 ,J。(z) 在 正 值 与 负 值 之 间 
振动 ,振幅 逐渐 减 小 。 

我 们 已 经 得 到 下 面 的 有 趣 结果 : 若 频 率 足 够 
高 , 则 在 电容 器 中 心 处 电场 将 指向 一 个 方向 ,而 在 
图 23-6 ” 贝 塞 尔 函 数 J。(z) 靠近 边缘 处 电场 又 指向 相反 方向 。 例 如 ,假设 取 一 


Jo 
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个 足够 高 的 w 使 得 在 该 电容 器 的 外 缘 处 + 二 wr /c 的 值 为 4, 那么 该 电容 器 的 边缘 就 相当 于 
图 23-6 中 横 坐 标 z 二 4 的 地 方 。 这 意味 着 我 们 的 电容 器 是 在 w = 4c /a 时 工作 的 。 在 极 板 
的 边缘 处 ,电场 将 有 相当 大 的 值 而 方向 与 我 们 所 期 待 的 相反 。 这 就 是 在 高 频 时 电容 器 所 能 
发 生 的 令 人 感到 惊异 的 事情 。 若 把 频率 增 得 很 高 , 则 当 从 电容 器 中 心 向 外 移动 时 电场 的 方 
向 会 来 回 振动 多 次 ,而 且 还 存在 与 这 些 电 场 联系 着 的 磁场 。 因 此 ,对 于 高 频 来 说 ,我 们 的 电 
容器 看 来 并 不 像 一 个 理想 电容 ,就 不 足 为 怪 了 。 甚 至 有 可 能 开始 怀疑 : 它 看 来 更 像 一 个 电容 
还 是 更 像 一 个 电感 呢 ? 应 该 强调 ,还 有 一 些 发 生 于 该 电容 器 边缘 上 的 更 加 复杂 的 效应 已 经 
被 我 们 忽略 了 。 例 如 ,会 有 经 过 边缘 向 外 的 波 辐射 ,因而 场 甚至 比 我 们 已 算出 来 的 还 要 复 
杂 。 但 眼前 我 们 不 会 对 那些 效应 操心 。 

本 来 我 们 也 可 尝试 做 出 一 个 有 关 电 容器 的 等 效 电路 ,但 或 许 更 好 的 是 直接 承认 , 曾 为 
低频 而 设计 的 那 种 电容 器 当 频率 太 高 时 就 不 再 令 人 满意 了 。 若 要 来 处 理 像 这 样 的 对 象 
在 高 频 时 的 运行 情况 ,我 们 就 必须 放弃 在 处 理 电 路 时 曾经 做 过 的 那 种 关于 麦克 斯 韦 方 
程 组 的 近似 方法 ,而 返回 到 能 够 完全 描述 空间 中 场 的 完整 的 方程 组 。 不 要 去 同一 些 理 
想 的 电路 元 件 打 交道 ,而 是 必须 处 理 那些 实际 存在 的 真实 导体 ,把 在 导体 之 间 空 间 里 
的 一 切 场 都 算 进 去 。 例 如 , 若 想 要 有 一 个 高 频 共振 电路 , 则 不 会 试 着 用 线圈 与 平行 板 
电容 器 去 设计 它 。 

我 们 已 经 提 到 ,刚才 正在 分 析 的 那个 平行 
板 电 容器 具有 电容 和 电感 两 方面 的 某 些 特征 。 
既然 有 电场 ,就 会 在 两 板 的 表面 上 聚积 电荷 ; 
既然 有 磁场 ,就 会 产生 反 电动 势 。 是 否 有 可 能 
我 们 已 有 了 一 个 共振 电路 呢 ? 确实 得 到 了 。 
假设 挑选 这 样 一 个 频率 , 它 能 使 该 电场 图 样 在 
盘 的 边缘 以 内 的 某 个 半径 上 降低 至 零 ,也 就 是 
说 ,我 们 选取 一 个 比 2. 405 大 些 的 wa /c。 在 这 
个 与 两 板 共 轴 的 圆周 上 ,电场 处 处 都 将 是 零 。 
现在 假定 取 一 块 薄 金 属 片 ,并 把 它 剪 成 其 宽度 
恰好 足以 安装 在 该 电容 器 的 两 板 之 间 , 然 后 把 
它 在 电场 等 于 零 的 那个 半径 上 弯 成 一 个 圆 简 。 
由 于 那里 没有 电场 ,所 以 当 我 们 放 进 这 个 导体 
圆柱 时 ,就 不 会 有 电流 流 过 它 ,而 且 , 在 电场 和 
磁场 方面 也 将 不 会 有 什么 变化 。 在 该 电容 器 
中 间 ,我 们 已 经 能 够 放置 一 个 直接 短路 器 件 而 
不 致 引起 任何 变化 。 而 且 , 看 看 现在 我 们 有 的 
东西 吧 , 已 经 有 一 个 闭合 柱 形 盒 , 其 中 存在 电 
场 和 磁场 ,但 完全 不 和 外 界 联系 。 即 使 丢掉 那 
些 伸 到 盒 外 的 两 板 边缘 部 分 以 及 对 电容 器 的 
接线 , 盒 里 的 场 仍 不 会 变化 。 我 们 留 下 来 的 一 
切 就 是 一 个 其 中 藏 有 电场 和 磁场 的 封闭 盒子 ， 图 23-7 在 一 个 封闭 的 贺 简 盒 内 的 
如 图 23-7(a) 所 示 。 电 场 以 频率 w 来 回 振动 电场 和 磁场 
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着 一 一 不 要 忘记 ,o 确定 了 盒子 的 直径 。 振 动 E 场 的 振幅 随 着 从 盒 轴 向 外 伸 出 的 距离 而 变 
化 ,如 图 23-7(b) 的 曲线 所 示 。 这 一 曲线 不 过 是 零 级 贝 塞 尔 函数 的 第 一 个 极 大 。 此 外 ,还 有 
一 个 磁场 环绕 着 轴 转 ,并 以 在 时 间 上 与 电场 相差 90" 的 相位 振动 。 

我 们 也 可 对 磁场 写 出 一 个 级 数 ,并 把 它 描绘 出 来 ,如 图 23-7(c) 中 的 曲线 所 示 。 

我 们 怎样 才能 把 电场 和 磁场 贮藏 在 一 个 盒子 里 而 与 外 界 没有 任何 联系 ? 这 是 因为 , 电 
场 和 磁场 会 维持 它们 本 身 :正在 改变 的 下 产生 一 个 如 ,而 正在 改变 的 下 又 产生 一 个 下 一 一 所 
有 过 程 都 按照 麦克 斯 韦 方程 组 进行 。 磁 场 具 有 电感 的 性 质 , 而 电场 则 具有 电容 的 性 质 , 两 者 
合 在 一 起 才 构 成 像 共振 电路 那样 的 某 种 东西 。 注 意 刚才 所 描述 的 这 些 情况 仅仅 当 盒子 的 半 
径 恰好 等 于 2. 405c /w 时 才 发 生 。 对 于 半径 已 经 给 定 的 盒子 ,这 些 振动 着 的 电场 和 磁场 只 有 
在 那些 特定 频率 才 会 一 一 按照 我 们 所 描述 的 那 种 方式 一 一 维持 它们 本 身 。 因 此 ,一 个 半径 
为 的 柱 形 盒子 在 如 下 的 频率 处 就 会 发 生 共振 : 





an = 2.405 EE. (23.18) 


我 们 曾 说 ,在 盒子 完全 封闭 之 后 场 仍 将 继续 照样 振动 。 那 并 非 完全 正确 。 假 如 盒子 的 
壁 是 理想 导体 , 那 就 会 有 可 能 。 然 而 ,对 于 一 个 实际 盒子 ,存在 于 内 页 上 的 振动 电流 会 由 于 
材料 中 的 电阻 而 损耗 能 量 。 因 而 场 的 振动 将 逐渐 衰减 下 去 。 从 图 23-7 可 以 看 到 ,与 该 空 腔 
内 部 的 电场 和 磁场 相伴 随 必 然 存在 一 些 强 电流 。 因 为 垂直 方向 的 电场 会 突然 在 盒子 的 顶板 
和 底板 上 停顿 下 来 ,所 以 它 在 那里 就 有 巨大 散 度 , 因 而 也 就 一 定 有 正 、 负 电荷 出 现在 该 信子 
的 内 表面 ,如 图 23-7(a) 所 示 。 当 电场 倒转 时 ,电荷 也 会 倒转 过 来 ,因而 在 盒子 的 顶板 和 底 
板 之 间 就 一 定形 成 交 变 电流 。 这 些 电荷 将 在 盒子 的 侧 壁 内 流动 ,如 图 所 示 。 通 过 对 磁场 所 
发 生 的 情况 的 考虑 ,我 们 也 能 够 明白 ,必然 会 有 电流 通过 该 信子 的 便 壁 。 图 23-7(e) 中 的 曲 
线 告诉 我 们 ,磁场 在 该 信子 的 边缘 处 会 突然 下 降 至 零 。 像 这 样 的 磁场 突变 只 有 当 壁 中 存在 
电流 时 才能 发 生 ,这 一 电流 就 是 向 该 例子 的 顶板 和 底板 提供 那些 交 变 电 荷 的 。 

你 可 能 对 于 在 盒子 的 重 直 方向 的 侧 壁 中 发 现 有 电流 会 感到 奇怪 。 关 于 以 前 讲 到 在 电场 
为 堆 的 地 方 引进 这 些 侧 辟 不 会 改变 任何 东西 ,又 是 怎么 回 事 呢 ?然而 ,要 记 住 , 当 我 们 起 初 
放 进 该 合子 的 便 壁 时 ,顶板 和 底板 还 伸 出 于 壁 之 外 ,因而 在 盒子 外 面 也 就 还 有 磁场 。 只 有 当 
我 们 丢掉 了 伸 出 于 盒子 边缘 之 外 的 那 一 部 分 电容 器 极 板 之 后 , 净 电 流 才 不 得 不 出 现在 该 和 
直 允 的 内 表面 上 。 

虽然 在 完全 封闭 的 盒子 内 的 电场 和 碰 场 将 会 由 于 能 量 损失 而 逐渐 碱 弱 ,但 我 们 还 是 能 够 
阻止 这 一 事情 发 生 ,只 要 在 盒子 旁边 控 开 一 个 小 洞 而 
输入 一 点 点 电能 以 补充 其 损失 。 试 取 一 根 小 导线 , 插 
ek 本 各 出 。 和 盒子 旁边 的 这 一 小 润 中 ,并 把 它 粘 牢 在 内 辟 上 以 便 
回路 


[Q 刀 “ 回 路 形成 一 个 小 回路 ,如 图 23-8 所 示 。 如 果 现 在 把 这 一 段 
位 国 导线 接 至 一 高 频 交 变 电源 , 则 电流 将 会 把 能 量 耦 进 空 


Ct Ul A 腔 里 ,而 使 其 中 的 电场 和 磁场 振动 能 够 持续 进行 。 当 


然 ,这 只 有 当 驱 动 源 的 频率 与 盒子 的 共振 频率 相同 时 
图 23-8 对 一 共振 及 的 看 进 和 才 会 发 生 。 如 果 源 的 频率 不 对 头 , 则 电场 和 磁场 将 不 
耦 出 办 法 会 发 生 共振 ,因而 盒子 里 的 场 就 会 变 得 非常 微弱 。 
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通过 在 盒子 旁边 再 开 另 一 个 小 洞 并 钧 住 另 一 个 耦合 回路 ,如 在 图 23-8 中 描画 出 来 的 那 
样 , 则 这 共振 行为 便 容易 观察 到 。 穿 过 这 耦合 回路 的 变化 磁场 将 在 回路 中 产生 一 感 生 电动 
势 。 若 这 个 回路 现在 被 连接 至 某 个 外 面 的 测量 电路 , 则 电流 将 正比 于 空 腔 中 场 的 强度 。 假 
定 现在 将 空 腔 的 输入 回路 接 至 一 部 射频 信号 发 生 器 ,如 图 23-9 所 示 。 这 信号 发 生 器 含有 一 
个 交 变 电 流 源 , 其 频率 可 由 旋转 发 生 器 面板 上 的 旋钮 而 改变 。 然 后 又 把 空 腔 的 输出 回路 接 
至 一 个 “ 检 波 器 "上 , 它 是 一 部 能 测量 来 自 输出 回路 电流 的 仪器 。 它 会 给 出 正比 于 电流 的 指 
针 读数 。 如 果 现在 测量 作为 该 信号 发 生 器 频率 函数 的 输出 电流 , 则 可 找到 一 条 像 图 23-10 
所 示 的 曲线 。 除 十 分 靠近 空 腔 共振 频率 w 的 那些 频率 以 外 ,对 于 其 他 所 有 频率 ,输出 电流 
都 很 小 。 这 条 共振 曲线 很 像 我们 曾 在 第 1 卷 第 23 章 中 所 描述 过 的 那些 曲线 。 然 而 ,这 一 共 
振 曲 线 的 宽度 比 起 通常 由 电感 和 电容 所 构成 的 共振 电路 中 所 求 得 的 要 狭窄 得 多 ;也 就 是 说 ， 
空 腔 的 Q 值 很 高 。 要 得 到 一 个 高 达 10 万 或 更 大 的 Q 值 并 不 希奇 ,只 要 空 腔 的 内 壁 是 由 某 
些 像 银 那样 十 分 优良 的 导电 材料 所 构成 的 。 





输出 电流 
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图 23-9 为 观测 空 腔 共振 用 的 装备 图 23-10 共振 空 用 的 频率 响应 曲线 
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假设 现在 我 们 试图 通过 对 实际 盒子 做 测量 来 检验 上 述 理论 。 取 一 个 圆柱 形 盒子 ,其 直 
径 为 3. 0 in 而 高 度 约 2. 5 in。 这 个 盒子 装配 有 如 图 23-8 所 示 的 一 个 输入 和 输出 回路 。 若 
按照 式 (23. 18) 算 出 关于 这 个 盒子 预期 的 共振 频率 , 则 可 得 f。 = ow /(2x) = 3 010 MHz。 
当 我 们 把 信号 发 生 器 的 频率 设置 在 3 000 MHz 左右 并 稍微 变更 这 一 频率 以 获得 共振 时 ， 
就 会 观察 到 最 大 的 输出 电流 发 生 于 频率 为 3 050 MHz 处 ,这 数值 很 接近 于 那 预期 的 共振 
频率 ,但 不 完全 相同 。 产 生 这 一 差异 有 几 种 可 能 原因 。 或 许 由 于 为 要 放 进 耦合 回路 而 挖 
开 的 那些 小 洞 会 使 共振 频率 有 了 一 点 变化 。 然 
而 ,稍微 想 一 下 就 会 明白 ,那些 小 洞 理 应 使 共振 


频率 略 有 降低 ,因而 这 不 能 成 为 理由 。 或 许 是 





淆 3300 
在 校准 信号 发 生 器 时 稍微 有 一 些 误差 ,也 许 是 上 a 
我 们 对 空 腔 的 直径 量 得 不 够 准确 。 但 无 论 如 
何 ,还 是 符合 得 相当 好 的 。 3000 ” 3500 4000 
更 为 重要 的 是 : 当 信号 发 生 器 的 频率 在 晤 oaaa 


3 000 MHz 以 上 改变 一 些 时 所 发 生 的 情况 。 当 我 。。 图 23-11 对 一 柱 形 空 榨 所 观测 到 的 几 个 
们 这 样 做 时 , 便 会 获得 如 图 23-11 所 示 的 那些 结 共振 频率 
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果 。 我 们 发 现 ,除了 在 3 000 MHz 附近 那个 预期 的 共振 外 ,还 有 一 个 接近 于 3 300 MHz 和 
另 一 个 接近 于 3 820 MHz 的 共振 。 这 些 附加 的 
共振 意味 着 什么 呢 ? 我 们 也 许可 从 图 23-6 获得 

CD 一 条 线索 。 尽 管 曾经 假定 贝 塞 尔 函数 的 第 一 个 
零点 出 现在 盒子 的 边缘 ,但 也 有 可 能 贝 塞 尔 函 数 

的 第 二 个 零点 与 盒子 的 边缘 相对 应 ,因而 当 我 们 

| [ar 从 盒子 中 心 移动 至 边缘 时 电场 恰好 完成 一 个 完 

整 的 振动 ,如 图 23-12 所 示 。 这 是 关于 振动 场 的 

Cy 另 一 种 可 能 模式 。 我 们 应 当 肯 定 地 预期 盒子 会 

以 这 种 模式 发 生 共振 。 可 是 要 注意 , 贝 塞 尔 函数 

刀 的 第 二 个 零点 发 生 在 z= 5.52 处 , 那 比 起 第 一 个 

零点 处 的 值 不 止 大 一 倍 。 因 此 ,这 个 模式 的 共振 

频率 就 应 比 6 000 MHz 还 高 。 无 疑 ,我 们 会 在 那 

里 找到 它 的 ,但 却 不 能 用 它 来 解释 在 3 300 时 所 

观测 到 的 那个 共振 。 

麻烦 就 在 于 对 有 关 共 振 腔 行为 的 分 析 , 我 们 

只 考虑 了 电场 和 磁场 一 种 可 能 的 几何 布局 。 已 

经 假定 电场 是 垂直 的 而 磁场 则 位 于 一 些 水 平 贺 

周 上 。 但 别 的 场 也 是 有 可 能 的 。 唯 一 的 要 求 是 ， 

在 盒子 里 的 电场 和 磁场 都 必须 满足 麦克 斯 韦 方 

(b) 程 组 而 且 电场 还 必须 与 盒 壁 正 交 。 我 们 已 考虑 
图 23-12 更 高 频率 的 模式 其 中 盒子 顶部 和 底部 都 是 平坦 的 那 一 种 情况 ,但 
要 是 顶 和 底 都 弯曲 ,事情 也 不 会 完全 不 同 。 事 实 

上 ,盒子 怎么 能 够 被 认为 知道 哪 是 它 的 顶 . 底 以 及 侧面 呢 ? 实际 上 能 够 证 明 ,在 盒 内 就 存在 

电场 或 多 或 少 穿越 直径 的 那 一 种 振动 模 , 如 图 23-13 所 示 。 






=5.52c/0 


二 (FD 
图 23-13 柱 形 空 腔 的 一 种 横向 模 图 23-14 柱 形 空 腔 的 另 一 种 模 


要 理解 为 什么 这 一 模式 的 固有 频率 与 我 们 所 曾 考虑 过 的 第 一 个 模式 的 固有 频率 不 应 有 
很 大 差别 ,并 不 是 太 困难 的 。 假 设 不 取 该 柱 形 空 腔 , 而 是 取 一 个 每 边 3 in 的 立方 形 空 腔 。 很 
清楚 ,这 个 空 腔 该 有 三 种 不 同 模式 ,但 都 有 相同 的 频率 。 其 中 电场 几乎 是 上 下 振动 的 一 种 模 
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式 肯定 将 与 其 中 电场 是 左右 指向 的 另 一 种 模式 具有 相同 频率 。 如 果 我 们 现在 将 该 立方 形 空 
腔 扭 曲 成 一 圆 简 ,就 会 或 多 或 少 改变 其 频率 。 但 仍 应 该 期 望 ,这 些 频率 不 会 改变 得 太 多 ,只 
要 对 该 空 腔 的 尺寸 大 约 保持 一 样 。 因 此 ,图 23-13 那 种 模式 的 频率 应 不 太 异 于 图 23-8 的 模 
式 。 本 来 我 们 可 以 对 图 23-13 的 那 种 模式 详细 算出 其 固有 频率 ,但 现在 还 不 打算 那样 做 。 
当 这 些 计算 做 出 来 时 , 便 会 发 现 ,对 于 上 面 所 假定 的 那些 尺寸 ,算出 的 共振 频率 的 确 很 接近 
于 在 3 300 MHz 处 所 观测 到 的 共振 的 频率 。 

通过 相似 的 一 些 计算 还 能 够 证 明 ,应 该 还 有 另外 的 模式 ,其 共振 频率 为 我 们 已 找 出 的 接 
近 3 800 MHz 的 那个 频率 。 对 于 这 一 模式 ,电场 和 磁场 如 图 23-14 所 示 。 不 必 担心 该 电场 
会 自始至终 横 穿 过 空 腔 。 它 从 侧 壁 跑 至 两 端 ,如 图 所 示 。 

那么 你 现在 大 概 会 相信 , 若 把 频率 增加 得 越 来 越 高 , 则 应 该 指望 会 找到 越 来 越 多 的 共 
振 。 存 在 许多 不 同 的 模式 ,每 一 个 都 具有 与 电场 和 磁场 的 某 一 特定 的 复杂 布局 相对 应 的 不 
同 共振 频率 。 这 些 场 的 每 一 种 布局 称 为 共振 模 。 通 过 求解 关于 空 腔 里 的 电场 和 磁场 的 麦克 
斯 韦 方程 组 ,每 一 种 模式 的 共振 频率 就 可 以 计算 出 来 。 

当 有 了 在 某 个 特定 频率 处 的 共振 时 ,我 们 怎样 才能 知道 被 激发 的 是 哪 一 模式 呢 ? 一 种 
办 法 是 ,通过 一 个 小 洞 把 一 根 小 导线 插 进 空 腔 里 。 如 果 电 场 沿 着 导线 方向 ,如 图 23-15(a) 
所 示 , 则 导线 里 便 有 一 个 相对 较 大 的 电流 从 电场 汲 去 能 量 , 因 而 共振 将 被 抑制 。 若 电场 像 图 
23-15(b) 所 示 的 那样 , 则 影响 会 小 得 多 。 通 过 把 导线 的 末端 弯曲 , 像 图 23-15(c) 那 样 ,我 们 
可 以 找 出 这 种 模式 中 场所 指 的 方向 。 于 是 , 当 把 导线 转动 使 其 末端 与 平行 时 影响 便 大 ， 
而 当 转 动 至 与 成 90" 时 影响 就 小 。 





(b) 


图 23-15 一 根 伸 进 空 腔 里 的 短 金 属 线 , 当 其 平行 于 EE 时 ,对 共振 的 干扰 比 起 与 垂直 时 要 大 得 多 


$23-5” 空 腔 与 共振 电路 


尽管 我 们 已 经 描述 的 共振 腔 似乎 与 通常 含有 电感 和 电容 的 那 种 共振 电路 很 不 相同 ， 
但 这 两 种 共振 系统 还 是 很 紧密 地 联系 着 的 。 它 们 都 是 同一 家 庭 的 成 员 ,恰好 就 是 电磁 共 
振 的 两 个 极端 情况 一 一 有 许多 中 间 情 况 介 乎 这 两 个 极端 之 间 。 假 设 我 们 通过 考虑 一 个 电 
容 与 一 个 电感 并 联 的 共振 电路 开始 ,如 图 23-16(a) 所 示 。 这 一 电路 将 在 mw = 1/YLC 的 
频率 发 生 共振 。 如 果 我 们 希望 提高 这 一 电路 的 共振 频率 ,可 通过 降低 电感 工 而 做 到 。 一 
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种 办 法 是 ,减少 线圈 中 的 臣 数 。 但 是 ,在 这 方面 我 们 只 能 走 到 这 一 步 , 即 最 后 将 达到 只 有 
一 甘 ,就 是 连接 电容 器 的 顶板 和 底板 间 的 那 一 根 导线 。 本 来 还 可 以 通过 降低 电容 而 把 共 
振 频 率 提 得 更 高 ,然而 ,我 们 可 以 通过 把 几 个 电感 并 联 而 继续 降低 这 个 电感 。 当 两 个 单 臣 
电感 并 联 时 就 只 有 每 臣 电 感 的 一 半 。 所 以 当 电感 已 减 至 仅 有 一 臣 时 ,我 们 仍 可 通过 添加 其 
他 一 些 连接 电容 器 的 顶板 与 底板 间 的 单个 回路 来 继续 提高 共振 频率 。 例 如 ,图 23-16(b) 表 
明 电 容器 两 板 之 间 是 由 六 个 这 样 的 “ 单 臣 电感 "连接 的 。 如 果 继 续 增加 许 许 多 多 这 种 导线 
段 , 则 可 能 会 过 渡 到 一 个 完全 封闭 了 的 共振 系统 ,如 图 23-16(c) 所 示 , 那 是 一 个 柱 形 对 称 物 
体 的 截面 。 现 在 我 们 的 电感 是 一 个 连接 至 电容 器 两 板 边 缘 的 柱 形 空 镶 , 电 场 和 磁场 显示 在 
该 图 中 。 当 然 ,这 样 的 物体 就 是 一 个 共振 腔 , 被 叫 作 “加 感 " 空 腔 , 但 我 们 仍 可 以 把 它 看 作为 
一 个 LC 电路 , 即 其 中 电容 部 分 是 我 们 能 够 在 那里 找到 大 多 数 电场 的 地 方 , 而 电感 部 分 则 是 
能 找到 大 多 数 磁场 的 地 方 。 





图 23-16 共振 频率 逐渐 提高 的 各 种 共振 器 


如 果 要 进一步 提高 图 23-16(e) 的 共振 器 频率 ,还 可 以 通过 继续 降低 电感 上 而 做 到 。 为 
此 ,就 必须 减 小 该 电感 部 分 的 几何 尺寸 ,比方 说 缩小 图 中 的 高 度 4。 当 产 缩 小 时 ,共振 频率 
将 会 提高 。 当 然 最 后 将 会 达到 其 中 高 度 h 刚好 等 于 电容 器 两 板 之 间 的 间距 。 此 时 ,我 们 就 
刚好 有 一 个 柱 形 盒 ,共振 电路 变 成 图 23-7 所 示 的 空 腔 共振 器 。 

你 将 会 注意 到 ,在 图 23-16 中 原来 的 LC 共振 电路 中 ,电场 和 磁场 分 得 很 开 。 当 逐渐 把 
共振 系统 修改 以 便 使 其 频率 逐步 提高 时 ,磁场 就 会 越 来 越 靠 近 电场 ,直到 两 者 在 空 腔 共振 器 
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中 完全 混合 。 

尽管 在 这 一 章 中 ,我 们 曾 谈 过 的 空 腔 共振 器 都 是 柱 形 盒子 ,但 圆柱 这 个 形状 却 没有 什么 
神秘 之 处 。 任 一 种 形状 的 盒子 都 会 有 对 应 于 电场 和 磁场 的 各 种 可 能 振动 模式 的 共振 频率 。 
例如 ,图 23-17 所 示 的 那个 “ 空 腔 "就 会 有 它 自己 特定 的 一 组 共振 频率 一 一 虽 则 要 把 它 算出 
来 是 相当 困难 的 。 


-了 


“a 


图 23-17 另 一 种 共振 空 腔 


第 24 章 波 导 


8$24-1 传 输 线 


上 一 章 我 们 学 习 过 电路 的 集 总 元 件 在 十 分 高 的 频率 工作 时 所 发 生 的 情况 ,从 而 看 出 
一 个 共振 电路 可 由 场 在 其 中 共振 的 一 个 空 腔 替 代 。 另 一 个 有 趣 的 技术 问题 是 ,要 把 两 个 
物体 连接 起 来 使 得 电磁 能 量 能 在 它们 之 间 传 输 。 在 低频 电路 中 ,这 种 连接 是 由 导线 完成 
的 ,但 这 一 种 方法 在 高 频 时 就 不 怎么 奏效 ,因为 这 种 电路 将 会 把 能 量 辐射 到 周围 的 整个 
空间 中 去 ,从 而 难以 控制 能 量 的 去 向 。 场 将 在 导线 周围 散发 出 去 ,电流 和 电压 不 可 能 由 
导线 很 好 地 “引导 "。 在 这 一 章 中 我 们 要 来 看 看 在 高 频 时 物体 可 能 互相 连接 的 办 法 。 至 
少 , 这 是 一 种 介绍 我 们 课题 的 方式 。 

另 一 种 说 法 是 ,上 面 我 们 讨论 了 在 自由 空间 里 波 的 行为 。 现 在 正 是 搞 清 楚 当 振动 场 被 
局 限 在 一 维 或 多 维 的 空间 里 时 所 发 生 的 情况 的 时 候 。 我 们 将 发 现 一 些 有 趣 的 新 现象 。 当 场 
受到 最 好 的 二 维 限制 而 允许 在 第 三 维 自由 通过 时 ,它们 将 以 波 的 形式 传播 出 去 。 这 些 就 是 
“ 导 波 "一 一 本 章 的 课题 。 

我 们 由 研究 传输 线 的 普遍 理论 着 手 。 那 些 在 旷野 从 一 个 铁塔 到 另 一 个 铁塔 的 输电 线 会 
辐射 出 一 些 功率 ,但 电源 的 频率 (50 一 60 Hz) 竟 是 如 此 之 低 , 以 致 这 种 损失 并 不 严重 。 这 种 
辐射 可 以 用 金属 套 管 包围 导线 而 加 以 防止 ,但 这 一 办 法 对 于 电力 传输 线 来 说 并 不 实际 ,因为 
所 用 的 电压 和 电流 势必 要 求 一 条 十 分 粗 重 而 又 昂贵 的 套 管 。 因 此 ,常用 的 还 是 简易 的 “ 明 线 "。 

对 于 较 高 一 些 的 频率 一 一 比方 说 几 千 赫 一 一 辐射 可 能 已 变 得 严重 。 然 而 , 它 还 是 可 采 
用 诸如 在 短程 电话 接线 中 所 用 的 那 种 * 双 扭 线 "来 降低 的 。 但 是 ,在 更 高 频率 时 ,辐射 立刻 变 
得 难以 忍受 ,这 或 是 由 于 功率 损失 ,或 是 由 于 能 量 在 不 需要 它 出 现 的 其 他 电路 中 出 现 了 。 对 
于 从 几 千 赫 起 至 几 百 兆赫 的 频率 ,电磁 信号 和 功率 往往 采用 在 简 形 “ 外 导体 "或 “屏蔽 物 "之 
内 含有 一 根 导线 的 那 种 同 轴线 来 传输 。 虽 然 我 们 仍 将 仅仅 对 一 根 同 轴线 进行 推导 ,但 下 述 
处 理 办 法 将 适用 于 两 个 互相 平行 的 任何 形状 的 导体 构成 的 传输 线 。 

试 取 一 条 最 简单 的 同 轴线 ,在 其 中 心 处 有 一 个 薄 中 空 圆 简 , 此 外 又 有 与 这 一 内 导体 同 轴 
的 另外 一 个 导体 ,也 是 一 个 薄 简 , 如 图 24-1 所 示 。 一 开始 我 们 用 近似 的 方法 算出 该 同 轴线 
在 相对 低频 时 的 工作 情况 。 当 早先 我 们 讲 到 两 导体 
具有 确定 的 单位 长 度 电感 或 电容 时 ,就 已 经 描述 了 某 
些 低频 行为 。 事 实 上 ,是 可 以 通过 给 出 任何 一 根 传输 
线 的 单位 长 度 电感 L。 和 电容 C。 而 描述 其 低频 行为 
的 。 于 是 ,我 们 就 可 以 将 该 线 当 作 $ 22-6 中 曾 讨论 
过 的 那 种 LC 滤波 器 的 极限 情况 而 加 以 分 析 。 通 过 
图 24-1 一 条 同 轴 传输 线 采用 一 些小 串联 元 件 LAz 和 一 些小 并 联 元 件 CuAz 
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(其 中 Az 是 该 线 中 的 一 个 长 度 元 ) ,可 以 制造 一 个 模拟 传输 线 的 滤波 器 。 利 用 关于 无 限 长 
滤波 器 的 结果 ,可 以 看 到 电场 的 信号 会 沿 着 该 线 传播 。 然 而 ,我 们 现在 并 不 想 遵 循 这 一 途 
径 , 而 宁愿 从 微分 方程 的 观点 来 考察 该 线 。 

妥 设 我 们 要 看 看 沿 传输 线 相 邻 两 点 ,比如 说 距离 线 的 开头 部 分 为 和 z 十 Az 两 点 间 发 
生 的 事情 。 让 我 们 把 这 两 导体 间 的 电势 差 称 为 V(z) ,而 沿 那 根 * 热 "导体 的 电流 称 为 T(x) 
( 见 图 24-2)。 如 果 导 线 中 的 电流 正在 变化 , 则 电感 将 向 我 们 提供 跨越 从 z 至 z 十 Az 那 一 小 
段 导 线 间 的 电压 降 计 为 : 























号 A 

AV =V(z+Az)—V(z) =— Laz d. TF ' 

nn! | Vxtax) 

或 者 , 取 Az 一 0 的 极限 , 则 可 得 i ! .| 

Y=—L, 2 (24.1) ® Ws 
x a 
图 24-2 传输 线 的 电流 和 电压 
这 表明 变化 着 的 电流 产生 了 电压 的 梯度 。 


再 参考 上 图 , 若 在 = 处 的 电压 正在 变化 , 则 必定 有 某 些 电 荷 提供 给 该 区 域 里 的 电容 。 
如 果 我 们 考虑 从 z 至 十 Az 那 一 小 线段 , 则 其 上 的 电荷 为 9 = CuAzV。 这 一 电荷 的 时 间 变 
化 率 为 CAzdV /dz, 但 只 有 在 流入 该 线 元 的 电流 1(z) 不 等 于 从 该 线 元 流出 的 电流 T(z 十 
Arz) 时 电荷 才 出 现 改 变 。 把 这 一 电流 差 称 为 AT, 便 有 


AT 一 一 CAz 和 
若 取 Ax ~ 0 的 极限 ,可 得 
al__ 3aV 
元 = 一 Q 3 (24.2) 


因此 ,电荷 守恒 意味 着 电流 梯度 正比 于 电压 的 时 间 变化 率 。 

于 是 , 式 (24. 1) 和 (24. 2) 就 是 传输 线 的 基本 方程 。 如 果 我 们 乐意 ,可 以 把 它 稍微 修改 一 
下 使 之 包括 导体 中 的 电阻 效应 或 电荷 经 由 导体 之 间 绝 缘 体 的 渗 油 现象 ,但 对 于 眼前 的 讨论 
来 说 我 们 将 只 停留 在 这 个 简单 例子 上 。 

关于 传输 线 的 这 两 个 方程 ,通过 对 其 中 一 个 取 上 的 微 商 ,而 对 另 一 个 取 z 的 微 商 ,再 消 
去 V 或 1, 从 而 把 它们 结合 起 来 。 于 是 ,我 们 就 有 


(24.3) 
或 者 是 
ys (24. 4) 


由 此 我 们 再 次 认识 到 它们 是 在 z 方向 上 的 波动 方程 。 对 一 条 均匀 的 传输 线 来 说 ,电压 
(或 电流 ) 作 为 波 而 沿 该 线 传播 。 沿 线 电压 必然 会 取 V(z, 1) = f(z 一 v4) 或 V(z, 划一 
g(x 十 vt) 或 两 者 之 和 的 形式 。 那 么 速度 v 是 什么 呢 ? 我 们 知道 , 9° /az 项 的 系数 恰好 是 
1 他 ,因而 


v= (24.5) 
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我 们 将 希望 你 们 去 证 明 : 线 里 繁 一 个 波 的 电压 总 会 正比 于 那个 波 的 电流 ,而 比例 常数 刚 
好 等 于 特性 阻抗 z。。 对 于 沿 正 = 向 行进 的 波 分 别称 其 电压 和 电流 为 V+ 和 I , 则 应 该 得 到 


V+= zol. (24.6) 
同 理 ,对 于 一 个 负 z 走向 的 波 其 关系 为 
V-=— wlI. 
特性 阻抗 一 一 正如 过 去 曾 从 滤波 器 方程 中 找到 的 那样 一 一 由 下 式 给 出 ; 


2 一 人 |/ 天， (24.7) 


所 以 是 一 个 纯 电 阻 。 
为 求 得 一 条 传输 线 的 传播 速率 v 及 其 特性 阻抗 z。 ,我 们 必须 知道 单位 长 度 的 电感 和 电 
容 。 对 于 一 条 同 轴 电 缆 来 说 ,是 能 轻而易举 地 把 它们 算出 来 的 ,因而 我 们 会 知道 情况 到 底 怎 


么 样 。 对 于 电感 ,根据 $ 17-8 的 那些 概念 ,并 设 Er 等 于 磁 能 , 则 它 可 以 通过 wc?B? /2 对 


整个 体积 的 积分 而 获得 。 假 定 该 中 心 导 体 载 有 电流 1, 那 么 我 们 知道 , B = TI 人 (2rocr), 其 
中 ~ 为 离 轴 的 距离 。 取 一 厚度 为 dr 而 长 度 为 ! 的 柱 形 壳 作 为 体积 元 , 则 对 于 磁 能 应 有 


2 
0 一 等 | (sr) errdr， 
式 中 a 和 分 别 代表 内 外 两 导体 的 半径 。 算 出 该 积分 ,得 


i (24.8) 





设 这 一 能 量 等 于 去 LT， 就 可 以 求 出 


i 
i 


正如 推测 到 的 那样 , 它 与 线 的 长 度 ! 成 正比 ,因而 单位 长 度 的 自 感 L。 就 是 


工 一 





(24.9) 


已 一 (6 (24.10) 


2reoc“ 
我 们 曾 算出 在 一 柱 形 电 容器 上 的 电荷 ( 见 8 12-2)。 现 在 ,将 该 电荷 除 以 电势 差 , 便 得 
C2xel 





ln (b/a)” 


因而 单位 长 度 的 电容 C。 为 CA。 把 这 个 结果 与 式 (24. 10) 相 结合 , 便 可 知道 乘积 LoC。 恰好 
等 于 1/e ,因而 v= 1/YL。Co 即 等 于 c。 波 以 光速 沿线 向 下 传播 。 必 须 指出 ,这 一 结果 有 束 
于 我 们 所 做 的 如 下 假定 :(a) 在 两 导体 之 间 的 空间 里 并 没有 电介质 或 磁性 材料 存在 ,以 及 (b) 
电流 全 都 是 在 导体 表面 上 通过 的 (对 理想 导体 理 该 如 此 )。 我 们 以 后 还 将 见 到 ,对 于 优良 导 
体 , 当 频 率 高 时 ,一 切 电流 将 像 理想 导体 那样 都 分 布 于 其 表面 上 ,因此 这 个 假定 是 适用 的 。 
眼下 有 趣 的 是 ,只 要 (a) 和 (b) 两 假设 正确 , 则 对 于 任 二 对 平行 导体 一 一 甚至 是 一 根 六 角 
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形 内 导体 放置 在 一 根 椭圆 形 外 导体 中 的 任何 地 方 一 一 积 LoC。 就 等 于 1/c*。 只 要 横 截面 固 
定 不 变 以 及 两 导体 之 间 的 空间 里 没有 材料 , 则 波 以 光速 传播 。 
关于 特性 阻抗 就 不 能 做 出 这 样 的 普遍 表 述 。 对 于 一 根 同 轴线 来 说 , 它 是 
一 ln(b/a) 
呈 2xoc * 
式 中 因子 1 ec) 具有 电阻 的 量 纲 并 等 于 120x Q。 几 何 因子 In(5/a) 仅 以 对 数 的 形式 依赖 
于 同 轴线 的 几何 尺寸 ,因而 就 同 轴线 一 一 和 大 多 数 传输 导线 一 一 而 言 , 这 特性 阻抗 具有 从 
50 9 至 几 百 欧 左右 的 典型 值 。 


(24. 11) 





$24-2 和 矩形 波导 


我 们 将 要 谈 及 的 下 一 个 问题 , 初 看 起 来 ,似乎 是 一 种 令 人 惊奇 的 现象 :如 果 从 同 轴线 中 
抽 去 中 心 导 体 , 它 仍 会 运载 电磁 功率 。 换 句 话说 ,在 足够 高 的 频率 时 ,一 根 空 管子 将 工作 得 
如 同 导线 那样 好 。 这 与 一 种 神秘 的 办 法 有 关 , 即 在 高 频 时 电容 器 和 电感 器 所 构成 的 共振 电 
路 必须 由 一 个 空 盒 来 代替 。 

尽管 当 人 们 把 一 条 传输 线 当 作 一 种 分 布 式 的 电感 和 电容 来 思考 时 ,或 许 是 一 件 引 人 注 
目 之 事 ,但 大 家 都 清楚 ,电磁 波 可 以 沿 一 条 中 空 的 金属 管道 内 部 通过 。 如 果 该 管道 是 笔直 
的 , 则 还 可 以 通过 它 看 到 东西 ! 因此 肯定 ,电磁 波 是 会 通过 管子 的 。 但 我 们 也 知道 ,不 可 能 
使 低频 波 (电力 或 电话 ) 从 一 个 单独 的 金属 管内 部 通过 。 因 此 就 必然 是 : 若 电磁 波 的 波长 足 
够 短 , 才 可 以 从 其 中 通过 。 我 们 要 来 讨论 对 某 一 给 定 大 小 的 管子 能 够 从 其 中 通过 的 最 长 波 
长 (或 最 低频 率 ) 的 极限 情况 。 由 于 这 时 管子 是 用 来 载波 的 ,所 以 它 被 称 为 波导 。 

我 们 将 从 一 矩形 管 开始 ,因为 它 是 待 分 析 的 最 简单 情况 。 起 初 打 算 给 出 一 种 数学 处 理 ， 
以 后 才 回 过 头 来 用 一 种 更 加 基本 的 办 法 来 考察 该 问题 。 然 而 ,这 较 基 本 的 办 法 只 能 轻易 地 
运用 到 一 个 矩形 导管 上 去 。 但 对 任意 形状 的 一 般 导管 ,基本 现象 都 相同 , 故 从 根本 上 来 说 数 
学 论证 基本 上 更 为 可 靠 。 

这 样 ,我 们 的 问题 就 是 要 找 出 在 矩形 管 中 哪 一 
种 波 才 可 以 存在 。 现 在 先 来 选取 某 些 方便 的 坐标 ， 
我 们 选取 z 轴 沿 管 长 方向 ,而 x 和 >y 轴 则 平行 于 管 
的 两 个 侧面 ,如 图 24-3 所 示 。 

我 们 知道 , 当 光 波 沿 着 管道 往 下 传播 时 ,它们 有 
一 横向 电场 ,因此 ,假定 先 来 寻找 垂直 于 = 的 、 比 如 
说 只 有 一 > 分 量 已 , 的 那 一 种 解 。 这 一 电场 在 横 跨 
该 导管 时 会 有 某 种 变化 ,事实 上 ,在 平行 于 y 轴 的 两 
侧 壁 处 它 必须 为 零 ,因为 在 一 导体 中 的 电流 和 电荷 
始终 会 调整 自己 使 得 在 导体 表面 上 不 会 有 切 向 的 电 
场 分 量 。 因 此 ,E, 就 将 随 z 以 某 一 拱 形变 化 ,如 图 
24-4 所 示 。 也 许 它 就 是 我 们 对 空 腔 所 求 出 的 那 种 贝 
塞 尔 函 数 ? 不 ,因为 贝 塞 尔 函 数 必须 是 与 柱 形 几何 
有 关 的 。 对 于 一 个 矩形 的 几何 形状 来 说 , 波 通常 是 图 24-3 对 矩形 波导 所 选取 的 坐标 
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简 谐 函数 ,因而 就 应 该 尝试 某 种 像 sin ,zx 那样 的 东西 。 

既然 我 们 所 想 要 的 是 沿 波导 往 下 传播 的 波 , 那 就 应 该 期 望 , 当 沿 = 方向 行进 时 场 会 在 正 
值 与 负 值 之 间 反 复 变 化 ,如 图 24-5 所 示 的 那样 ,而 这 些 振动 又 将 以 某 一 速度 v 沿 着 波导 传 
播 。 若 我 们 具有 以 某 个 确定 频率 w 的 振动 , 则 会 猜测 到 ,该 波 随 z 的 变化 也 许 会 像 cos (wt 一 
kz) ,或 者 采用 更 为 方便 的 数学 形式 , 则 像 ee““” 那样 。 这 一 种 与 = 的 依存 关系 表示 以 速 
率 v = w/k, 传播 的 波 ( 见 第 1 卷 第 29 章 )。 





位 
| 
1 
| 


8 ol le 
9 ol je 
(a) 


一 一 z 





(b) a x (b) 
图 24-4 在 波导 中 某 一 个 = 值 处 的 电场 图 24-5 在 波导 中 电场 与 = 的 依赖 关系 


因此 ,我 们 也 许 会 猜测 ,导管 里 的 波 可 能 有 如 下 数学 形式 : 
E, = Eosin kzex 9) . (24. 12) 
让 我 们 来 看 一 看 这 猜测 是 否 满足 正确 的 场 方程 。 首 先 ,电场 在 导体 处 不 应 该 有 切 向 分 
量 , 我 们 的 场 满足 这 一 要 求 , 它 垂 直 于 项 面 和 底面 ,并 在 两 侧面 上 为 零 。 噢 , 若 选取 人 使 得 
sin kxz 的 半 周 恰好 与 导管 的 宽度 相符 一 一 也 就 是 只 要 
AQ 一 (24. 13) 
就 行 ,使 侧面 处 的 电场 为 零 还 有 其 他 一 些 可 能 性 ,比如 ka = 2x，3r,… 或 一 般 说 来 ， 
ka = nx, (24.14) 
其 中 是 任 一 整数 。 这 些 就 代表 场 的 各 种 复杂 布局 ,但 在 目前 让 我 们 只 考虑 最 简单 的 情况 ， 
即 = x/a, 其 中 a 为 该 导管 内 部 的 宽度 。 
其 次 ,在 导管 内 部 的 自由 空间 里 E 的 散 度 必须 为 零 ,因为 那里 并 没有 电荷 。E 只 有 一 
个 y 分 量 ,而 这 一 分 量 并 不 会 随 y 变化 ,因而 的 确 有 V * E = 0. 
最 后 ,电场 在 导管 内 部 的 自由 空间 里 必须 与 其 余 的 麦克 斯 韦 方程 都 一 致 。 这 与 它 必须 
满足 下 列 波 方程 是 同一 回 事 : 


二 中 
到 了 本 二 Fb 1 Es (24.15) 


人 aa 和 


我 们 得 看 看 我 们 的 猜测 , 即 式 (24. 12) 是 否 很 好 地 起 作用 。E, 对 z 的 二 次 微 商 正好 是 
一 垦 E,, 对 y 的 二 次 微 商 则 为 零 ,因为 没有 东西 与 y 有 关 。 对 = 的 二 次 微 商 为 一 如 忆 ,, 而 对 
t 的 二 次 微 商 则 为 一 w?*E,。 于 是 ,方程 (24. 15) 表 明 


本 已， 十 好 已， 一 SE, 一 0. 


除非 E, 处 处 为 零 ( 那 并 非 十 分 有 意义 ) ,否则 只 有 下 式 
契 十 由 一 训 二 0 (24. 16) 
E 


才 是 正确 的 。 我 们 已 经 确定 了 &, ,因而 这 个 方程 就 告诉 我 们 ,只 要 与 频率 w 之 间 的 关系 
使 式 (24. 16) 得 到 满足 一 一 换 句 话说 ,只 要 


k=Vo /ce — far, (24.17) 


就 可 能 有 上 面 所 假设 的 那 种 类 型 的 波 。 我 们 刚才 所 描述 的 波 以 这 个 值 在 = 方向 传播 。 
对 于 给 定 的 频率 w, 由 式 (24. 17) 获 得 的 波 数 . 告诉 我 们 波 节 沿 波导 往 下 传播 的 速率 。 
这 个 相 速度 是 
v= 站 (24. 18) 


你 会 记得 ,一 个 行 波 的 波长 是 由 X 二 2xv/w 给 
出 的 ,因而 也 就 等 于 2r Ar, 其 中 hx 是 沿 z 方 
向 的 振动 波长 一 一 即 “导管 波长 "。 当 然 ,导管 波 
长 与 同 频率 的 电磁 波 在 自由 空间 里 的 波长 是 不 同 
的 。 若 把 等 于 2xc /w 的 自由 空间 波长 称 为 4。, 则 
可 将 式 (24. 17) 写 成 


Xo 


Vi 一 (wo 


除了 电场 之 外 ,还 有 磁场 也 随 波 传播 ,但 眼前 
我 们 将 不 操心 去 算出 有 关 磁 场 方面 的 那个 表示 式 。 
由 于 VXB= 9E/3t, 所 以 B 线 将 围绕 那些 39E /9 
值 最 大 的 区 域 旋转 ,也 就 是 说 ,将 围绕 EE 的 极 大 点 
与 极 小 点 中 间 的 区 域 旋 转 。B 的 回路 将 平行 于 zz 
平面 并 位 于 EE 的 峰 与 谷 之 间 , 如 图 24-6 所 示 。 


$24-3 截止 频率 


在 解 方程 式 (24. 16) 以 求 得 和 时 ,实际 应 有 两 个 根 , 一 个 是 正 ,一 个 是 负 。 我 们 应 该 写成 
k=tVe /PE —w /a (24. 20) 
这 两 个 符号 只 是 意味 着 可 能 有 以 负 相 速 (朝向 一 z) 传 播 的 波 ,同样 在 导管 中 也 有 沿 正 向 传播 


= (24.19) 





图 24-6 波导 中 的 磁场 
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的 波 。 自 然 , 波 沿 任 一 方向 传播 都 应 该 是 可 能 的 。 由 于 这 两 种 类 型 的 波 可 以 同时 存在 ,所 以 
就 会 有 驻 波 解 的 可 能 性 。 

有 关 A 的 方程 也 告诉 我 们 , 较 高 的 频率 给 出 较 大 的 &. 值 ,因而 也 就 是 较 短 的 波长 ,一 
直到 w 取 大 的 极限 时 ,k 变 得 等 于 w/c, 它 就 是 我 们 对 自由 空间 里 的 波 所 预期 的 值 。 我 们 通 
过 管子 所 “看 到 "的 光 仍然 以 速率 c 行进 。 但 此 刻 注意 , 若 频率 下 降 , 则 某 些 怪事 会 跟着 发 
生 。 开 始 波长 会 变 得 越 来 越 大 ,但 若 w 降 得 太 小 , 则 式 (24. 20) 中 的 平方 根 内 的 量 突然 变 
负 。 一 旦 w 变 为 小 于 xc /a 或 当 )。 变 得 大 于 2a, 上 述 情况 就 会 发 生 。 换 句 话说 , 当 频 率 
变 成 低 于 某 一 临界 频率 we = xc /a 时 , 波 数 (从 而 4 ) 会 变 成 虚数 ,从 而 不 再 得 到 任何 解 
了 。 难 道真 的 得 不 到 解 了 吗 ? 谁 说 和 必须 是 实数 呢 ? 如 果 确 实 出 现 虚数 , 那 又 该 怎么 办 
呢 ? 场 方程 组 仍旧 被 满足 ,或 许 一 个 虚数 和 也 代表 一 个 波 。 

假设 w 小 于 w., 便 可 以 写成 





k. 二 土 计 '， (24.21) 
其 中 心 是 正 的 实数 , 即 
k’ =Vr ar — wr fe. (24. 22) 
如 果 现 在 回 到 E, 的 表达 式 (24. 12), 则 有 


E, = Eelwrd sink,zr, (24.23) 
这 也 可 以 写成 
E, = Eet**ew'sink,z. (24.24) 
上 述 表达 式 给 出 了 一 个 按 ev 随时 间 振 动 但 却 按照 e:“* 随 = 变化 的 下 场 。 它 作为 一 
个 指数 函数 随 = 平滑 地 减少 或 增加 。 在 我 们 的 推导 中 并 未 对 发 出 波 的 源 有 所 操心 ,不 过 
一 定 有 一 个 源 存在 于 导管 中 某 处。 伴随 万 的 符号 必定 是 使 场 随 着 离开 波源 的 距离 增 大 
而 减 小 的 那个 。 
名 因此 ,对 于 比 w = xc /a 低 的 频率 , 波 并 不 会 沿 
导管 往 下 传播 , 该 振动 场 只 能 透 入 导管 内 仅 达到 
1 人 数量 级 的 距离 。 为 此 ,频率 w 被 称 作 导 管 的 
“截止 频率 "。 考 察 式 (24. 22) 可 知 ,在 频率 仅 稍 低 
于 ws 时 ,是 一 个 小 数值 ,因而 场 可 透 入 导管 内 很 
大 的 距离 。 但 若 w 比 we 小 很 多 , 则 指数 系数 等 
于 x/a, 而 场 便 非 常 迅 速 地 减弱 ,如 图 24-7 所 示 。 





证 一 如 一 和 一 在 距离 等 于 ar 或 在 约 三 分 之 一 宽度 的 距离 内 , 场 
on 减弱 至 1 。 场 从 源 出 来 后 仅 透 入 很 短 距 离 。 
图 24-7 对 于 wu,E, 随 * 的 变化 情况 。 我 们 想 要 强调 对 导 波 进行 分 析 的 一 个 有 趣 特 


点 一 一 即 虚 波 数 和 的 出 现 。 按 正常 情况 ,如 果 在 
物理 学 中 求解 一 个 方程 并 获得 一 个 虚数 , 它 不 具有 任何 物理 意义 。 然 而 ,对 于 波 来 说 ,一 个 
虚数 确实 意味 着 某 种 东西 。 波 动 方程 仍 被 满足 , 它 只 是 意味 着 解答 会 给 出 一 个 指数 式 地 减 
弱 的 场 , 而 不 是 一 个 传播 着 的 波 罢了 。 因 此 ,在 任 一 个 波动 问题 中 , 若 对 于 某 一 频率 上 会 变 
成 虚数 ,这 意味 着 波 的 形式 变 了 一 一 正弦 波 变 成 了 指数 式 衰减 的 场 。 
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$24-4 导 波 的 速率 


上 面 所 用 的 波 速 是 相 速 , 即 波 节 * 的 速率 , 它 是 频率 的 函数 。 若 把 式 (24. 17) 和 (24. 18) 
结合 起 来 , 则 可 写 出 





Ey (24.25) 
fw 


对 于 比 截止 频率 为 高 的 频率 一 一 其 中 存在 行 波 一 一 we /w 小 于 1, 而 wm 为 实数 , 且 会 大 于 光 
速 。 我 们 曾 在 第 1 卷 第 48 章 中 见 到 , 相 速 大 于 光速 是 可 能 的 ,因为 那 不 过 是 波 节 在 运动 而 
不 是 能 量 或 信息 在 运动 。 为 知道 信号 传播 得 多 快 ,我 们 得 算出 由 一 个 频率 的 波 与 另 一 个 或 
更 多 个 频率 稍微 不 同 的 波 互相 干涉 而 形成 的 脉冲 或 调制 波 的 速率 ( 见 第 1 卷 第 48 章 )。 我 
们 已 把 这 样 一 群 波 的 包 络 速率 称 为 群 速度 , 它 不 是 中 大 ,而 是 dw /dk: 


ww 一 斤 (24. 26) 


取 式 (24.17) 对 w 的 微 商 并 颠倒 过 来 以 获得 dw /dk, 就 求 得 


vm = eVI— (wfo)”, (24. 27) 
它 比 光速 要 小 。 
vm 与 vm 的 几何 平均 恰好 就 是 c, 也 即 光速 : 
ut = c?. (24. 28) 
这 很 奇怪 ,因为 我 们 已 在 量子 力学 中 见 过 相似 的 关系 式 了 。 对 于 一 个 具有 任何 速度 一 一 即 
便 是 相对 论 性 的 一 一 的 粒子 ,其 动量 p 与 能 量 U 都 是 这 样 联系 着 的 : 
Ur = pe +met. (24. 29) 
但 在 量子 力学 中 能 量 为 iw ,而 动量 为 故人, 即 等 于 大 &, 因 而 式 (24. 29) 便 可 以 写成 
等 二 下 十 卫生 (24. 30) 
或 
k=Vo /meh, (24. 31) 
这 看 来 十 分 像 式 (24. 17) ,真有 趣 ! 
波 的 群 速度 也 就 是 能 量 沿 导管 传输 的 速率 。 如 果 想 要 求 出 沿 波导 传送 的 能 流 , 则 可 以 从 
能 量 密度 乘 以 群 速度 而 得 到 。 设 电场 的 方 均 根 值 为 E, 则 电场 能 量 的 平均 密度 为 6E /2。 也 


有 一 些 能 量 与 磁场 有 联系 ,我 们 将 不 在 这 里 来 证 明 它 ,但 在 任 一 个 空 腔 或 导管 中 磁 能 与 电能 
始终 相等 ,因而 总 的 电磁 能 量 密 度 为 EE。 于 是 ,由 导管 传输 的 功率 dU /dt 为 


Eabvn (24. 32) 


* 这 里 * 波 节 " 指 的 是 行 波 中 的 波 谷 (或 波峰 ) ,而 不 是 驻 波 中 的 那 种 波 节 。 一 一 译 者 注 
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(我 们 将 在 以 后 看 到 获得 能 流 的 更 普遍 的 方法 ) 。 


$24-5 导 波 的 观测 


能 量 可 借助 某 种 “天线 "耦合 到 波导 中 。 例 如 ,用 一 根 小 小 的 垂直 导线 或 “短线 "就 可 以 。 
导 波 的 存在 可 以 用 一 小 接收 “天 线 " 一 一 仍 可 以 是 一 根 小 短线 或 一 个 小 回路 一 一 来 拾取 某 些 
电磁 能 而 加 以 观测 。 在 图 24-8 中 ,展示 了 切 开 一 部 分 侧 壁 的 波导 管 , 表 明 其 中 装 有 一 根 驱 
动 短 线 和 一 个 拾 波 “探头 ”。 该 驱动 短线 可 以 通过 共 轴 缆 连 接 至 信号 发 生 器 ,而 拾 波 探 头 则 
可 由 一 根 相 似 的 电缆 连接 至 一 检 波 器 。 把 拾 波 探头 通过 一 条 细 长 狭 槽 插入 导管 之 内 往往 较 
方便 ,如 图 24-8 所 示 。 这 样 , 探 头 就 可 以 沿 着 导管 来 回 移动 以 便 在 不 同位 置 对 场 取样 。 


























图 24-8 ”装配 有 驱动 短线 和 拾 波 探头 的 波导 管 


如 果 信号 发 生 器 被 调节 在 大 于 截止 频率 we 的 某 个 频率 w 时 ,那么 就 会 有 波 从 该 驱动 短 
线 出 发 沿 导管 往 下 传播 。 如 果 该 导管 无 限 长 , 则 这 些 波 将 是 唯一 存在 的 波 , 用 一 个 经 过 仔细 
设计 的 吸收 器 使 导管 不 致 从 远 端 发 生 反射 ,从 而 使 有 终端 的 导管 有 效 地 设置 成 具有 上 述 性 
质 的 导管 。 于 是 ,由 于 检 波 器 所 测量 的 是 在 探头 附近 场 的 时 间 平均 值 ,所 以 它 将 检测 到 一 个 
与 沿 导管 位 置 无 关 的 信号 , 它 的 输出 将 与 被 传递 的 功率 成 正比 。 

如 果 现 在 导管 的 远 端 以 某 种 方式 被 封闭 因而 产生 一 个 反射 波 一 一 作为 一 个 极端 例子 ， 
假定 用 一 块 金属 板 来 封闭 它 一 一 则 除了 原来 的 前 进 波 之 外 还 将 有 一 个 反射 波 。 这 两 个 波 将 
互相 干涉 ,在 导管 里 产生 一 个 驻 波 , 它 与 我 们 以 前 曾 在 第 1 卷 第 49 章 中 讨论 过 的 那 种 弦 线 
上 的 驻 波 相似 ,于 是 , 当 拾 波 探头 沿线 移动 时 , 检 波 器 的 读数 就 将 周期 性 地 升降 ,表明 在 驻 波 
的 每 一 个 波 腹 处 场 为 极 大 而 在 每 一 个 波 节 处 场 为 极 小 ,在 相 邻 两 波 节点 (或 波 腹 点 ) 间 的 距 
离 恰 为 4 /2。 这 提供 了 测量 导管 内 波长 的 一 个 方便 的 方法 。 现 在 若 频 率 移 至 接近 于 we 处 ， 
则 两 节点 间 的 距离 增长 ,这 表明 该 导管 波长 是 按照 式 (24. 19) 所 预言 的 而 增 大 了 。 

假设 现在 信号 发 生 器 被 调节 至 稍微 低 于 we 的 一 个 频率 。 那 么 , 当 该 拾 波 探头 沿 导管 往 
下 移动 时 , 检 波 器 的 输出 便 将 逐渐 减弱 。 如 果 频 率 再 度 降低 , 场 强 将 按照 图 24-7 的 曲线 迅 
速 下 降 ,并 表明 波 不 再 传播 出 去 了 。 


$24-6 波导 管 


波导 的 一 种 重要 实际 应 用 就 是 对 于 高 频 功 率 的 传输 ,比如 把 一 个 高 频 振荡 器 或 一 部 雷 
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达 装 置 中 的 输出 放大 器 耦合 至 一 根 天 线 。 事 实 上 ,天线 本 身 往 往 包 括 一 个 抛物 线形 反射 镜 ， 
由 一 个 在 其 末端 张 开 成 “喇叭 口 " 形 状 的 波导 把 沿 导管 而 来 的 波 辐射 出 去 ,并 馈 至 镜 的 焦点 
上 。 尽 管 高 频 电磁 波 可 以 经 由 同 轴 电 缆 传 输 ,但 对 于 传输 大 量 功率 ,波导 较为 优越 。 首 先 ， 
可 以 沿 一 条 缆 线 传输 的 最 大 功率 受到 导体 间 的 绝缘 材料 (固体 或 气体 ) 击 穿 的 限制 。 对 于 给 
定 的 功率 量 ,在 一 导管 内 的 场 强 往往 比 同 轴 电 缆 内 的 弱 , 因 而 在 击 穿 发生 之 前 就 可 在 其 中 传 
送 较 大 的 功率 。 其 次 , 同 轴 电 缆 中 的 功率 损耗 往往 比 在 波导 管内 的 大 。 在 同 轴 电 缆 内 必须 
有 用 以 支持 该 中 心 导 体 的 绝缘 材料 ,而 在 这 一 材料 中 便 有 能 量 损耗 一 一 特别 是 在 高 频 上 。 
并 且 , 在 同 轴 电 缆 的 中 心 导体 上 电流 密度 很 高 ,而 由 于 损耗 是 随 电 流 密度 的 平方 增 大 的 , 因 
而 出 现在 导管 壁 上 的 较 低 电流 就 会 导致 较 小 的 能 量 损耗 。 为 确保 损耗 最 小 ,导管 内 壁 往往 
是 用 一 种 诸如 银 的 高 电导 率 材料 电镀 的 。 

凡 在 有 波导 存在 的 “电路 "中 ,连接 的 问题 与 在 低频 时 相应 的 电路 问题 大 不 一 样 , 这 种 连 
接 常 称 为 微波 “衔接 "法 。 为 此 目的 许多 特殊 器 件 已 经 发 展 起 来 。 例 如 ,两 节 波 导 往往 是 经 
由 凸 缘 接 头 互相 连接 的 ,这 可 由 图 24-9 中 看 出 。 然 而 , 像 这 样 的 连接 会 导致 严重 的 能 量 损 
耗 ,因为 那些 表面 电流 必然 流 经 接口 ,而 那里 可 能 有 相对 高 的 电阻 。 避 免 这 种 损耗 的 一 种 办 
法 是 制造 截面 如 图 24-10 所 示 的 那 种 凸 缘 接头 。 在 导管 的 相 邻 两 节 间 留 下 一 点 空隙 ,而 在 
其 中 一 个 凸 缘 接头 上 则 刻 有 一 条 槽 沟 以 便 造成 一 个 如 图 23-16(c) 所 示 的 那 种 小 空 腔 。 适 
当地 选取 这 个 空 腔 的 大 小 尺寸 使 它 能 在 所 采用 的 频率 发 生 共振 。 这 一 共振 腔 对 于 电流 会 呈 
现 一 个 高 “阻抗 ”, 因 而 流 经 该 金属 接口 (图 24-10 中 的 a 处 ) 的 电流 就 相对 地 小 。 导 管 里 的 大 
电流 只 是 对 该 空隙 (图 中 的 5 处 ) 的 “电容 "充电 及 放电 而 已 ,因而 那里 仅 有 少量 的 能 量 损耗 。 











图 24-9 几 段 波导 由 凸 缘 接 头 互相 连接 图 24-10 两 节 波导 间 的 低 损耗 连接 


假设 你 想 要 在 某 一 处 截断 一 波导 管 使 得 不 会 形成 反射 波 ,那么 ,你 就 必须 在 其 末端 安置 
一 种 模拟 一 根 无 限 长 导管 的 东西 。 你 需要 有 一 个 对 于 导管 的 作用 就 像 特性 阻抗 对 于 传输 线 
的 作用 那样 的 “终端 "一 一 对 到 达 之 波 仅 有 吸收 而 不 产生 反射 的 一 种 东西 。 此 时 该 导管 将 起 
着 仿佛 永远 接续 下 去 的 作用 。 像 这 样 的 终端 是 通过 在 该 导管 中 放 进 某 种 经 过 精心 设计 的 电 
阻 材料 的 劈 形 物 制 成 的 。 它 被 用 来 吸收 波 的 能 量 使 得 几乎 不 产生 任何 反射 波 。 

如 果 你 想 要 把 三 件 东西 一 一 例如 一 个 源 与 两 个 不 同 的 天 线 一 一 互相 连接 起 来 ,那么 你 
就 可 用 一 个 像 图 24-11 所 示 的 那 种 “T”" 形 波导 来 完成 。 在 这 个 “T” 形 管 中 心 截 口 狗 入 的 功 
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率 会 被 分 开 经 由 两 条 侧 熙 流出 (可 能 还 有 一 些 反 射 波 )。 从 图 24-12 的 简略 图 示 中 你 可 以 定 
性 地 看 出 ,当场 到 达 该 输入 截 口 的 末端 时 就 会 扩散 开 来 并 形成 电场 ,该 电场 会 使 波 在 该 两 各 
中 开始 传播 出 去 。 在 接合 处 的 这 些 场 会 约略 如 图 24-12(a) 或 (b) 所 示 ,具体 要 视 导管 里 的 
电场 是 与 该 ^T" 形 管 的 “ 顶 "平行 还 是 垂直 而 定 。 
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图 24-11 “T" 形 波导 管 (在 凸 缘 接头 处 配 图 24-12 在 一 “T" 形 波导 中 关于 两 种 可 
备 有 塑料 端 帽 , 以 保持 当 这 个 “T" 形 导 能 取向 的 电场 


管 不 用 时 内 部 清洁 ) 


最 后 ,我们 想 要 描述 一 种 称 为 “ 单 向 耦合 器 "的 器 件 , 这 对 于 在 你 已 经 连接 好 一 个 复 
杂 的 波导 布局 之 后 要 讲 出 到 底 发 生 了 什么 是 非常 有 用 的 。 假 设 你 想 知道 在 波导 的 某 一 
特定 截 口 处 波 朝 哪 一 方向 行走 一 一 例如 ,你 或 许 会 怀疑 是 否 存在 一 强 反 射 波 。 若 导管 里 
的 波 是 沿 某 一 方向 行走 ,这 单 向 耦合 器 就 会 从 其 中 吸取 一 小 部 分 功率 ,但 若 波 是 朝 另 一 
方向 行走 , 则 不 能 取出 任何 功率 。 通 过 把 这 个 耦合 器 的 输出 连接 到 一 个 检 波 器 上 ,你 就 
能 够 测 得 导管 中 的 “ 单 向 "功率 。 

图 24-13 是 单 向 耦合 器 的 简 图 , 沿 着 一 段 波导 AB 的 一 个 面 上 焊接 上 另 一 段 波导 CD 。 
波导 CD 被 弯 开 以 便 有 可 以 安置 凸 缘 接口 的 地 方 。 
在 把 这 两 个 波导 焊接 在 一 起 之 前 ,要 在 每 一 波导 上 
钻 通 两 个 (或 者 更 多 个 ) 洞 (借以 互相 耦合 ) ,以 便 使 
主 波导 AB 中 的 一 些 场 可 被 耦合 至 副 波 导 CD 中 
去 。 每 个 洞 起 着 小 天 线 的 作用 ,以 致 在 副 波导 中 产 
生出 波 来 。 要 是 只 有 一 个 洞 , 波 会 在 两 个 方向 上 被 
送出 ,而 且 不 管 波 在 原 导 管 中 走 哪个 方向 都 应 该 相 
图 24-13 单 向 耦合 器 同 。 但 当 存 在 间隔 等 于 导管 波长 的 四 分 之 一 的 两 
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个 洞 时 ,它们 就 会 形成 相位 差 90" 的 两 个 源 。 你 是 否 还 记得 ,在 第 1 卷 第 29 章 中 讨论 过 空间 
相距 4 有、 而 在 时 间 上 激发 相位 超过 90 的 两 根 天 线 发 出 的 波 引起 的 干涉 ? 我 们 曾 发 现 ,这 
两 波 在 一 个 方向 上 相 减 而 在 相反 方向 上 相 加 。 相 同 的 事情 也 将 在 这 里 发 生 。 导 管 CD 中 所 
产生 的 波 与 在 AB 中 的 波 会 有 相同 的 传播 方向 。 

如 果 在 主导 管 中 波 正 从 A 向 B 传播 , 则 在 副 导 管 的 输出 口 D 处 将 会 有 一 个 波 。 若 在 
主导 管 中 的 波 是 从 B 传 向 A, 则 将 有 一 个 波 朝 副 导 管 的 C 端 传播 。 但 这 一 端 却 已 装配 成 一 
终端 ,因而 波 将 被 吸收 ,于 是 在 该 耦合 器 的 输出 口 处 就 不 存在 波 了 。 


$24-7 波导 模式 


由 我 们 选择 出 来 而 正在 加 以 分 析 的 波 乃 是 场 方程 组 的 一 个 特 解 。 此 外 还 有 许多 其 他 的 
解 ,每 个 解 称 为 一 种 波导 “ 模 "。 例 如 ,上 面 讨论 的 场 

与 x 的 依赖 关系 不 过 是 正弦 波 的 半 周 。 还 存在 同样 下 

好 的 具有 全 周 的 解 ,这 时 E, 随 z 的 变化 将 如 图 24- 
14 所 示 。 这 种 模式 的 和 是 前 一 种 的 二 倍 , 因 而 截止 
频率 就 高 得 多 了 。 并 且 , 在 我 们 所 已 学 习 过 的 波 中 瑟 
只 有 一 个 y 分 量 ,但 此 外 还 有 包含 更 复杂 电场 的 其 他 
模 。 若 电场 只 有 xz 和 y 分 量 一 一 因而 总 场 始终 与 = 
方向 正 交 一 一 则 这 种 模 称 为 “ 横 电 "(或 TE) 模 。 这 
种 模 的 磁场 总 会 有 一 个 < 分 量 。 事 实证 明 , 若 E 有 一 
个 = 分 量 ( 沿 传播 方向 ), 则 磁场 始终 只 有 横向 分 量 
因此 这 种 场 就 称 为 横 磁 (TM) 模 。 对 于 一 个 矩形 导管 
来 说 ,所 有 其 他 模 比 起 上 述 那 种 简单 的 TE 模 来 具有 
较 高 截止 频率 。 因 此 ,就 有 可 能 一 而且 也 经 党 
是 一 一 采用 一 个 其 中 频率 只 比 这 一 最 低 波 模 的 截止 
频率 为 高 而 比 其 他 一 切 截止 频率 都 较 低 的 导管 ,以 便 
仅 有 这 么 一 种 模 能 够 传播 。 不 然 的 话 , 波 的 行为 就 会 ” 图 24-14 另 一 种 可 能 的 已 随 z 变化 
变 得 复杂 而 且 更 难于 控制 了 。 的 情况 





(b) 


$24-8 另 一 种 看 待 导 波 的 方法 


现在 要 让 你 看 看 另 一 种 理解 波导 行为 的 方法 , 即 为 什么 波导 对 比 其 截止 频率 w 低 的 那 
些 频率 会 使 场 迅 速 衰减 。 这 样 对 于 波导 在 高 、 低 频 之 间 行 为 之 所 以 会 突然 变化 ,你 将 有 一 个 
更 为 “形象 化 "的 概念 。 对 于 一 个 矩形 波导 来 说 ,通过 利用 在 导管 壁 上 的 反射 或 镜像 法 对 场 
的 分 析 ,我 们 能 够 做 到 这 点 。 然 而 ,这 种 办 法 只 对 和 矩形 波导 有 效 , 这 就 是 为 什么 我 们 要 从 较 
多 数学 上 的 分 析 开始 ,因为 它 在 原则 上 对 任何 形状 的 波导 都 适用 。 

对 于 上 面 已 描述 过 的 模 , 垂 直方 向 的 尺寸 大 小 ( 即 y 值 ) 不 会 引起 任何 效应 ,因而 可 略 
去 该 导管 的 项 和 底 , 并 想象 导管 乃 是 在 垂直 方向 上 延伸 至 无 限 远 的 。 于 是 ,可 设想 导管 仅 由 
两 块 相 距 为 a 的 垂直 板 组 成 。 
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假定 场 源 是 一 根 放 在 导管 中 间 的 垂直 方向 的 导线 ,这 根 线 中 载 有 以 频率 w 振动 着 的 电 
流 。 在 不 存在 导管 壁 的 情况 下 , 像 这 样 的 导线 会 辐射 出 柱 面 波 。 

现在 ,考虑 导管 壁 都 是 理想 导体 。 这 样 ,如 同 在 静电 学 中 一 样 , 若 我 们 对 于 该 导线 的 场 
再 加 上 一 个 或 更 多 个 适当 的 镜像 导线 的 场 , 则 在 壁面 处 的 那些 条 件 将 是 正确 的 。 关 于 镜像 
的 概念 ,在 电动 力学 中 ,正如 同 在 静电 学 中 一 样 ,也 都 适用 ,当然 要 把 推迟 效应 也 包括 进去 。 
我 们 都 明白 那 是 真 的 ,因为 经 常见 到 镜子 会 产生 光源 的 像 。 而 对 于 光 频 波段 的 电磁 波 来 说 ， 


波导 


图 24-15 放 在 两 面 导 体 壁 W, 和 Ws 之 间 
的 线 源 Sv 。 这 两 面壁 可 以 由 一 个 无 穷 序列 


一 面 镜 子 正好 是 一 块 “理想 "导体 。 

现在 让 我 们 取 一 个 水 平 截面 ,如 图 24-15 所 
示 , 其 中 W, 和 W 是 导管 的 两 个 壁 ,而 S, 则 是 那 
根源 导线 。 我 们 称 这 根 导线 里 的 电流 方向 为 正 。 
现在 假如 仅 有 一 面壁 ,比方 说 W, ,我 们 可 以 把 它 
除去 ,只 要 在 那 标明 为 S, 的 地 方 放置 一 个 (具有 
相反 极 性 的 ) 像 源 。 但 由 于 存在 两 面壁 ,所 以 在 壁 
W， 中 也 将 有 S。 的 像 , 将 其 标明 为 像 5;。 这 个 像 
源 也 将 在 W, 中 造成 一 个 像 , 叫 它 做 S,。 现 在 5 
和 Ss 两 者 都 将 在 W, 中 在 标明 为 S 和 S 的 位 置 
上 各 有 其 像 ,如 此 等 等 。 对 于 中 间 有 一 个 源 的 两 
个 平面 导体 来 说 ,其 场 与 由 排列 成 一 条 直线 、 彼 此 
相隔 各 为 a 的 无 限 多 个 源 所 产生 的 场 相同 (这 事 
实 上 就 恰 如 你 在 观察 置 于 两 平行 平面 镜 中 间 的 一 


的 像 源 代替 根 线 时 所 会 看 到 的 那样 )。 为 了 使 在 两 壁 处 的 场 
为 零 ,在 像 上 的 那些 电流 极 性 必须 从 一 个 像 至 另 
一 个 像 交 震 地 改变 着 。 换 句 话 说 ,它们 的 振动 存在 180 "的 相位 差 。 于 是 ,该 波导 场 就 恰好 
是 这 种 无 限 多 个 线 源 产生 的 场 的 得 加 。 

如 果 靠近 那些 源 , 场 就 很 像 是 个 静 场 。 在 $7-5 中 曾经 考虑 过 由 一 排 杨 形 线 源 所 产生 
的 静 场 ,并 求 得 除 随 着 与 杨 的 距离 指数 式 地 减弱 的 那些 项 外 ,这 个 场 好 像 一 块 带 电 平 板 产生 
的 场 。 这 里 平均 源 强 为 零 ,因为 从 一 个 源 至 下 一 个 源 的 符号 交替 地 改变 。 任 何 存在 的 场 会 
随 距 离 做 指数 式 的 减弱 。 在 靠近 源 时 ,所 见 到 的 场 主要 是 来 自 最 接近 的 源 , 在 较 远 处 ,许多 
源 都 会 做 出 贡献 ,因而 它们 的 平均 效果 便 是 零 了 。 因 此 ,现在 我 们 明白 为 什么 在 低 于 其 截止 
频率 时 波导 会 给 出 一 个 按 指数 衰弱 的 场 。 特 别 是 在 低频 上 ,这 静态 近似 表现 得 很 好 ,因而 它 
预言 场 会 随 距 离 的 增 大 而 迅速 减弱 。 

现在 ,我 们 却 面临 一 个 相反 问题 :为 什么 波 真 的 会 传播 呢 ? 那 是 个 神秘 部 分 ! 原因 是 ， 
在 高 频 时 场 的 推迟 会 在 相位 上 引进 一 个 附加 改变 ,使 得 来 自 那 些 异 相 的 源 的 场 相 长 而 不 是 
相 消 。 事 实 上 , 正 是 为 了 这 一 问题 ,我 们 在 第 1 卷 第 29 章 中 已 学 习 过 由 一 个 天 线 阵 或 一 个 
光栅 所 产生 的 场 , 当 几 根 无 线 电 天 线 被 适当 排列 时 ,它们 就 能 提供 一 种 干涉 花样 ,使 得 在 某 
一 方向 有 强 信号 而 在 另 一 方向 则 没有 信号 。 

假设 回 到 图 24-15 并 观察 从 那 一 列 像 源 到 达 远 处 的 场 。 只 有 在 某 些 由 频率 决定 的 方 
向 一 一 只 有 在 来 自 所 有 一 切 源 的 场 因 同 相 相 加 的 那些 方向 一 一 场 才 会 最 强 。 在 与 源 有 适当 
距离 处 , 场 在 这 些 特殊 方向 才 作 为 平面 波 传播 。 我 们 在 图 24-16 中 对 这 一 种 波 画 出 了 示意 
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图 ,其 中 实 线 代表 波峰 而 虚线 表示 波 谷 。 波 的 传播 方向 将 是 这 样 的 一 个 方向 ,在 这 个 方向 两 
相 邻 源 到 达 波峰 的 推迟 时 差 等 于 半 个 振动 周期 。 换 句 话说 ,图 中 的 r; 与 m 之 差 是 自由 空 
间 波 长 的 一 半 : 


于 是 角度 0 就 由 下 式 给 出 : 
sing = 知 . (24. 33) 








图 24-16 来 自 一 列 线 源 的 一 组 相干 波 图 24-17 波导 场 可 以 视 作 两 列 平面 波 的 番 加 


当然 ,还 有 另 一 组 波 以 相对 于 该 列 线 源 对 称 的 角度 向 下 传播 。 整 个 波导 场 (不 要 太 靠近 
源 ) 就 是 这 两 组 波 的 屋 加 ,如 图 24-17 所 示 。 当 然 ,只 有 在 该 波导 的 两 壁 之 间 那 实际 的 场 才 
会 真 的 是 这 样 。 

比如 在 A 和 C 那些 点 ,两 种 波形 的 峰 相 重合 ,因而 场 就 有 一 个 极 大 值 ;比如 在 B 那 种 
点 ,两 波 都 有 负 峰 值 ,因而 场 会 有 一 个 极 小 值 (最 大 负 值 )。 当 时 间 向 前 推移 时 ,导管 里 的 场 
会 表现 出 以 波长 le 一 一 等 于 从 A 至 C 的 距离 一 一 沿 导 管 传播 。 这 一 距离 与 角 的 关系 为 


ceosb 一 和 . (24. 34) 


利用 关于 9 的 式 (24. 33) , 便 可 得 到 


pe (24. 35) 


sos6 VI RBar 


这 恰好 就 是 上 面 我 们 在 式 (24. 19) 中 所 求 得 的 。 
现在 明白 了 为 什么 只 有 在 超过 截 频 w 时 才 会 有 波 传播 。 如 果 自 由 空间 波长 大 于 2a， 
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则 波 不 能 在 如 图 24-16 所 示 的 那 种 角度 出 现 。 当 4。 降 至 2a 以 下 或 当 w 升 至 w。= xc 人 以 
上 时 ,所 需 的 相 长 干涉 才 会 突然 出 现 。 


若 频 率 足够 高 , 则 波 将 出 现 的 方向 就 可 能 有 两 个 或 更 多 个 。 如 果 js 到 a, 则 上 述 情 


况 就 会 发 生 。 然 而 ,一 般 说 来 ,这 也 可 能 发 生 在 %。 二 时 。 这 些 附 加 波 相当 于 我 们 提 到 过 
的 那些 较 高 的 波导 模 。 

通过 上 述 分 析 我 们 也 已 弄 清楚 为 什么 导 波 的 相 速度 会 大 于 c, 以 及 为 什么 这 一 速度 会 
依赖 于 w。 当 w 改 变 时 ,图 24-16 中 的 自由 波 角度 会 跟着 发 生变 化 ,从 而 沿 导管 的 速度 也 就 
变 了 。 

虽然 已 经 把 导 波 描 写成 无 限 多 个 线 源 的 阵列 之 场 的 全 加 ,但 是 只 要 设想 有 两 组 自由 空 
间 的 波 在 两 面 理想 平面 镜 之 间 不 断 地 被 往复 反射 一 一 记 住 反 射 意味 着 周 相 的 反 转 一 一 我 们 
便 会 得 到 这 相同 的 结果 。 这 些 反射 波 组 ,除非 刚好 按照 式 (24. 33) 所 给 出 的 那个 角度 9 在 传 
播 ,否则 彼此 完全 互相 抵消 。 因 此 考虑 同一 事物 存在 着 许多 方法 。 





第 25 章 ”用 相对 论 符号 表示 的 电动 力学 


在 这 一 章 中 :< 二 1 














$25-1 四 维 矢 量 


现在 来 讨论 狭义 相对 论 在 电动 力学 中 的 应 用 。 由 于 已 在 第 1 卷 的 15 至 17 章 中 学 习 过 
狭义 相对 论 ,因而 我 们 在 此 只 要 很 快 地 温习 一 下 基本 概念 。 

在 实验 上 已 经 发 现 :如 果 我 们 以 匀速 运动 , 则 物理 规律 不 会 改变 。 你 不 可 能 区 别 你 是 
否 处 于 一 条 以 匀速 沿 直线 航行 的 宇宙 飞船 中 ,除非 你 从 飞船 中 向 外 观望 ,或 至 少 得 做 一 
种 与 外 界 有 关 的 观测 。 我 们 写 出 的 任何 正确 的 物理 定律 都 必须 安排 得 使 自然 界 的 这 一 
事实 成 为 其 中 的 固有 部 分 。 

设 存在 两 个 坐标 系 , 其 中 一 个 S' 系 在 z 方向 上 以 速率 v 相对 于 另 一 个 S 系 而 做 匀速 运 
动 , 这 两 个 坐标 系 的 空间 与 时 间 之 间 的 关系 由 洛 伦 兹 变换 式 给 出 : 





(25.1) 





物理 定律 必须 是 这 样 的 :在 经 过 了 洛 伦 兹 变换 之 后 ,该 定律 的 新 形式 看 来 刚好 像 其 旧 形式 。 
这 恰恰 同 物理 定律 与 坐标 系 的 取向 无 关 的 原理 相似 。 在 第 1 卷 第 11 章 中 ,我 们 已 看 到 ,要 
从 数学 上 描写 物理 过 程 对 于 转动 的 不 变性 ,其 办 法 是 利用 矢量 来 写 出 方程 式 。 
例如 , 若 有 两 矢量 
A=(A,, A,, A.) 和 B= (B,, B,, B.), 


我 们 曾 发 现 其 组 合式 
A:B=A.B.+A,B,+A.B. 


如 果 对 转动 的 坐标 系 进行 变换 ,是 不 变 的 。 因 此 我 们 知道 , 若 在 一 个 方程 式 的 两 边 都 有 像 
4 B 这 一 类 的 标识 , 则 这 方程 在 所 有 转动 坐标 系 中 都 会 有 完全 相同 的 形式 。 我 们 也 曾 发 现 
过 这 么 一 个 算 符 ( 见 第 2 章 ): 
a 39 9 
v= ( 立 ' 萝 ' 元) 


当 作 用 于 一 标量 函数 时 , 它 会 给 出 像 一 个 矢量 那样 变换 的 三 个 量 。 利 用 这 一 算 符 我 们 曾 定 
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义 过 梯度 ,而 与 其 他 矢量 相 组 合 时 也 曾 定义 过 散 度 与 拉 普 拉 斯 算 符 。 最 后 还 发 现 , 取 两 矢量 
的 各 对 分 量 之 积 并 求 和 ,可 能 得 到 三 个 新 的 量 ,其 行为 像 一 个 新 的 矢量 。 我 们 曾 称 它 为 两 矢 
量 的 叉 积 。 然 后 ,又 利用 算 符 V 做 叉 积 ,定义 了 矢量 的 旋 度 。 
由 于 我 们 会 经 常 回 过 去 参考 矢量 分 析 中 

表 25-1 三 维 矢量 分 析 中 重要 的 量 和 重要 运算 ”所 曾 做 过 的 事情 ,因此 就 把 过 去 用 过 的 三 维 空 
间 中 所 有 重要 的 矢量 运算 的 摘要 罗列 在 表 
25-1 上 。 这 里 的 要 点 在 于 ,必须 将 物理 学 方 
程 写 得 能 使 其 两 边 在 坐标 系 转动 时 以 相同 的 
方式 变换 。 如 果 一 边 是 矢量 , 则 另 一 边 也 必须 
是 矢量 ,以 便 在 坐标 系 转动 后 方程 两 边 将 以 完 
全 相同 的 方式 一 起 改变 。 同 理 , 若 一 边 是 标 
量 , 则 另 一 边 也 应 该 是 标量 ,因而 当 转 动 坐标 
系 时 两 边 都 不 应 当 有 任何 改变 ,等 等 。 

现在 ,在 狭义 相对 论 的 情况 下 ,时 间 和 空间 不 可 分 割地 混在 一 起 ,因而 就 必须 对 四 维 做 
出 类 似 的 事情 。 我 们 希望 所 得 的 方程 不 仅 对 于 转动 会 保持 不 变 ,而 且 对 于 任何 惯性 参照 系 
也 是 如 此 。 这 意味 着 ,方程 式 在 经 历 了 式 (25. 1) 的 洛 伦 兹 变换 后 应 该 不 变 。 本 章 的 目的 就 
是 要 向 你 们 说 明 如 何 才能 做 到 这 一 点 。 然 而 ,在 开始 之 前 ,还 要 做 一 件 将 使 我 们 的 工作 轻松 
得 多 (也 会 减少 某 些 混乱 ) 的 事情 。 这 就 是 选取 长 度 和 时 间 单 位 使 得 光速 c 等 于 1。 你 可 以 
把 这 看 作为 把 时 间 单位 选取 为 光 行走 1 m 所 需 的 时 间 ( 约 为 3 X 10*s)。 我 们 甚至 可 以 叫 这 
个 时 间 单 位 为 一 米 "。 采 用 这 种 单位 ,一 切 方程 会 更 明显 地 呈现 出 空 时 对 称 性 。 并 且 ,所 有 
的 < 将 不 再 出 现在 我 们 的 相对 论 方程 式 中 (如 果 你 对 此 觉得 麻烦 的 话 , 你 始终 可 用 ct 代替 
每 一 个 上, 或 一 般 说 来 ,通过 在 那些 需要 使 方程 的 量 纲 表 现 得 正确 的 地 方 添加 一 个 <, 即 把 “ 
再 放 回 到 任 一 个 方程 中 去 )。 有 了 这 个 约定 ,我们 就 准备 开始 工作 。 我 们 的 计划 是 要 在 四 维 
空 时 中 做 出 曾 用 矢量 在 三 维 中 所 做 过 的 所 有 事情 。 这 诚然 是 一 场 十 分 简单 的 游戏 ,我 们 只 
是 根据 类 比 来 做 工作 罢了 。 唯 一 真正 的 复杂 性 是 符号 的 表示 方法 (在 三 维 时 已 用 尽 了 矢量 
符号 ) 以 及 符号 的 一 个 轻微 扭曲 。 

首先 ,通过 与 三 维 中 的 矢量 的 类 比 ,定义 一 个 四 维 矢量 为 a,, a:, a,, a: 一 组 的 四 个 量 ， 
当 我 们 变换 运动 坐标 系 时 ,这 些 量 会 像 :, zx，y, z 那样 变换 。 对 于 四 维 矢量 人 们 使 用 几 种 
不 同 的 符号 表示 方法 。 人 们 会 写成 a,, 这 指 的 是 四 个 数 (a,, a:, a,, a:) 的 一 组 一 一 换 句 
话说 ,该 下 脚 标 p 可 以 取 t, xz, y, z 各 “ 值 "。 有 时 由 一 个 三 维 矢量 来 指明 它 的 三 个 空间 分 
量 , 即 像 (a,, a) 那样 ,也 会 很 方便 。 

我 们 已 碰 到 过 一 个 四 维 矢量 , 它 由 粒子 的 能 量 和 动量 组 成 (第 1 卷 第 17 章 ) ,在 新 符号 
表示 法 中 我 们 把 它 写成 





p» = (E, p), (25.2) 


这 意味 着 该 四 维 矢量 p, 是 由 粒子 的 能 量 及 其 三 维 矢 量 p 的 三 个 分 量 所 构成 的 。 

看 来 似乎 这 场 游戏 的 确 十 分 简单 一 一 对 于 物理 学 中 每 一 个 三 维 矢量 ,我 们 必须 做 的 全 
部 事情 就 在 于 找 出 其 余 的 一 个 分 量 该 是 什么 ,从 而 就 有 一 个 四 维 矢量 了 。 为 了 弄 清楚 事实 
并 不 是 那么 回 事 , 试 考虑 速度 矢量 , 它 的 分 量 是 
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= 
“Bs 


试问 : 那 时 间 分 量 是 什么 ? 赁 本 能 就 应 能 够 提供 正确 的 答案 。 由 于 四 维 矢量 都 像 :, x，y， 
z 那样 ,我 们 就 会 猜测 到 其 时 间 分 量 为 


vs 


w= 全 =1 


这 是 错 的 。 原 因 是 , 当 我 们 做 洛 伦 兹 变换 时 在 每 个 分 母 中 的 : 并 非 是 不 变量 。 虽 然 为 构成 
一 个 四 维 矢量 ,那些 分 子 都 具有 正确 的 行为 ,但 在 各 个 分 母 中 的 di 却 把 事情 搞 坏 了 , 它 并 不 
是 对 称 的 ,而 且 在 两 个 不 同系 统 中 是 不 相同 的 。 

事实 证 明 , 只 要 各 除 以 WI 一 丈 , 上 面 所 写 下 的 四 个 “速度 "分 量 将 成 为 四 维 矢量 的 分 
量 。 我 们 能 够 看 出 那 是 正确 的 ,因为 如 果 从 动量 四 维 矢量 出 发 : 





mo moy )， (25.3) 


如 = (E, p) 一 re 
并 用 四 维 中 不 变 的 标量 静止 质量 m。 来 除 它 , 便 有 





1 » 
a C5 


这 必然 仍 是 一 个 四 维 矢量 (用 一 个 不 变 标量 来 除 ,并 不 会 改变 变换 性 质 )。 因 此 ,就 可 由 下 式 
定义 一 个 “速度 四 维 矢量 "w, : 











au 一 ys 
i > (25.5) 
| 访 沁 和 
7 


这 个 四 维 速度 是 一 个 有 用 的 量 ,例如 ,可 以 写 出 
pr = mou,. (25.6) 


这 是 相对 论 中 正确 的 方程 都 必须 具有 的 那 一 种 典型 形式 , 式 的 每 一 边 都 是 一 个 四 维 矢 量 ( 右 
边 是 一 个 不 变量 乘 以 一 个 四 维 矢量 , 那 仍然 是 一 个 四 维 矢 量 )。 


$25-2 标 积 
还 可 以 讲 ,在 坐标 系 转动 下 从 原点 至 某 一 点 的 距离 不 变 乃 是 生活 中 的 一 项 巧遇 。 这 意 
味 着 在 数学 上 = xz? 十 y 十 是 一 个 不 变量 。 换 句 话说 ,在 经 过 了 转动 之 后 , 六 二 或 
2 十 站 三 江 十 六 十 才 。 
现在 的 问题 是 :在 洛 伦 兹 变换 下 是 否 也 有 一 个 相似 的 不 变量 ? 有 的 。 从 式 (25. 1) 可 以 看 出 
x= 


除了 它 有 赖 于 zx 方向 的 特殊 选择 之 外 , 那 是 很 好 的 不 变量 。 若 再 减 去 了 和 x 便 能 把 这 个 


344 | 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 一 - i 


问题 解决 了 。 于 是 ,任何 洛 伦 兹 变换 加 转动 都 会 使 这 个 量 保持 不 变 。 因 此 ,与 三 维 中 的 王 
相 类 似 的 量 ,在 四 维 中 为 
Et 

这 是 在 所 谓 “ 完 整 洛 伦 效 群 "一 一 意 指 恒 速 平 动 和 转动 二 者 都 进行 的 那 种 变换 一 一 下 的 一 个 
不 变量 。 

现在 ,由 于 这 个 不 变性 是 仅仅 依赖 于 式 (25. 1) 的 变换 法 则 一 一 再 加 上 转动 一 一 的 一 个 
代数 问题 , 它 对 于 任 一 个 四 维 矢量 都 是 正确 的 (根据 定义 ,它们 都 做 同样 的 变换 )。 因 此 ,对 
于 一 个 四 维 矢量 a, 来 说 , 便 有 

一 02 一 0 一 上 2 =a—a—a—a,. 

我 们 叫 这 个 量 为 四 维 矢量 a, 的 “长 度 "的 平方 (有 时 人 们 将 所 有 各 项 的 符号 都 改变 而 叫 a 十 
十 a 一 a? 为 长 度 的 平方 ,因而 你 得 要 小 心 对待 ) 。 

现在 如 果 有 两 个 矢量 a, 和 6, ,它们 的 相应 分 量 按 相同 的 方式 变换 , 则 这 个 组 合 

ad — asb: — ayb, — asb: 


也 是 一 个 不 变 ( 标 ) 量 (事实 上 ,在 第 1 卷 第 17 章 中 对 此 已 有 过 证 明 )。 很 明显 ,这 一 表示 式 
与 矢量 的 点 积 很 相似 。 实 际 上 ,我 们 将 称 之 为 两 个 四 维 矢 量 的 点 积 或 标 积 。 把 它 写成 w ， 
入 使 得 看 来 像 个 点 积 ,似乎 该 合乎 逻辑 。 可 是 ,不 凑巧 ,习惯 上 不 是 那样 做 ,而 是 往往 被 写成 
没有 中 间 那 一 点 。 因 此 ,我 们 将 按照 这 一 惯例 而 把 该 点 积 简写 成 wb 。 这 样 ,根据 定义 ， 


ab = ab: — asbs — ayb, — asb.. (25.7) 


每 当 你 看 到 两 个 全 同 下 脚 标 在 一 起 (有 时 得 用 ， 或 某 一 其 他 字母 来 代 蔡 /) 时 , 那 就 意味 着 
你 必须 取 这 四 个 积 并 相 加 起 来 , 记 住 对 于 那些 空间 分 量 之 积 都 取 负 号 。 按 照 这 一 惯例 ,在 洛 
伦 效 变换 之 下 , 标 积 的 不 变性 可 以 写成 


a’b’ = ab 
由 于 式 (25.7) 中 的 最 后 三 项 恰好 是 三 维 中 标量 的 点 积 , 把 它 写成 如 下 形式 往往 更 为 方便 : 
ab, 一 ai 一 2 了. 
在 上 面 描述 过 的 那 种 四 维 长 度 的 平方 可 以 写成 wuav, 那 也 是 明显 的 : 
qua, = a —ai—a—a=a—a.a. (25. 8) 
有 时 把 它 写成 a? 也 很 方便 : 
对 三 aa 


现在 要 向 你 们 提供 有 关 四 维 矢 量 点 积 的 用 途 的 一 个 例证 。 在 巨大 的 加 速 器 中 ,通过 下 
列 反应 可 以 产生 反 质 子 ( 巨 ) : 


P 十 P 一 P 十 P 十 P 十 互 


这 就 是 说 ,一 个 高 能 质子 与 一 个 静止 质子 (例如 ,放置 在 质子 束 中 的 氨 革 里 的 质子 ) 相 碰 
撞 , 而 倘若 入 射 质子 拥有 足够 的 能 量 , 则 除了 原来 的 两 个 质子 之 外 还 可 能 会 产生 质子 - 反 
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质子 * 对 。 试 问 : 应 给 予 入 射 质子 多 少 能 量 才能 使 这 一 反应 在 能 量 上 成 为 可 能 。 

获得 答案 的 最 容易 的 方法 是 考虑 在 质心 (CM) 系 中 该 反应 看 来 像 个 什么 样子 ( 见 图 
25-1)。 我 们 将 叫 入 射 质子 为 a 而 其 四 维 动量 为 p;。 同 理 , 将 叫 靶 质子 为 5 而 其 四 维 动量 
为 p%。 若 入 射 质 子 仅仅 勉强 具有 使 反应 进行 的 能 量 , 那 么 末 态 一 一 经 过 碰撞 后 的 状态 一 一 
在 质心 系 中 将 由 包含 三 个 质子 和 一 个 反 质子 的 一 个 静止 球 构成 。 要 是 入 射 能 量 稍 高 一 
些 , 那 些 末 态 粒子 就 会 具有 一 些 动能 而 四 散 跑 开 ;要 是 入 射 能 量 稍 低 一 些 , 则 不 会 有 足够 
能 量 产生 四 个 粒子 。 





碰撞 前 


| 





实验 室 系 
| 








图 25-1 从 实验 室 和 质心 系 中 来 观察 反应 十 P -> 3P 十 P。 假定 入 射 质 子 仅仅 锡 
强 具有 使 反应 进行 的 能 量 , 质 子 由 实心 贺 点 表示 ,而 反 质子 则 由 圆圈 表示 


若 把 末 态 中 整个 小 球 的 四 维 总 动量 称 为 p; , 则 动量 与 能 量 守恒 律 告诉 我 们 : 


有 
和 F+E= FE. 
合并 这 两 式 ,可 以 写成 
部 十 扣 一 部。 (25.9) 


现在 重要 的 事情 在 于 ,这 是 一 个 其 中 包含 四 维 矢量 的 方程 ,因而 在 任何 惯性 系 中 都 是 正 
确 的 。 我 们 可 以 利用 这 一 事实 来 简化 计算 ,由 取 式 (25. 9) 中 每 边 的 “长 度 " 开 始 ,当然 ,它们 
也 是 彼此 相等 的 ,于 是 得 


* 你 可 能 会 问 :为 什么 不 去 考虑 
P+P—>P+P+P, 
或 甚至 
P+P—-P+P 
那些 显然 要 求 较 少 能 量 的 反应 ? 答案 是 ,一 个 称 为 重子 数 守 恒 的 原理 告诉 我 们 :“ 质 子 数 减 去 反 质子 数 "不 


能 改变 ,在 我 们 的 反应 中 左边 这 个 量 为 2, 因 此 , 若 希 望 有 一 反 质 子 出 现在 右边 , 则 同时 应 有 云 个 质子 (或 其 
他 重子 ) 伴 随 它 。 
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(部 十 六)( 六 十 如) 一 prp;. (25. 10) 


既然 psp; 是 不 变 的 ,所 以 可 在 任何 坐标 系 中 进行 计算 。 在 质心 系 中 ,pp; 的 时 间 分 量 为 四 个 
质子 的 静止 能 量 , 即 4M ,而 空间 部 分 p 则 等 于 零 ,因此 p; = (4M, 0)。 我 们 已 利用 了 反 质子 
的 静 质 量 等 于 质子 的 静 质 量 那 一 项 事实 ,并 已 称 这 一 共同 质量 为 M。 
这 样 , 式 (25. 10) 就 变 成 
brp» 十 2p2p» + prp» = 16M (25.11) 


现在 ,pp; 和 psps 都 十 分 容易 求 得 ,因为 任何 粒子 的 动量 四 维 矢量 的 “长 度 "都 不 过 是 粒子 
质量 的 平方 ; 
po 一 区 一 严 一 M 
这 可 由 直接 的 计算 给 予 证 明 , 而 更 巧妙 的 办 法 则 是 通过 注意 一 个 静 粒 子 的 p, = (M, 0), 从 
而 pp 二 M?。 但 由 于 它 是 一 个 不 变量 , 故 在 任何 参照 系 中 都 等 于 M?。 把 这 些 结果 用 到 式 
(25. 11) 中 , 便 有 
2p:ps = 14M?, 

也 即 

peps = 7M2. (25.12) 


现在 ,也 就 可 以 在 实验 室 系 统 中 算出 psp; = pp。 四 维和 撩 量 加 可 以 写成 (E*'， 
p"), 而 pY 二 (M, 0), 因为 后 者 描述 一 个 静止 质子 。 这 样 , pp 也 必定 等 于 ME 。 又 
因为 知道 标 积 是 个 不 变量 ,所 以 它 在 数值 上 必须 等 于 式 (25. 12) 中 求 得 到 的 值 。 因 而 有 

大 "一 9， 


这 就 是 我 们 所 要 求 的 结果 。 初 始 质子 的 总 能 量 必须 至 少 为 7M( 约 合 6. 6 GeV, 因 为 
M = 938 MeV)，, 或 者 在 减 去 了 静 质 量 M 之 后 ,其 动能 至 少 必须 为 6M( 约 合 5. 6 GeV)。 在 
伯克利 (Berkeley) 的 高 能 质子 同步 稳 相 加 速 器 是 为 了 能 够 制造 反 质子 而 设计 的 , 它 提供 给 
受 加 速 质子 约 6. 2 GeV 的 动能 。 

由 于 标 积 都 是 不 变量 ,所 以 它们 对 计算 来 说 总 是 有 趣 的 。 那 么 ,关于 四 维 速度 的 “长 度 ” 
wus 又 该 如 何 呢 ? 由 于 


因而 w 是 单位 四 维 矢量 。 
§ 25-3 维 梯度 


我 们 必须 讨论 的 下 一 个 问题 就 是 梯度 的 四 维 类 似 物 。 回 想起 (第 1 卷 第 14 章 ) 三 个 微 
分 算 符 3 /az, 3 /3y, 3 /3z 的 变换 就 像 三 维 矢量 ,所 以 就 叫 梯度 。 同 样 的 方案 也 应 该 适用 于 
四 维 情 况 。 这 就 是 说 ,我 们 也 许 会 猜测 到 四 维 梯度 应 当 是 (3/at,， 3 /az, 3 /9y, 9 /9z)。 然 
而 ,这 是 错误 的 。 

为 了 搞 清 这 个 错误 ,可 考虑 一 个 仅 与 x 和 上 + 有 关 的 标量 函数 $。 如 果 在 :方面 做 一 个 小 
变化 Az 而 保持 z 不 变 , 则 在 $ 方 面 的 变化 为 
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A$ = At. (25.13) 


另 一 方面 ,对 一 个 正在 运动 的 观察 者 来 说 ， 


Ag = A 4 ar. 
ar oar 
应 用 式 (25. 1) ,我 们 可 用 At 来 表示 Ax' 和 At 。 记 住 我 们 正 保持 z 不 变 ,因而 Az = 0, 并 可 
写 出 











这 样 ， A (Fs)+ at Vi 一 环 at az/ 
把 这 一 结果 与 式 (25. 13) 比 较 ,就 可 知道 

—v—7). (25.14) 
类 似 的 计算 给 出 


六 = 一 :一 (- 邓 一 对 ). (25.15) 


现在 我 们 可 以 看 到 ,该 梯度 相当 奇怪 。 用 x 和 “来 表示 x 和 :的 公式 [由 解 方程 组 (25. 1) 
而 得 到 的 ] 为 : 








这 就 是 一 个 四 维 矢量 进行 变换 的 必需 方式 。 但 式 (25. 14) 和 (25. 15) 中 却 有 两 个 符号 搞 错 了 ! 
答案 是 ,不 要 那个 不 对 的 (3 /3t, V), 而 必须 通过 下 式 来 定义 一 个 四 维 梯度 算 符 , 称 之 
为 V: 





到 = ( 记 , 一 9)= ( 半 , 一 二 ,一 艺 , 一 亏 ). (25. 16) 


a az’ ay az 
采用 这 一 定义 ,上 面 所 遇 到 的 符号 困难 就 消除 了 ,从 而 V, 表现 得 如 同一 个 四 维 矢量 所 应 有 
的 性 质 那样 ( 带 着 那些 负 号 相当 难看 ,但 那 是 世人 都 用 的 方法 ) 。 当 然 ,所 谓 V“ 表 现 得 如 同 
一 个 四 维 矢 量 " 指 的 只 不 过 是 ,一 个 标量 的 四 维 梯度 为 一 个 四 维 矢 量 。 如 果 Y# 是 一 个 真实 的 
标量 不 变 场 ( 洛 伦 兹 不 变量 ) , 则 V。g 就 是 一 个 四 维 矢量 场 。 

好 ,现在 已 有 了 矢量 、 梯 度 和 点 积 ,下 一 件 事情 则 是 要 找 出 一 种 与 三 维 的 矢量 分 析 中 的 
散 度 相 类 似 的 不 变量 。 很 清楚 ,这 种 类 似 物 要 求 形 成 Vb, 这 样 一 种 表示 式 , 其 中 b, 为 一 个 
四 维 矢量 场 ,其 分 量 都 是 空间 和 时 间 的 函数 。 要 把 一 个 四 维 矢量 久 = (6b,, b) 的 散 度 定义 为 
与 5, 的 点 积 : 





Vb, 一 2b: 一 (一 站 :一 (部) 一 (一半 )8: = 部 ,+Y :5 (25.17) 
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式 中 Y .5 是 三 维 矢量 b 的 普通 三 维 散 度 。 注 意 ,人 们 必须 细心 对 待 这 些 符号 ,其 中 有 些 负 
号 来 自 标 积 的 定义 , 即 式 (25. 7), 其 他 则 是 由 于 诸如 式 (25. 16) 中 关于 V, 的 空间 分 量 为 
一 aa 等 所 要 求 的 。 由 式 (25. 17) 定 义 出 来 的 散 度 是 一 个 不 变量 ,因而 它 在 相差 一 个 洛 伦 
兹 变换 的 所 有 坐标 系 中 给 出 相同 的 答案 。 

让 我 们 来 看 一 个 其 中 会 出 现 四 维 散 度 的 物理 例子 ,可 以 用 它 来 求解 运动 导线 周围 场 的 
问题 。 我 们 已 经 知道 ( 3 13-7) 电 荷 密度 p 和 电流 密度 了 会 形成 一 个 四 维 矢量 一 (p，7。 
如果 一 根 不 带电 荷 的 导线 载 有 电流 产 , 那 么 在 一 个 以 速度 w( 沿 = 轴 ) 从 它 劳 边 经 过 的 参照 系 
中 来 看 ,该 导线 将 拥有 如 下 的 电荷 和 电流 密度 [由 洛 伦 兹 变换 式 (25. 1) 得 到 ]: 

1 生动 Er A 
?TV /7 

这 些 恰好 就 是 我 们 曾 在 第 13 章 中 求 得 的 。 于 是 ,我 们 就 能 把 这 些 源 应 用 到 运动 坐标 系 
的 麦克 斯 书 方程 中 去 求解 场 。 

$ 13-2 的 电荷 守恒 律 , 在 这 四 维 矢量 符号 表示 中 ,也 会 具有 简单 形式 。 考 虑 到 j, 的 四 
维 散 度 为 : a 








Vi = B+v (25. 18) 
电荷 守恒 律 表 明 , 单 位 体积 中 电流 的 流出 量 应 等 于 电荷 密度 的 负增长 率 。 换 句 话 说 ， 
v1=—2. 


将 此 代入 式 (25. 18) 中 ,电荷 守恒 律 就 会 取 简 单 形式 
Vrjs = 0. (25. 19) 


由 于 Vwj, 是 一 个 不 变 标量 ,所 以 如 果 它 在 一 个 参照 系 中 为 零 , 则 在 所 有 参照 系 中 都 为 零 。 
于 是 我 们 就 有 这 样 的 结果 , 即 如 果 电荷 在 一 个 坐标 系 中 守恒 , 则 它 在 所 有 匀速 运动 的 坐标 系 
中 也 守恒 。 
作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 要 考虑 该 梯度 算 符 V, 与 它 自身 的 标 积 。 在 三 维 中 ,这 样 的 标 
积 给 出 拉 普 拉 斯 符号 : 
Ca 


sd a Ne Spent 
V=VV- ty + 


在 四 维 中 ,将 得 到 个 什么 呢 ? 这 很 容易 。 按 照 有 关 点 积 和 梯度 的 法 则 ,就 可 以 得 到 
wv 


这 一 算 符 , 就 是 三 维 拉 普 拉 斯 算 符 的 类 似 物 , 称 为 达 朗 贝尔 算 符 ,并 有 一 种 独特 的 表示 符号 : 








至 一 史 . (25. 20) 


根据 定义 , 它 是 一 个 不 变 的 标量 算 符 。 如 果 它 作 用 于 一 个 四 维 矢量 场 上 ,将 产生 一 个 新 的 四 
维 矢量 场 [有 些 人 用 与 式 (25. 20) 相 反 的 符号 给 达 朗 贝尔 算 符 下 定义 ,因而 当 你 阅读 文献 时 


?=V.V.= 
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务必 当心 ]。 

现在 ,对 上 面 表 25-1 中 所 列举 的 那些 三 维 量 ,大 部 分 已 找到 了 其 四 维 的 相应 量 ( 不 
过 还 没有 叉 积 和 旋 度 运算 方面 的 相应 物 , 在 下 一 章 以 前 我 们 将 不 会 对 它 有 所 论述 )。 如 果 
把 所 有 重要 定义 和 结果 都 集中 在 一 处 ,对 你 记 住 它们 如 何 演变 可 能 有 所 帮助 ,因此 我 们 就 在 
表 25-2 中 做 了 这 么 一 个 提要 。 

表 25-2 在 三 维和 四 维 矢量 分 析 中 的 一 些 重要 量 
| 三 维 维 
矢 量 A= (A:, A,, A:) op = (as ar, ay, 9:) = (a1, a) 

A:B= A,B,+A,B,+A.B,. asbs = arbs — asbs —ayby 一 ads 一 ad 一 @ 














V= (0h, 31y, 31s) ( 襄 ' 一 起; 一 部 ,一 充 )= 





梯度 允 - (总 给 , 丝 ) | Va = 


az' ay" ar 3 az' ay' az 





ah。 aA， aA, am ,das ， aay , 9a 
.A= ah +ahz+aA: aa +aaz + aaz + aa ~ 
此 赤 。| .4 次 + 维 + 共 | we- 芍 + 若 + 芍 + 约 








四 


本 加 
拉 氏 算 符 或 达 氏 算 符 | V "V3+3y + 3 








$25-4 用 四 维 符号 表示 的 电动 力学 


我 们 曾 在 8$ 18-6 中 碰 到 过 达 朗 贝尔 算 符 ,但 没有 给 它 这 一 名 字 。 在 那里 对 于 那些 势 所 
求 得 的 微分 方程 可 以 用 新 的 符号 表示 法 写成 : 














pk A (25.21) 
这 两 个 方程 中 的 右边 四 个 量 为 p, j: ,js 及 j:， 再 各 除 以 。。 如 果 在 所 有 参照 系 中 都 采用 相 
同 的 电荷 单位 , 则 这 个 和 4 是 在 各 坐标 系 中 都 相同 的 一 个 普 适 常数 。 因 此 , 那 四 个 量 pho， 
记名 ，, 记 有 及 训 / 也 就 会 如 同一 个 四 维 矢量 那样 变换 。 我 们 可 将 其 写成 j, /o。 当 坐标 系 改 
变 时 达 朗 贝尔 算 符 不 会 改变 ,因而 % 4A-，A,，A. 四 个 量 也 必须 像 四 维 矢量 那样 变换 一 一 
这 意味 着 它们 就 是 一 个 四 维 矢量 的 分 量 。 简 单 地 说 ， 


A, = ($, A) 


是 一 个 四 维 矢量 。 我 们 所 称 的 标 势 和 矢 势 ,它们 实际 上 就 是 同一 个 物理 客体 的 不 同方 面 。 
它们 合成 为 整体 。 而 倘若 把 它们 合 起 来 看 , 则 这 个 世界 的 相对 论 不 变性 就 很 明显 了 。 我 们 
称 A, 为 四 维 势 。 

在 四 维 矢量 符号 表示 中 , 式 (25. 21) 中 的 两 方程 简单 地 变 成 


口 'A, = 二 . (25. 22) 
§ 


这 一 方程 的 物理 内 容 恰好 同 麦 克 斯 韦 方程 组 相同 。 但 可 以 把 它 改写 成 这 么 一 个 优美 形式 实 
在 令 人 感到 有 些 喜 悦 。 这 个 漂亮 形式 也 有 其 本 身 意义 , 它 直接 证 明了 在 洛 伦 兹 变换 之 下 电 
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动力 学 的 不 变性 。 
要 记 住 , 式 (25. 21) 之 所 以 能 够 由 麦克 斯 韦 方程 组 推导 而 得 ,只 是 由 于 我 们 加 上 了 规范 
条 件 


ag i 
强 +Y .4 一 0， (25. 23) 
这 不 过 是 讲 V4 = 0, 这 规范 条 件 说 明 四 维 矢量 A, 的 散 度 为 零 。 这 一 条 件 称 为 洛 伦 兹 条 


住 。 因 为 它 是 一 个 不 变性 条 件 , 所 以 是 很 方便 的 ,从 而 使 麦克 斯 韦 方程 组 对 所 有 参照 系 都 能 
保持 式 (25. 22) 那 种 形式 。 


$25-5 运动 电荷 的 四 维 势 
虽然 变换 规律 已 隐 含 在 上 述 内 容 中 ,但 现在 还 是 把 它 写 下 来 , 它 用 一 个 静止 参考 系 中 的 


$$ 和 A 给 出 运动 参考 系 中 的 凡 和 A '。 由 于 A 一 (g, A) 是 一 个 四 维 矢量 ,所 以 这 些 变换 式 看 
来 几乎 像 式 (25.1) 一 样 ,只 是 + 应 以 $ 代 ,而 x 则 用 A 代 。 于 是 ， 


(25.24) 





这 里 假定 带 撤 的 坐标 系 是 以 速率 v 沿 正 z 方向 运 
动 ,而 这 速率 则 是 在 不 带 撤 的 坐标 系 中 测 得 的 。 

我 们 要 来 讨论 四 维 势 概念 用 途 的 一 个 例子 。 
以 速率 v 沿 z 轴 运 动 的 电荷 9 ,其 矢 势 和 标 势 是 什 
么 呢 ? 这 一 问题 在 随 电荷 运动 的 坐标 系 中 很 简单 ， 
因为 在 这 个 系统 中 电荷 是 静止 的 。 让 我 们 假设 ,这 
电荷 位 于 S' 参 照 系 的 原点 ,如 图 25-2 所 示 。 于 是 
在 这 个 系统 中 的 标 势 为 


$= 二 (25. 25) 
or 





图 25-2 参照 系 5S 以 速度 v( 沿 z 方 向 ) 相 

对 于 S 系 运动 。 在 S' 系 中 原点 的 一 个 静止 

电荷 在 S 系 中 处 于 x = vt 的 地 方 。P 点 的 

势 可 以 在 两 个 参照 系 的 任 一 个 中 算出 来 。 式 中 x 是 从 g 至 场 点 的 距离 , 即 在 运动 系统 中 所 测 
到 的 。 当 然 , 矢 势 4' 为 零 。 


现在 去 求 在 静止 坐标 系 中 的 测 得 的 势 上 和 人 是 直截了当 的 。 式 (25. 24) 的 逆 变 换 关系 为 


(25. 26) 





利用 由 式 (25. 25) 所 给 出 的 几 以 及 及 一 0, 可 得 
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这 向 我 们 提供 了 在 S 系 中 可 能 观察 到 的 标 势 ,但 可 惜 是 ,这 是 用 S' 的 坐标 表示 的 。 还 可 以 
利用 式 (25. 1), 将 1', xz’, y 和 z 的 各 式 代入 得 到 用 +, +, y, z 表示 出 来 的 式 子 。 我 们 得 


$= 天 | (25.27) 
Wo Viz—w) /VI +y + 


对 于 和 的 各 个 分 量 , 按 照相 同 的 手续 ,你 可 以 证 明 
A=v. (25. 28) 
这 些 都 是 在 第 21 章 中 用 别 的 方法 推导 出 来 的 相同 公式 。 








$ 25-6 电动 力学 方程 组 的 不 变性 


我 们 已 发 现势 $ 和 A 合 起 来 看 便 形成 一 个 称 为 A, 的 四 维 矢量 ,而 波动 方程 一 一 即 用 
那些 j, 来 确定 A, 的 完整 方程 组 一 一 可 写成 如 式 (25. 22) 那 样 的 方程 。 这 个 方程 ,与 电荷 守 
恒 律 、 即 式 (25. 19) 一 起 ,就 给 出 了 电磁 场 的 基本 定律 : 














:A, = Li, Vj, = 0. (25. 29) 





只 在 页 面 的 一 个 微小 区 间 内 就 有 了 全 部 麦克 斯 书 方程 组 一 一 优美 而 又 简单 。 除 了 它们 晓 优 
美 而 又 简单 外 ,将 方程 组 这 样 写 出 来 从 中 学 习 到 什么 东西 呢 ? 首先 ,这 与 我 们 过 去 将 各 种 不 
同 分 量 全 都 写 出 来 时 所 得 到 的 那些 结果 有 何 区 别 ? 能 否 从 这 一 方程 推导 出 某 些 过 去 由 电荷 
和 电流 表示 势 的 波动 方程 不 能 够 推导 出 来 的 东西 ? 答案 是 明确 否定 的 。 我 们 所 做 的 唯一 事 
情 就 是 改变 各 事情 的 名 称 一 应 用 新 的 符号 表示 法 。 我 们 已 写 下 了 一 个 方 框 符号 来 代表 微 
商 ,但 它 仍然 意味 着 不 多 不 少 的 对 时 间 的 二 次 微 商 \ 减 去 对 z 的 二 次 微 商 \ 减 去 对 y 的 二 次 
微 商 减 去 对 < 的 二 次 微 商 。 而 x 则 意味 着 有 四 个 方程 ,对 于 一 1，z,y 或 z 会 各 有 一 个 。 
那么 ,可 以 将 那些 方程 写成 这 么 简洁 形式 的 事实 有 什么 意义 呢 ? 按 直接 从 其 导出 什么 东西 
的 观点 来 看 , 它 确实 没有 什么 意义 。 然 而 ,也许 这 些 方程 的 简单 性 就 意味 着 自然 界 也 具有 某 
种 简单 性 。 
让 我 们 来 向 你 证 明 某 种 新 近 才 发 现 的 有 趣事 情 :所 有 物理 规律 都 可 以 包括 在 一 个 方程 
之 中 。 这 方程 就 是 ， 
U=0. (25. 30) 


多 么 简单 的 一 个 方程 ! 当然 ,还 需要 知道 该 符号 指 的 是 什么 。U 是 一 个 称 为 情况 的 “超脱 
性 "的 物理 量 , 而 对 于 它 我 们 有 一 个 公式 。 这 里 关系 到 你 怎样 去 计算 该 超脱 性 。 你 可 以 取 所 
有 已 知 的 物理 定律 ,并 把 它们 都 写成 一 种 独特 形式 。 例 如 ,假设 你 所 取 的 是 力学 定律 F 二 
ma , 并 把 它 重新 写成 下 一 ma 二 0。 然后 你 可 以 将 (下 一 ma ) 一 一 那 当然 应 该 等 于 零 的 一 一 叫 
作 力 学 上 的 “失调 ”"。 其 次 ,你 再 取 这 失调 的 平方 并 叫 它 作 U ,这 可 以 称 为 “力学 效应 的 超脱 
性 "。 换 句 话说 ,你 会 取 
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U = (F—ma)’. (25. 31) 
现在 你 又 写 下 另 一 个 物理 定律 ,比如 说 , V . E = p 如, 并 定义 


we 


这 或 许 被 你 称 为 * 电 的 高 斯 超脱 性 "。 你 继续 再 写 出 Us ，U, ,等 等 一 对 每 一 物理 定律 都 有 
一 个 。 

最 后 ,你 把 来 自 一 切 有 关 的 分 现象 的 诸多 不 同 超脱 性 U, 都 相 加 起 来 ,而 把 它 叫 作 宇宙 
的 总 超脱 性 U, 也 就 是 ,U = 对 Wi。 这样 自 然 界 的 伟大 定律 为 


U=0. (25. 32) 


这 一 “定律 "当然 意味 着 所 有 各 个 失调 的 平方 之 总 和 为 零 , 而 能 使 一 大 堆 平方 之 和 为 零 的 唯 
一 办 法 就 是 其 中 每 一 项 都 等 于 零 。 

因此 , 式 (25. 32) 的 “优美 简单 "定律 相当 于 你 原来 所 写 下 的 一 整套 方程 式 。 因 而 绝对 明 
显 的 是 ,一 种 不 过 把 复杂 性 隐藏 在 符号 的 定义 之 内 的 简单 表示 方法 并 不 是 真正 的 简单 性 。 
它 不 过 是 一 种 花招 。 式 (25. 32) 中 所 出 现 的 优美 一 一 仅 从 几 个 方程 被 隐藏 在 其 中 这 一 事实 
看 来 一 一 也 不 外 是 花招 而 已 。 当 你 把 整个 东西 都 打开 时 ,你 就 会 回 到 你 原来 所 在 的 地 方 。 

然而 ,把 电动 力学 写成 式 (25. 29) 那 种 形式 ,除了 简单 之 外 还 有 其 他 一 些 东西 。 它 的 含 
义 会 多 一 些 , 就 像 矢 量 分 析 理论 含有 更 多 的 意义 一 样 。 电 动力 学 方程 组 之 所 以 能 够 用 为 洛 
伦 兹 变换 的 四 维 几何 所 设计 的 那 种 十 分 特殊 符号 写 出 来 一 一 换 句 话说 ,作为 在 四 维 空间 中 
的 一 个 矢量 方程 一 一 这 一 事实 ,就 意味 着 它 在 洛 伦 兹 变换 下 是 不 变 的 。 只 是 由 于 麦克 斯 韦 
方程 组 在 那些 变换 下 不 变 , 才 使 得 它们 能 够 被 写成 优美 形式 。 

能 够 将 电动 力学 方程 组 写成 式 (25. 29) 那 样 美 妙 卓越 的 形式 并 非 偶然 。 正 是 由 于 在 实 
验 上 已 发 现 由 麦克 斯 韦 方程 组 所 预言 的 各 种 现象 在 一 切 惯性 系 中 都 相同 ,相对 论 才 发 展 起 
来 的 。 而 又 是 通过 研究 麦克 斯 韦 方程 组 的 变换 性 质 , 才 使 得 洛 伦 效 发 现 了 他 的 变换 作为 保 
留 方程 不 变 的 一 种 变换 来 说 是 精确 的 。 

然而 ,还 有 另 一 个 要 把 方程 组 这 样 写 出 来 的 理由 。 已 经 发 现 一 一 在 爱 因 斯 坦 猜测 方程 
也 许 是 这 样 之 后 一 一 所 有 物理 定律 在 洛 伦 兹 变换 下 都 是 不 变 的 。 这 就 是 相对 性 原理 。 因 
此 ,如 果 我 们 发 明 一 种 符号 , 当 写 下 一 个 定律 时 它 能 够 立刻 指出 该 定律 是 否 不 变 ,那么 , 便 能 
够 在 试图 创立 新 的 理论 时 保证 只 写 出 与 相对 论 原理 相 一 致 的 方程 式 。 

以 这 种 特殊 的 符号 表示 麦克 斯 韦 方程 组 变 得 很 简单 这 一 事实 ,并 不 是 什么 奇迹 ,因为 
这 种 符号 就 是 在 考虑 到 那些 方程 之 后 才 发 明 的 。 但 有 意义 的 物理 事情 却 是 :每 一 个 物理 
规律 一 一 介子 波 的 传播 或 在 8 衰变 中 中 微 子 的 行为 ,等 等 一 一 在 相同 的 变换 下 都 必须 具有 
这 种 相同 的 不 变性 。 那 么 当 你 待 在 一 稻 匀 速 航 行 的 太空 飞船 中 时 ,所 有 自然 规律 以 相同 的 
方法 一 起 作 变 换 , 以 致 没有 任何 新 的 现象 会 发 生 。 正 是 由 于 相对 论 性 原理 是 自然 界 中 的 一 
个 事实 ,所 以 按照 四 维 矢 量 的 符号 世界 的 各 种 方程 式 都 会 表现 得 很 简单 。 
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在 本 章 中 : c 一 1 














$ 26-1 运动 电荷 的 四 维 势 


在 上 一 章 中 见 到 势 A, = ($, 4) 是 一 个 四 维 矢量 。 时 间 分 量 为 标 势 %, 而 三 个 空间 分 量 
则 构成 矢 势 4。 通 过 应 用 洛 伦 兹 变换 我 们 也 算出 了 做 匀速 直线 运动 粒子 的 势 (在 第 21 章 中 
就 已 经 用 另 一 种 方法 求 出 了 这 些 势 )。 对 于 一 个 在 时 刻 t 位 置 为 (vt, 0, 0) 的 点 电荷 ,其 在 
点 (z，?，z) 的 势 为 
ye EE 
4xoVI = 可 [所 三 全 -十 交 二 二] 
六 运 m ， (26.1) 
4roVI 二 可 [ 和 三 2 十 郊 +] 


A, = 4. = 0. 


对 于 一 个 “ 现 " 位 置 ( 指 的 是 在 上 时 刻 的 位 置 ) 为 = = vt 的 电荷 , 式 (26. 1) 给 出 了 时 刻 上 
在 zx, y 和 z 处 的 势 。 注 意 这 些 式 子 是 用 (x 一 vt), > 和 = 来 表示 的 ,它们 是 根据 该 运动 电荷 
的 现行 位 置 P 测 得 的 坐标 ( 见 图 26-1)。 我 们 知道 的 实际 影响 确 是 以 速率 < 传播 的 ,因而 真 
正 有 效 的 影响 乃 是 在 推迟 位 置 P' 后 面 的 电荷 行为 *。P' 点 位 于 x 一 vt 上 (其 中 t= 4 一 
地 人 是 推迟 时 刻 )。 但 是 ,电荷 是 做 匀速 直线 运动 的 ,因而 在 P' 点 与 在 P 点 上 的 行为 自然 有 
直接 的 联系 。 事 实 上 ,如 果 做 一 个 附加 假设 , 即 假定 那些 势 仅 取决 于 在 推迟 时 刻 的 位 置 和 速 
度 ,那么 式 (26. 1) 便 是 以 任意 方式 运动 的 电荷 的 势 的 完整 公式 了 。 方 法 是 这 样 :假定 你 有 以 
某 种 任意 方式 运动 比方 其 轨道 如 图 26-2 所 示 的 电荷 ,而 你 试图 找 出 在 点 (z，>，*) 处 的 
势 。 首 先 ,你 找 出 推迟 位 置 已 以 及 在 该 位 置 时 电荷 的 速度 w 。 然 后 你 设想 电荷 会 在 这 推迟 
时 间 (t 一 #) 里 继续 保持 这 一 速度 ,以 致 此 时 它 会 出 现在 一 个 想象 的 位 置 Pas 处 ,这 可 称 之 
为 “投影 位 置 ”, 并 应 该 以 速度 v 到 达 那 里 (当然 ,电荷 并 不 是 那样 运动 , 它 在 + 时 刻 的 确实 位 
置 是 P)。 于 是 在 (xz, y, z) 点 的 势 就 恰好 是 一 个 想象 电荷 在 该 投影 位 置 时 由 式 (26. 1) 所 
给 出 的 。 我 们 现在 要 说 的 是 ,由 于 势 仅 取决 于 电荷 在 该 推迟 时 刻 的 行为 ,所 以 不 管 电荷 是 否 








* 这 里 用 来 指明 推迟 位 置 或 推迟 时 刻 的 那些 撤 号 都 不 应 与 上 一 章 中 用 来 指明 一 个 已 作 了 洛 伦 效 变换 
的 参照 系 的 撤 号 混淆 。 
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继续 恒 速度 运动 或 者 是 否 在 # 时 刻 之 后 一 一 即 在 + 时 刻 在 点 (z+, y, z) 将 出 现 的 势 早 已 确 
定 了 之 后 一 一 改变 它 的 速度 , 势 都 将 相同 。 


(wp2) 





图 26-1 求 一 个 沿 工 轴 匀 速 v 运动 的 电荷 9 图 26-2 电荷 在 任意 轨道 上 运动 。 时 刻 : 在 点 

在 已 点 的 场 。“ 此 刻 " 在 点 (z，y，z) 的 场 既 (z, y,z) 的 势 由 推迟 时 刻 :一 r/c 的 位 置 P' 和 

可 用 "“ 现 "位 置 P, 也 可 用 (在 已 一 上 一 人 时 刻 速度 所 确定 ,这 些 势 可 用 该 “投影 "位 置 Pax 
的 )" 推 迟 "位 置 P' 来 表示 的 坐标 来 表示 (在 时 刻 :的 实际 位 置 为 已) 


你 当然 知道 ,一 旦 有 了 来 自 一 个 以 任意 方式 运动 着 的 电荷 的 势 的 公式 , 便 拥有 了 全 部 电 
动力 学 ,能 够 通过 得 加 以 获得 任何 电荷 分 布 的 势 。 因 此 ,通过 写 出 麦克 斯 韦 方程 组 ,或 者 通 
过 遵照 如 下 的 一 系列 陈述 ,可 以 把 电动 力学 的 所 有 现象 都 总 结 出 来 (如 果 你 有 机 会 登 上 一 个 
匾 岛 ,你 就 可 以 回忆 起 这 些 陈 述 。 一 切 东西 都 可 由 此 重新 建造 。 当 然 ,你 要 懂得 洛 伦 效 变 
换 , 无 论 是 在 一 个 荒 岛 上 或 在 其 他 任何 地 方 你 总 别 忘记 它 )。 

首先 ,A, 是 一 个 四 维 矢 量 ; 其 次 ,关于 一 个 静止 电荷 的 库仑 势 为 9/4ror); 第 三 ,一 个 
以 任何 方式 运动 着 的 电荷 所 产生 的 势 仅 取决 于 在 推迟 时 刻 的 速度 和 位 置 。 只 要 有 这 三 个 事 
实 我 们 就 有 了 一 切 。 根 据 A, 是 个 四 维 矢量 这 个 事实 , 便 可 变换 已 知 的 库仑 势 ,以 获得 匀速 
运动 的 势 。 然 后 ,通过 势 仅 取决 于 过 去 的 在 该 推迟 时 刻 电荷 的 速度 这 种 最 后 一 项 陈述 ,我 们 
便 可 以 运用 该 投影 位 置 手法 而 找到 各 势 。 这 虽然 不 是 一 个 处 理 问题 特别 有 用 的 方法 ,但 它 
表明 了 物理 规律 能 够 用 许多 不 同方 式 加 以 表达 ,仍然 是 挺 有 趣 的 。 

有 时 一 些 漫不经心 的 人 们 会 说 ,全 部 电动 力学 都 可 以 从 洛 伦 效 变 换 和 库仑 定律 完全 推 
导出 来 。 当 然 , 那 是 完全 错误 的 。 首 先 ,必须 假定 存在 一 个 标 势 和 一 个 矢 势 ,它们 一 起 构成 
一 个 四 维 矢量 。 这 里 ,就 告诉 我 们 如 何 对 势 做 变换 了 。 然 后 ,为 什么 只 有 那 推迟 时 刻 的 影响 
才 算 有 效 的 呢 ? 若是 这 样 提问 就 更 好 :为 什么 势 仅 取决 于 位 置 和 速度 ,而 与 诸如 加 速度 就 毫 
无 关系 ? 而 场 B 和 EE 则 确实 与 加 速度 有 关 。 如 果 你 试图 对 于 这 些 场 也 使 用 相同 的 论证 , 则 
你 就 会 讲 , 它 们 也 仅 取 决 于 推迟 时 刻 的 位 置 和 速度 。 可 是 这 么 一 来 ,来 自 加 速 电荷 的 场 就 与 
来 自 投影 位 置 上 的 电荷 的 场 相 同一 一 那 是 错误 的 。 场 不 仅 取决 于 电荷 沿路 径 的 位 置 和 速 
度 ,而 且 也 取决 于 其 加 速度 。 所 以 在 一 切 都 可 从 洛 伦 兹 变换 推导 出 来 的 伟大 说 法 中 还 有 几 
个 附加 的 默认 假设 (每 当 你 看 到 从 很 少 几 个 假设 就 能 够 产生 出 惊人 数量 成 果 的 这 种 总 结 性 
的 说 法 时 ,你 总 会 发 现 它 是 错误 的 。 如 果 你 足够 小 心地 加 以 思考 的 话 ,就 会 觉得 其 中 往往 有 
许多 远 非 明 显 的 隐 含 着 的 假设 )。 
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$26-2 匀速 点 电荷 的 场 


现在 已 有 了 由 匀速 运动 的 点 电荷 产生 的 势 ,我 们 一 一 为 了 实用 原因 一 一 该 求 其 场 。 有 
许多 情况 其 中 带电 粒子 是 以 匀速 运动 的 一 一 例如 , 穿 过 云 室 的 宇宙 线 ,或 甚至 在 一 根 导线 里 
缓慢 运动 的 电子 。 因 此 ,至 少 让 我 们 知道 ,对 于 任何 速率 一 一 甚至 对 于 接近 光速 的 速率 ,只 
要 假定 其 中 没有 加 速度 一 一 场 实际 上 看 来 像 什么 样子 ,这 是 一 个 有 意义 的 问题 。 

通过 常用 法 则 便 可 由 势 得 到 场 : 


i 
=—W a VXxA. 
首先 ,对 于 E,， 
E.—_ 3%$_34 
gz 9t 





E.= 二 -二 5 (26.2) 


同 理 , 对 于 E, 得 


蕊 过 > (26. 3) 
” 4roVI 一 三 [生计 +7+2] 





要 求 得 zz 分 量 需 多 做 一 些 工作 。$ 的 微 商 此 时 较为 复杂 而 且 A, 又 不 等 于 零 。 首 先 ， 
_a8_ gq (rw A 








= 26.4 
az ”4roVI 一 亚 [和 = 学 + +#] (6 
然后 ,对 A: 取 : 的 微 商 , 可 得 到 
二 g vr) 0208) 
a 4roVI—v [ 生 检 +7+2] 


而 且 最 后 再 取 其 和 , 则 有 


及 二 4 Eu , (26. 6) 
hro Vi— 本 [后 李 +>y 平 小 ] 邮 





过 一 会 儿 我 们 将 要 来 看 看 EE 的 物理 意义 ,此 刻 让 我 们 先 来 求 出 B。 对 于 其 分量 ， 


B. = 34: ah- 
* ar ay 


由 于 A, 为 零 , 就 只 需 得 到 一 个 微 商 。 然 而 ,要 注意 A 正好 是 碟 , 而 嘱 的 3/9y 则 恰恰 是 


一 vE,。 因 此 
B. = wh,. (26.7) 





同 理 ， B= 
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也 即 


B, =—wE.. (26.8) 


最 后 ,B: 为 零 , 因 为 A, 和 A 两 者 都 是 零 。 因 而 可 以 将 磁场 简单 地 写成 


B=vXE. (26.9) 


现在 来 看 看 场 像 个 什么 样子 。 我 们 试图 把 电荷 在 其 现在 位 置 周 围 各 不 同位 置 上 的 场 描绘 出 





图 26-3 一 个 以 匀速 运动 着 的 
电荷 ,其 电场 从 电荷 的 “ 现 " 位 
置 径 向 地 指出 


来 。 电 场 的 影响 ,在 某 种 意义 上 确实 来 自 推迟 位 置 ,但 由 于 
运动 是 严格 规定 的 ,所 以 推迟 位 置 便 可 以 由 现在 位 置 唯一 地 
给 出 。 对 于 匀速 运动 来 说 ,更 妙 的 是 把 场 同 现行 位 置 联系 起 
来 ,因为 在 点 (zx, y，z) 处 各 场 分 量 都 仅 取决 于 (z 一 过 )，> 和 
从 现在 位 置 到 达 点 (z,， >，z) 的 位 移 re 的 各 分 量 ( 见 图 
26-3)。 

首先 考虑 = = 0 的 点 。 那 么 EE 就 只 有 Zz 和 y 分 量 。 根 
据 式 (26. 3) 和 (26. 6) ,这 两 分 量 的 比 恰好 等 于 位 移 的 z 分 量 
和 > 分量 的 比 ,这 意味 着 ,已 和 rn 指向 相同 方向 ,如 图 26-3 
所 示 。 由 于 E, 也 正比 于 z, 所 以 这 个 结果 在 三 维 中 适用 就 
是 明显 的 了 。 总 之 ,电场 是 从 电荷 沿 径 向 发 出 的 ,正如 一 个 





z 


静止 电荷 的 场 那 样 。 当 然 ,这 个 场 并 非 完 全 与 静止 电荷 的 场 相同 , 那 全 是 由 于 附加 因子 
(1 一 允 ) 所 致 。 但 是 我 们 还 可 以 证 明 一 件 相 当 有 趣 的 事情 。 要 是 你 用 一 个 特殊 的 坐标 


系 一 一 其 中 zx 轴 被 压缩 了 一 个 因子 V1 一 太一 一 来 画 
出 库仑 场 , 则 你 正好 会 得 到 这 个 差别 。 如 果 你 这 样 
做 , 则 场 线 就 将 在 该 电荷 前 后 散 开 ,而 在 侧 向 周围 将 
被 压缩 在 一 起 ,如 图 26-4 所 示 。 

如 果 将 EE 的 强度 同 场 线 密度 按照 惯常 的 办 法 互 
相 联 系 起 来 , 则 可 以 看 到 ,在 侧 向 的 场 较 强 , 而 前 后 的 
场 较 弱 , 恰 如 那些 方程 所 指出 的 。 首 先 , 若 在 垂直 于 
运动 路 线 的 方向 上 观察 场 强 ,也 就 是 说 ,在 (x 一 wt) 一 
0 的 地 方 ,从 电荷 至 场 点 的 距离 为 VY 十 习 ，, 则 这 里 总 
场 强 就 是 V 轧 十 瑟 , 即 


Bp 5 (26. 10) 
ro VI— 


场 与 距离 的 平方 成 反比 一 一 很 像 库仑 场 ,所 不 同 的 是 


被 一 个 恒 大 于 1 的 恒定 附加 因子 1 /V1 一 所 增强 。 
因此 ,在 运动 电荷 的 侧 向 ,电场 比 从 库仑 定律 所 得 到 
的 要 强 。 实 际 上 , 侧 向 场 比 库仑 场 增 大 的 倍数 刚好 等 


于 该 粒子 的 能 量 与 其 静 质 量 的 比 。 
在 电荷 的 前 面 (与 后 面 ),y 和 z 都 是 零 , 因 而 
了 二 =。 (26.11) 


4re (zr— vi) 


E 
| . 

(a) w=0 

E 

人 

Em 

(b) w=0.9c 

1 


图 26-4 一 个 以 匀速 "= 0.9c 运 动 的 
电荷 的 电场 [图 (b)], 与 一 静止 电荷 的 
电场 [图 (a)] 比 较 
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场 又 与 离开 电荷 距离 的 平方 成 反比 ,但 现在 却 被 减弱 了 一 个 因子 (1 一 如), 这 与 场 线 的 图 景 
相符 。 如 果 v/c 是 一 个 小 量 , 则 九 /e 更 小 ,因而 (1 一 九 ) 这 一 因子 的 影响 就 很 小 ,我 们 便 回 
到 库仑 定律 上 来 。 但 如 果 粒 子 的 运动 速度 十 分 接近 于 光速 , 则 在 前 后 方向 上 的 场 将 会 大 大 
削弱 ,而 在 侧 向 的 场 将 大 大 增强 。 

关于 运动 电荷 电场 的 上 述 结果 可 以 这 样 来 表示 :假定 你 把 一 个 静止 电荷 的 场 线 描绘 在 
一 张 纸 上 ,然后 使 这 幅 图 画 以 速率 v 行 进 。 当 然 , 此 时 整 幅 图 画 会 受到 洛 伦 兹 收缩 ,也 就 是 
说 ,在 纸 面 上 的 那些 碳 粒 会 出 现在 不 同 地 方 。 令 人 惊异 的 是 , 当 该 页 纸 在 你 旁边 飞 过 时 ,你 
所 看 到 的 图 画 仍 然 代 表 该 点 电荷 的 场 线 。 这 一 收缩 会 把 那些 场 线 在 侧 向 上 互相 挤 紧 ,而 在 
前 后 方向 则 彼此 散 开 , 刚 好 按照 适当 方式 给 出 正确 的 线 密度 。 我 们 曾 强调 过 , 场 线 是 不 真实 
的 ,只 不 过 是 一 种 表示 场 的 方式 。 然 而 ,这 里 场 线 却 几乎 像 是 真实 的 了 。 在 这 种 特殊 情况 
下 ,如 果 你 错误 地 认为 场 线 是 由 于 某 种 原因 真实 地 存在 于 空间 里 的 ,并 对 之 作 了 变换 ,你 就 
获得 了 正确 的 场 。 然 而 ,这 也 丝毫 不 会 使 场 线 更 加 真实 。 你 必须 提醒 你 自己 场 线 并 不 是 真 
实 的 ,你 所 应 该 做 的 事情 就 是 去 考虑 由 电荷 和 磁铁 一 起 产生 的 电场 。 当 磁铁 运动 时 ,新 的 电 
场 被 产生 ,从 而 破坏 了 美丽 图 景 。 因 此 ,这 一 收缩 图 像 的 巧妙 构思 并 非 普遍 有 效 。 然 而 ,对 
于 记 住 来 自 一 个 快速 运动 电荷 的 场 像 什么 样子 , 它 是 一 种 方便 手段 。 

磁场 就 是 "X E [根据 式 (26.9)]。 如 果 你 把 速度 矢量 “ 
叉 乘 一 个 径 向 的 EE 场 ,你 便 会 得 到 一 个 环绕 着 运动 路 线 的 所 
8, 如 图 26-5 所 示 。 如 果 把 那些 c 都 放 回去 , 则 你 将 看 到 ， 
它 与 过 去 处 理 低 速 电荷 时 所 得 的 结果 相同 。 为 了 看 清 应 该 一 | 一 区 
在 哪里 放 进 ,一 个 好 办 法 是 回 过 去 参考 力 的 定律 : 


F= q(E+vXx 8B). 


图 26-5 在 一 运动 电荷 附近 的 磁 
你 看 到 过度 乘 上 磁场 才 具 有 与 电场 相同 的 量 纲 。 因 此 , 式 。“ 吕 % vx B( 议 与 图 26-4 比较 ) 
(26.9) 的 右边 就 应 该 有 一 个 因子 1/e*: 











vxE 
"i 


B= (26.12) 


对 于 一 个 低速 运动 电荷 (v < c) 来 说 ,我 们 可 取 库 仑 场 作为 E, 这 时 





二 
sm 9 一 和 (26.13) 
| 


上 式 完全 相当 于 曾 在 8$ 14-7 中 得 到 的 关于 电流 的 磁 


(a) 


场 方程 式 。 
xl 我 们 愿意 顺便 指出 某 一 种 你 会 感 兴趣 而 加 以 思 
ww F ， we-F 考 的 东西 (以 后 还 将 会 回来 再 次 进行 讨论 )。 试 想象 
a 两 质子 具有 互 成 直角 的 速度 ,使 得 其 中 一 个 将 模 穿 过 


另 一 个 的 路 径 ,但 却 在 其 前 面 ,从 而 彼此 不 会 发 生 碰 

加 接 。 在 某 一 时 刻 ,它们 的 相对 位 置 将 如 图 26-6(a) 所 

时 26-6 人 运动 电 有 之 有 的 作用 六 并 。 示 。 现 在 试 考察 由 qt 作用 于 9 上 的 力 以 及 相反 情 
i 况 。 作 用 于 g: 上 的 只 有 来 自 @ 的 电力 ,因为 qi 在 沿 


357 


358 | 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 一 RE 本 


其 运动 路 线 上 不 会 造成 磁场 。 然 而 ,作用 于 q 上 的 除了 那个 电力 外 , 却 还 有 磁力 ,因为 qi 
正在 q: 所 造成 的 B 场 中 运动 。 这 些 力 如 图 26-6(b) 所 示 。 作 用 于 9 与 % 上 的 电力 彼此 大 
小 相等 方向 相反 。 然 而 , 却 有 一 侧 向 ( 磁 ) 力 作用 于 9 上 ,而 没有 侧 向 力作 用 于 % 上 。 是 否 
作用 不 等 于 反作用 呢 ? 我 们 想 把 这 一 问题 留 给 你 们 去 思索 。 


$26-3 场 的 相对 论 变换 


在 上 一 节 中 我 们 从 经 过 变换 后 的 势 算出 了 电场 和 磁场 。 当 然 , 场 很 重要 ,不 管 以 前 的 论 
证 曾经 给 出 势 具有 物理 意义 及 其 真实 性 。 场 毕竟 也 是 真实 的 。 对 于 许多 目的 来 说 ,如 果 你 
已 经 知道 了 在 某 个 “静止 "系统 中 的 场 , 而 又 有 办 法 去 算出 在 运动 系统 中 的 场 , 那 是 很 方便 
的 。 我 们 已 有 了 关于 #$ 和 A 的 变换 规律 ,因为 A, 是 一 个 四 维 矢量 。 现 在 希望 弄 清楚 和 
B 的 变换 律 。 已 知 在 一 个 参照 系 中 的 E 和 8B ,在 另 一 个 从 旁边 跑 过 的 参照 系 中 它们 看 来 会 
像 些 什么 呢 ? 那 该 是 一 个 便于 得 到 的 变换 式 。 本 来 我 们 始终 可 以 通过 势 而 再 算出 场 的 ,但 
如 果 能 直接 将 场 变换 ,有 时 仍 挺 有 用 。 现 在 会 看 到 那 是 怎样 进行 的 。 

如 何 能 找到 场 的 变换 规律 呢 ? 我 们 已 知道 & 和 A 的 变换 规律 ,并 已 懂得 了 场 是 如 何 由 
多 和 4 给 出 的 一 一 要 找 出 B 和 EE 的 变换 式 就 应 该 是 容易 的 了 (你 也 许 会 想到 ,对 于 每 个 矢 
量 就 可 能 有 某 种 会 使 之 成 为 四 维 矢量 的 东西 ,因而 对 于 E 来 说 ,就 一 定 有 另 一 种 可 用 来 作 
为 其 第 四 分 量 的 东西 ,而 对 于 B 也 是 如 此 。 但 事实 却 并 非 这 样 ,与 你 所 指望 的 很 不 相同 )。 
作为 开始 ,让 我 们 仅仅 考虑 磁场 B, 那 当然 就 是 VX A。 现在 知道 ,具有 z，y, z 各 分 量 的 矢 
势 只 是 某 种 东西 的 一 部 分 ,此 外 还 有 一 个 上 分 量 。 而 且 也 知道 ,对 于 像 Y 的 微 商 ,除了 z，>， 
z 各 部 分 外 ,也 还 有 对 于 :的 微 商 。 因 此 ,让 我 们 试 算出 若 把 *y" 代 以 “2" ,或 把 %z” 代 以 “4”， 
或 如 此 这 般 , 则 会 发 生 什 么 。 

首先 ,注意 当 把 YX 4 的 各 分 量 写 出 时 ,其 中 各 项 的 形式 是 
z 分量 等 于 仅 含 有 > 与 分 量 的 对 偶 项 。 假 设 把 这 个 微 商 与 分 量 的 结合 体 称 为 “zy 事件 ”， 
并 给 它 一 个 速写 名 字 F。 。 我 们 的 意思 只 是 


(26.14) 


一 (26.15) 


同样 ,B, 等 于 这 同类 “事件 ", 但 这 回 它 却 是 “zz 事件 "了 。 而 B. 当然 就 是 相应 的 “yz 事 
件 "。 于 是 便 有 
也 一 为 ，B; 一 也 ，B. 一 已 ， (26.16) 


现在 , 若 我 们 也 试图 编造 出 一 些 像 FE, 和 下 .那样 的 “:" 型 事件 (由 于 自然 界 在 xz, y, z 和 
zt 方面 应 该 是 美好 而 对 称 的 ) , 则 会 有 什么 情况 发 生 呢 ? 例如 ,F.- 是 什么 ? 当然 , 它 就 是 
a4，_ 34。 


az ar“ 





但 要 记 住 A, = $, 因而 它 也 等 于 
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a$ _ aA: 


az ar“ 


对 此 你 以 前 就 已 见 过 。 它 是 EE 的 z 分 量 。 吧 ,几乎 成 了 一 一 还 有 符号 错误 。 但 我 们 忘记 了 
在 四 维 梯度 中 对 + 微 商 与 对 zx, y, z 的 微 商 带 有 相反 符号 。 因 此 ,实际 上 我 们 应 该 取 下 式 作 
为 Fe 更 加 一 致 的 推广 : 


了 (26.17) 


这 样 , 它 严格 等 于 一 E,。 也 可 尝试 算出 ,和 下, ,我 们 发 现 这 三 种 可 能 事件 给 出 
于 =—E,, F, =—E,, F. =—E.. (26. 18) 


如 果 两 个 下 脚 标 都 是 1, 又 将 出 现 什么 情况 呢 ? 或 者 ,对 于 此 事 来 说 , 若 两 者 都 是 工 呢 ? 
我 们 会 得 到 像 如 下 的 事件 : 


和 F. = 3A: _ 9A: 


即 这 些 都 不 外 给 出 零 值 。 
于 是 ,就 有 六 个 这 种 下 事件 。 还 有 六 个 你 可 以 通过 倒转 下 标 而 得 的 ,但 它们 实际 上 不 
会 给 出 任何 新 的 事件 ,因为 
F, = 一 Po， 5 


等 等 。 所 以 ,从 四 个 下 标 取 对 的 十 六 种 可 能 组 合 中 , 仅 得 到 六 个 不 同 的 物理 客体 ,而 它们 就 
是 B 和 E 的 分 若 。 

为 了 表示 出 下 的 一 般 项 ,我 们 将 采用 普遍 的 下 脚 标 上 和 v, 其 中 每 一 个 各 代表 0、1、2 或 
3 一 一 在 通常 的 四 维 矢量 符号 表示 法 中 指 上 +，z,， y 和 z。 而 且 , 一 切 都 符合 四 维 矢量 符号 表 
示 法 ,只 要 对 及 作出 如 下 的 定义 : 


EF, = V.A, 一 V.A，， (26. 19) 


请 记 住 Y= (9/9t, 一 3[ar, 一 9/9y, 一 9/9z) 和 A, = ($, A:, A,, A.)。 

我 们 已 得 到 的 是 :在 自然 界 中 有 六 个 合成 整体 的 量 一 一 它们 是 同一 件 事件 的 不 同方 面 。 
电场 和 磁场 ,在 低速 运动 世界 里 (那里 不 需 担心 光速 ) 被 认为 是 彼此 分 开 的 矢量 ,而 在 四 维 空间 
里 却 并 不 是 矢量 。 它 们 是 一 种 新 “事件 "的 各 部 分 。 物 理 “ 场 "实际 上 是 那 具有 六 个 分 量 的 客体 
已 . 。 这 就 是 我 们 必须 把 它 作为 相对 论 来 考虑 的 方法 。 现 在 把 有 关 FF, 的 结果 概括 在 表 26-1 中 。 

你 看 到 我 们 这 里 所 做 的 就 是 推广 叉 积 。 要 从 
旋 度 的 运算 及 旋 度 的 变换 性 质 与 两 矢量 一 一 通常 
的 三 维 矢量 A 和 已 知道 其 行为 也 像 一 矢量 的 梯度 
算 符 一 一 的 变换 性 质 相同 这 一 事实 出 发 。 考 察 一 
下 在 三 维 中 的 一 个 普通 叉 积 ,比如 一 个 粒子 的 角 动 
量 。 当 一 物体 在 一 平面 内 运动 时 , (zxv, 一 yv:) 这 
个 量 是 重要 的 。 对 于 在 三 维 中 的 运动 , 则 有 三 个 这 


表 26-1 已。 的 各 分 量 
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样 的 重要 量 , 称 之 为 角 动量 : 


LL; = m(zvy — yv:), Le = m(yve — zv0,), Los = m(zvs — xv). 


然后 (尽管 你 现在 可 能 已 经 忘记 了 ) ,我 们 曾 在 第 1 卷 第 20 章 中 发 现 这 样 的 奇迹 , 即 这 三 
个 量 可 以 与 矢量 的 分 量 等 同 起 来 。 为 达到 此 目的 ,我 们 曾 不 得 不 用 右手 惯例 来 建立 一 个 
人 为 法 则 。 那 只 不 过 是 幸运 。 它 之 所 以 是 幸运 ,因为 Ls (i 和 j 各 可 等 于 zx, y 或 z) 是 一 
个 反对 称 的 事件 : 

Ls =—Las Ls = 0. 


在 九 个 可 能 的 量 中 ,只 有 三 个 独立 的 值 。 而 碰巧 当 你 改变 坐标 系 时 ,这 三 个 事件 按 与 一 矢量 
的 分 量 完全 相同 的 方式 变换 。 

相同 的 事件 允许 我 们 把 一 个 面积 元 表示 成 矢量 。 一 个 面积 元 有 两 部 分 一 一 比如 说 dz 
和 dy 一 一 这 我 们 可 用 一 个 垂直 于 该 面积 的 矢量 da 来 表达 。 但 我 们 不 能 在 四 维 中 这 样 做 。 
垂直 于 dzdy 的 是 个 什么 昵 ? 它 到 底 沿 = 方向 还 是 沿 : 方向 ? 

总 之 ,对 于 三 维 而 言 碰巧 在 取 了 像 Lv 那样 的 两 矢量 的 组 合 之 后 ,你 又 可 把 它 用 另 一 个 
矢量 来 表达 ,因为 刚好 有 三 项 碰巧 会 像 一 个 矢量 的 分 量 那 样 变换 。 但 在 四 维 中 , 那 显 然 是 不 
可 能 的 ,因为 存在 六 个 独立 的 项 ,而 你 不 可 能 用 四 个 事件 来 代表 六 个 事件 。 

即使 在 三 维 中 ,很 可 能 存在 不 能 用 矢量 来 表示 的 两 个 矢量 的 组 合 。 假 设 任意 取 两 矢量 
a 二 (as, a,, a:) 和 b= 二 (4b;, 6b,,b5:), 并 构成 各 种 可 能 的 分 量 组 合 , 像 a.6;, ab, 等 等 。 则 
应 该 有 九 个 可 能 的 量 : 

an， asb,, ab 
abs, ab， awb:, 


asbs, ab,y, as 
我 们 也 许可 以 叫 这 些 量 为 Ts 。 
如 果 现 在 来 到 一 个 转动 (比如 说 绕 = 轴 转 动 ) 的 坐标 系 中 ,a 和 b 的 各 分 量 就 会 改变 。 
在 这 一 新 参照 系 中 ,比如 a: 由 下 式 代 替 : 
对 一 axcosb 十 aysing， 
而 65, 则 由 下 式 代替 ， 
b’, = b,cos 0— b,sin 0. 
对 于 其 他 各 分 量 也 与 此 相仿 。 当 然 ,由 我 们 所 发 明 的 乘积 Tv 的 九 个 分 量 也 全 都 改变 了 。 例 
如 , Ts = asb, 就 变 成 


T = asb, (cos’0) — asb,(cos bsin 9) + ayb, (sin bcos 0) 一 as(sinzg) 
或 T’, = Tcos’0— Tcos sin 9+ T,, sin bcos 0 — T,, sin’0. 
1 的 每 一 分 量 就 是 Tv 的 诸 分 量 的 一 个 线性 组 合 。 
因此 发 现 ,不 仅 可 能 有 像 eXz 的 那 种 * 矢 积 " , 它 具 有 像 矢 量 那样 变换 的 三 个 分 量 ,而 且 
也 能 够 人 为 地 造成 两 矢量 的 另 一 种 “乘积 "Ts , 它 有 九 个 分 量 ,在 转动 之 下 ,它们 按 我 们 能 够 


计算 出 来 的 一 组 复杂 法 则 而 变换 。 这 种 要 有 两 个 下 标 、 而 不 是 单一 下 标 才能 加 以 描述 的 事 
件 , 叫 作 张 量 。 这 是 一 个 “二 阶 " 张 量 ,因为 你 也 可 以 用 三 个 矢量 来 做 这 一 游戏 ,从 而 获得 一 
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个 三 阶 张 量 一 一 或 用 四 个 矢量 而 获得 一 个 四 阶 张 量 ,如 此 等 等 。 一 阶 张 量 就 是 矢量 。 

所 有 这 一 切 的 要 点 在 于 ,电磁 量 F,, 也 是 一 个 二 阶 张 量 ,因为 它 带 有 两 个 下 标 。 然 而 ， 
它 是 一 个 四 维 中 的 张 量 。 它 按 一 种 即将 算出 来 的 独特 方式 变换 一 一 恰恰 是 矢量 积 的 变换 方 
式 。 对 于 FF, ,如 果 你 改变 两 下 标的 前 后 次 序 , 则 Fs, 碰巧 会 改变 符号 , 那 是 一 种 特殊 情况 
它 是 一 个 反对 称 张 量 。 所 以 我 们 说 ,电场 和 磁场 是 四 维 中 一 个 两 阶 反对 称 张 量 的 两 部 分 。 

你 们 已 经 走 过 很 长 的 路 程 ,是 否 还 记 起 好 久 以 前 我 们 对 速度 下 定义 的 时 候 ? 现在 正在 
谈论 “四 维 中 一 个 二 阶 反 对 称 张 量 ”。 

眼前 ,我 们 得 求 出 关于 F, 的 变换 规律 。 这 完全 不 难 做 到 ,只 是 有 点 麻烦 罢了 。 无 需 动 
脑筋 ,但 要 做 不 少 工作 。 我 们 所 需要 的 是 关于 VwA, 一 VA, 的 洛 伦 兹 变换 。 由 于 V, 不 过 是 
矢量 的 特殊 情况 ,所 以 我 们 将 处 理 普遍 的 反对 称 矢量 组 合式 ,可 称 为 Ce : 


G 一 ap 一 ap (26. 20) 


(对 于 我 们 的 目的 来 说 ,a, 最 终 将 由 V, 代替 而 5 由 A, 代替 )。a, 和 如 的 各 分 量 分 别 按照 
洛 伦 效 公式 变换 ,它们 是 





























RR 及 二 b.— vhs 
”VIF WIT 
A nk nk 
x Ts T= 日 (26.21) 
的 一 Gy， 的 
a =a, b=b. 
现在 来 变换 Gu 的 分 量 。 要 从 Ge 开始 : 
yp pr (evo) /bvh) 1az 一 ra 1 一 他 bg 
Gb ( 夺 千 )( 夺 党)-( 先 和)( 丘 守 )-%%- 
但 这 恰好 就 是 Ge ,因而 有 这 么 一 个 简单 结果 : 
Ge = Gs. 
我 们 将 再 多 做 一 个 。 
6 i vo 一 (ab, — ash) — vasb, — ayb) 
” VF” ”Vw vi- 
因而 得 到 (er 
1—v 
当然 按 相同 的 方法 可 得 
cr -GE 一 vG。 
~ VI 


剩 下 的 将 怎样 做 就 很 清楚 了 。 让 我 们 对 所 有 这 六 项 都 制 成 一 表 ,不 过 此 刻 也 可 用 Fw 来 写 
出 罢了 : 


362 


费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) a 








Eth 
B= 天 FF = 2——?, 
Vi 
Ek 
及 = (26. 22) 
1— 访 
F=f 有 = EE- 
i= I~— 


当然 ,仍旧 有 F% = 一 Fo 和 FA 一 0. 

所 以 我 们 得 到 了 电场 和 磁场 的 变换 式 。 我 们 所 必须 做 的 一 切 就 是 去 查 表 26-1 以 找 出 
在 用 FF 的 漂亮 的 符号 表示 法 中 改 用 E 和 B 时 意味 着 什么 。 那 不 过 是 如 何 代入 的 问题 。 为 
了 使 你 能 够 清楚 在 通常 的 符号 中 看 上 去 如 何 ,我 们 将 在 表 26-2 中 重新 写 出 关于 场 分 量 的 变 
换 式 。 


表 26-2 电场 和 磁场 的 洛 伦 兹 变换 (c 一 1) 表 26-3 场 变换 的 另 一 种 形式 (c 一 1) 





表 26-2 中 的 那些 式 子 告 诉 我 们 :如 果 从 一 个 惯性 系 到 另 一 个 惯性 系 ,E 和 B 将 怎样 变 
化 。 若 已 知道 在 一 个 系 中 的 EE 和 B, 则 可 求 得 在 其 旁边 以 速率 v 运 动 的 另 一 个 参照 系 中 它 
们 会 变 成 什么 。 

如 果 注 意 到 ,由 于 v 是 在 x 方向 上 ,因而 所 有 含有 v 的 项 就 都 是 叉 积 vxXE 和 vXB 的 
分 量 , 那 么 便 能 把 这 些 式 子 写成 一 种 更 易于 记忆 的 形式 。 因 此 ,可 以 重新 将 那些 变换 式 
写成 如 表 26-3 所 示 的 形式 。 这 样 就 较 易于 记 住 哪个 分 量 在 哪里 。 事 实 上 ,这 种 变换 式 
甚至 还 可 以 写 得 更 加 简单 。 只 要 把 沿 = 轴 的 场 分 量 定义 为 "平行 ”分量 El 和 B (因为 它 
们 都 平行 于 S 与 S' 间 的 相对 速度 ) ,而 把 总 横 分 量 一 一 y 和 z 两 分 量 的 矢量 和 一 一 定义 为 
“ 正 交 "分 量 El 和 B, ,就 得 到 表 26-4 中 的 那些 式 子 (我 们 已 把 c 放 回去 了 ,使 得 以 后 要 回 
过 来 参考 时 更 为 方便 )。 


表 26-4 已 和 及 的 洛 伦 交 变换 的 又 一 种 形式 


El=E! 





一 (CE+wXB) Ps 
BA 1 








图 26-7 坐标 系 S 正在 穿 过 一 个 静电 场 而 运动 


这 些 场 变换 式 为 我 们 提供 求解 某 些 曾经 解 过 的 问题 一 一 比如 求 运动 点 电荷 的 场 一 的 
另 一 种 方法 。 我 们 以 前 就 曾 通过 对 势 取 微 商 而 算出 了 场 ,但 现在 有 可 能 通过 变换 库仑 场 而 
做 到 这 一 点 了 。 若 有 一 个 在 S 参照 系 中 静止 的 点 电荷 , 则 那里 只 有 简单 的 径 向 场 。 在 S' 参 
照 系 中 ,将 会 看 到 一 个 以 速度 运动 着 的 点 电荷 ,如 果 S' 参 照 系 是 以 速率 v 一 一 “经 过 S 参 
照 系 的 话 。 我 们 将 让 你 们 证 明 , 表 26-3 和 26-4 中 的 变换 会 给 出 与 我 们 在 $ 26-2 中 曾经 得 





ne 二 一 一 第 26 章 场 的 洛 伦 效 变换 


到 的 电场 和 磁场 相同 。 

如 果 我 们 运动 并 经 过 任何 固定 的 电荷 系统 , 则 对 于 我 们 所 能 看 到 的 事件 表 26-2 中 的 变 
换 式 会 提供 一 个 有 趣 而 又 简单 的 答案 。 例 如 ,假定 要 知道 在 我 们 的 S' 参 照 系 中 的 场 ,倘若 
我 们 正在 如 图 26-7 所 示 的 那个 电容 器 两 板 之 间 运 动 着 (当然 ,如 果 说 一 个 充电 电容 器 运动 
着 经 过 我 们 ,情况 也 一 样 ) ,我 们 看 到 了 什么 呢 ? 在 这 种 情况 下 变换 是 轻而易举 的 ,因为 在 原 
来 的 系统 中 ,B 场 为 零 。 首 先 ,假定 我 们 的 运动 是 垂直 于 EE 的 , 则 将 看 到 一 个 仍然 是 完全 横 
向 的 E' = E/V1 一 太 /C。 此 外 ,我 们 还 将 看 到 磁场 Bf = 一 vy X E’ /c* (在 关于 B' 的 表 式 中 
VI 一 哆 民 不 会 出 现 ,因为 我 们 是 用 EE' 而 非 用 E 来 写 出 的 ,但 那 是 同一 回 事 )。 因 此 , 当 我 
们 垂直 于 一 静电 场 而 运动 时 ,就 会 看 到 一 个 被 增强 了 的 E 和 一 个 附加 的 横向 BB。 如 果 我 们 
的 运动 并 不 垂直 于 EE, 则 可 将 EE 分 成 E 和 EE, 两 部 分 。 该 平行 部 分 不 会 改变 , 即 E1 = 已 | ， 
而 其 垂直 部 分 则 恰 如 刚才 所 述 的 那样 变化 。 

现在 要 来 考虑 相反 的 情况 ,并 设想 我 们 正在 穿 过 一 个 纯 静 磁场 而 运动 。 这 次 会 看 到 电 
场 EE, 它 等 于 vXB', 以 及 改变 了 一 个 因子 1/V1 一 矿 /C 的 磁场 (假定 它 是 横向 的 )。 只 要 wv 
比 c 小 很 多 ,就 可 以 忽略 磁场 中 的 变化 ,而 主要 效应 则 是 出 现 一 个 电场 。 作 为 这 一 效应 的 一 
个 例子 , 试 考虑 测定 飞机 航速 这 个 著名 问题 。 目 前 这 已 经 不 再 是 著名 的 了 ,因为 可 以 利用 雷 
达 从 地 面 的 反射 波 来 测定 空气 的 速率 ,但 多 年 来 在 恶劣 气候 中 找 出 飞机 的 速率 一 直 是 困难 
的 。 你 不 能 见 到 地 面 , 且 又 不 知道 哪个 方向 向 上 ,等 等 ,但 要 去 弄 清楚 相对 于 地 面 你 正在 动 
得 多 快 ,仍然 是 十 分 重要 的 。 见 不 到 地 面 如 何 能 做 到 这 一 点 呢 ? 许多 懂得 那些 变换 式 的 人 
们 曾经 琢磨 过 这 种 想法 , 即 利用 飞机 在 地 球 磁场 中 运动 这 一 事实 。 假 定 飞机 飞 过 的 地 方 磁 
场 大 体 上 已 经 知道 。 让 我 们 仅仅 考虑 磁场 取 垂 直方 向 的 简单 情况 。 要 是 我 们 正在 以 一 水 平 
速度 v 飞 过 它 , 则 按照 公式 ,就 会 看 到 等 于 vyXB 的 电场 ,也 就 是 说 ,这 电场 垂直 于 飞行 方向 。 
假如 安装 一 根 被 绝缘 的 导线 横 穿 过 机 身 , 则 这 个 电场 便 会 在 导线 两 端 感 生 电荷 。 这 并 不 是 
任何 新 的 东西 。 从 地 面 上 某 些 人 的 观点 来 看 ,我 们 正在 移动 一 根 导线 横 穿 磁场 ,因而 vx B 
的 力 就 会 引起 电荷 流向 导线 两 端 。 那 些 变 换 式 不 过 是 用 另 一 种 方式 道 出 了 同一 件 事情 (我 
们 能 够 以 不 只 一 种 方法 谈论 同一 件 事情 这 个 事实 ,并 不 意味 某 种 方法 比 其 他 方法 好 。 现 在 
已 有 那么 多 的 不 同方 法 和 工具 ,以致 我 们 经 常 能 够 用 65 种 不 同方 法 获得 相同 的 结果 )。 

所 以 为 了 测 得 wv, 我们 必须 做 的 一 切 就 是 去 测量 该 导线 两 端 间 的 电压 。 我 们 不 能 用 
一 个 伏特 计 来 做 这 件 事 , 因 为 同样 的 场 也 将 作用 于 伏特 计 的 导线 上 ,但 总 会 有 测量 这 种 
场 的 一 些 方法 。 当 我 们 在 第 9 章 中 讨论 大 气 电 时 就 曾 谈 及 某 些 方法 。 所 以 应 该 有 可 能 测 
出 飞机 的 航速 。 

然而 ,这 一 重要 问题 却 从 未 用 这 种 方式 解决 过 。 原 因 是 ,这 样 产生 的 电场 约 为 每 米 几 毫 
伏 的 数量 级 。 这 样 的 场 本 来 是 可 以 测 出 的 ,可 是 困难 却 在 于 ,可 惜 这 些 场 不 能 与 其 他 电场 做 
任何 区 别 。 由 穿 过 磁场 中 运动 所 产生 的 场 与 从 另 一 种 原因 ,比如 与 在 空气 中 或 云雾 上 的 静 
电荷 所 已 经 存在 于 空气 中 的 某 些 电场 ,不 能 区 分 开 来 。 我 们 曾 在 第 9 章 中 描述 过 在 地 球 表 
面 上 空 存在 着 强度 约 为 100 Vm 一 的 典型 电场 。 但 它们 很 不 规则 。 因 而 当 飞 机 在 空中 飞 过 
时 , 它 会 看 到 比 起 那 由 v X B 项 所 产生 的 微小 场 还 要 强大 得 多 的 大 气 电场 的 起 伏 ,而 结果 是 
由 于 实际 原因 不 能 赁 飞机 穿 过 地 球 磁场 中 的 运动 来 测定 它 的 航速 。 
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$26-4 ”用 相对 论 符号 表示 的 运动 方程 


由 麦克 斯 韦 方程 组 求 电 场 和 磁场 没有 很 大 好 处 ,除非 我 们 知道 如 果 有 场 那 它们 将 干 些 
什么 。 你 可 能 记得 , 场 对 于 求 得 作用 于 电荷 上 的 力 是 需要 的 ,而 这 些 力 则 确定 了 该 电荷 的 运 
动 。 因 此 ,电动 力学 理论 的 一 部 分 当然 就 是 关于 电荷 运动 与 力 的 关系 。 

对 于 处 在 EE 和 B 场 中 的 单独 电荷 , 它 所 受 的 力 为 


F=q(E+vxB). (26. 23) 


对 于 低速 情况 来 说 ,这 个 力 等 于 质量 乘 以 加 速度 ,但 对 于 任何 速度 的 情况 正确 的 规律 则 是 力 
等 于 dp /dt。 写 出 p = my/VI 一 殉 / 后 ,就 求 得 了 在 相对 论 上 正确 的 运动 方程 : 
d moVv 
(AE 
现在 ,希望 从 相对 论 的 观点 来 讨论 这 个 方程 。 既 然 已 经 把 麦克 斯 韦 方程 组 表达 成 相对 
论 形式 了 ,去 看 看 在 相对 论 形式 下 运动 方程 会 像 什 么 样子 该 是 多 么 有 趣 。 就 让 我 们 来 看 看 ， 
能 否 将 这 个 方程 重新 用 四 维 矢量 符号 写 出 来 。 

我 们 知道 ,动量 是 四 维 矢量 p, 中 的 一 部 分 ,而 其 时 间 分 量 则 为 能 量 moc? /VI 一 fer。 
因此 我 们 也 许 会 想到 ,要 用 dp, /dt 来 代替 式 (26. 24) 的 左边 。 于 是 ,只 需 找 出 属于 下 的 第 四 
个 分 量 。 这 第 四 个 分 量 应 该 等 于 能 量 的 变化 率 ,或 者 是 做 功 的 功率 , 亦 即 正 . v。 于 是 我 们 希 
望 将 式 (26. 24) 的 右边 写成 一 个 像 (F. v, F:,F,,，F.) 那样 的 四 维 矢 量 。 可 是 这 并 不 会 构 
成 四 维 矢量 。 

一 个 四 维 矢量 的 时 间 微 商 不 再 是 一 个 四 维 矢量 ,因为 d/dz 要 求 选 定 某 个 用 来 测量 : 的 
特殊 参照 系 。 我 们 以 前 在 试图 使 "成 为 一 个 四 维 矢量 时 ,就 曾 碰 到 过 这 样 的 麻烦 。 当 时 我 
们 的 第 一 个 猜测 是 ,其 时 间 分 量 一 定 是 cdt /dt = c。 但 这 些 量 


dz dy dz)_ 
(< 至 , 全 ,条 )= (6 (26. 25) 


)=F=aE+vxB). (26. 24) 


却 不 是 一 个 四 维 矢 量 的 分 量 。 我 们 曾经 发 现 , 通 过 对 每 个 分 量 乘 以 1/V1i 一 蕊 /C7, 则 它们 
可 以 被 改造 成 一 个 四 维 矢量 。“ 四 维 速度 "u, 就 是 这 么 一 个 四 维 矢量 : 


ce ， 
“= |( 让， (26. 26) 
所 以 似乎 是 这 样 : 若 我 们 希望 那些 微 商会 造成 四 维 矢量 , 则 秘诀 在 于 对 d/d: 乘 以 


1/VI—v 
于 是 ,我 们 的 第 二 个 猜测 是 : 


1 


d 
FE dt) (26. 27) 


* 在 这 一 节 中 我 们 将 放 回 所 有 的 c。 
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应 该 是 一 个 四 维 矢量 。 但 » 究竟 是 什么 ? 它 是 粒子 的 速度 ,而 并 非 坐标 系 的 速度 ! 那么 ,由 
下 式 定义 的 量 万 





5 (0 75) to 

就 是 力 在 四 维 中 的 推广 ,我 们 可 叫 它 为 四维 力 "。 它 的 确 是 一 个 四 维 矢量 ,其 空间 分 量 并 非 
下 的 分 量 ,而 是 F/VI 一 灰 / 的 分 量 。 

问题 在 于 为 什么 f, 是 一 个 四 维 矢量 呢 ? 对 因子 1/VI 一 琅 / 稍微 有 点 理解 对 这 个 问 

题 应 该 是 不 错 的 。 由 于 现在 它 已 被 提 到 过 两 次 ,所 以 现在 是 弄 清楚 为 什么 上 总 可 以 用 相同 


的 因子 来 确定 的 时 候 了 。 答 案 如 下 : 当 我 们 就 某 个 函数 = 对 时 间 取 微 商 时 ,是 在 自 变 量 : 的 
一 个 小 间隔 At 中 计算 z 的 增 量 Az。 但 在 另 一 个 参照 系 上 ,这 间隔 At 或 许 会 相当 于 在 +' 和 
z 两 个 方面 的 变化 ,因而 如 果 我 们 仅 改 变 ”, 则 在 = 中 的 变化 便 将 不 同 了 。 对 于 微 商 来 说 ， 
我 们 必须 求 出 作为 时 空 “间隔 "量度 的 变量 ,这 样 才 会 在 一 切 坐标 系 中 都 相同 。 当 我 们 对 那 
样 的 间隔 取 为 As 时 , 则 它 对 所 有 的 坐标 系 都 会 是 相同 的 。 当 一 粒子 在 四 维 空间 中 “运动 ” 
时 ,会 有 At, Az, Ay 及 Az 的 变化 。 我 们 能 否 用 它们 来 构成 一 个 不 变 的 间隔 呢 ? 噢 ,它们 就 
是 四 维 矢量 z, = (a, xz, y, zx) 各 分 量 的 变化 ,因而 如 果 由 下 式 定义 一 个 量 As: 


(As): 一 axa, = (car 一 人 2 一 一 AD) (26. 29) 
由 于 它 是 一 个 四 维 点 积 , 则 我 们 有 一 个 用 来 量度 四 维 间隔 的 很 好 的 四 维 标量 了 。 从 As 或 其 


极限 ds, 我 们 能 够 定义 一 个 参数 * 一 |u。 而 对 于 s 的 微 商 , 即 d/dy, 就 是 一 种 漂亮 的 四 维 运 


算 ,因为 它 对 于 洛 伦 兹 变换 来 说 是 不 变 的 。 
对 一 个 运动 粒子 , 若 要 将 ds 和 dt 联系 起 来 倒 很 容易 。 对 于 一 个 正在 运动 的 点 状 粒子 ， 





dz = vdt, dy = vdt, dz = vdt, (26. 30) 
而 
ds =V(de /eR = dVI— /er, (26. 31) 
所 以 这 算 符 
VI—w/ dt 


就 是 一 个 不 变 算 符 。 若 用 它 来 对 任 一 四 维 矢量 进行 运算 , 则 可 以 得 到 另 一 个 四 维 矢量 。 例 
如 ,车 把 它 作用 于 (ct ,，z,， >?，z) 上 ,可 获得 该 四 维 速度 w: 


dz 一 
ds 
现在 我 们 明白 ,为 什么 这 个 因子 V1 一 可 /c* 总 会 把 事情 解决 好 。 
这 个 对 洛 伦 兹 变换 不 变 的 变量 * 是 一 个 有 用 的 物理 量 。 它 称 为 沿 粒 子路 径 的 “ 原 时 ”， 
因为 ds 总 是 在 一 个 跟随 粒子 一 起 运动 的 参照 系 中 在 任何 特定 的 时 刻 的 一 个 时 间 间 隔 ( 这 
时 , Az 二 Ay 二 Az 二 0, 因而 As 二 At )。 如 果 你 能 够 想象 出 某 个 “ 钟 ”, 它 的 运行 快慢 与 加 
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速度 无 关 ,那么 这 样 一 个 伴随 着 粒子 的 钟 就 会 显示 出 时 间 s。 
现在 我 们 可 以 回 过 头 去 把 (经 过 了 爱 因 斯 坦 修正 的 ) 牛 顿 定律 写成 简洁 形式 : 


db — 
= (26. 32) 


其 中 万 就 是 式 (26. 28) 中 所 给 出 的 。 并 且 ,动量 p, 也 可 以 写成 


ps = mou, 一 mm 时， (26. 33) 


式 中 坐标 z, 二 (a , xz， y, zx)，, 现在 描述 粒子 的 轨道 。 最 后 ,该 四 维 符号 表示 法 为 我 们 提供 
了 形式 十 分 简单 的 运动 方程 : 
mo 中， (26. 34) 


这 使 人 想起 = ma。 重要 的 是 要 注意 式 (26. 34) 与 下 = ma 的 不 同 , 因 为 这 个 四 维 矢量 公 
式 (26. 34) 已 包含 在 相对 论 力学 中 了 ,在 高 速 运动 中 它 不 同 于 牛顿 定律 ,也 不 像 麦 克 斯 韦 
方程 组 的 那 种 情况 ,那里 我 们 能 够 把 各 个 方程 都 重新 写成 相对 论 形式 而 完全 没有 改变 其 
意义 一 一 只 不 过 是 符号 表示 法 的 改变 而 已 。 

现在 让 我 们 回 到 式 (26. 24) 并 看 看 怎样 才能 将 其 右边 用 四 维 矢量 符号 写 出 来 。 那 三 个 
分 量 一 一 当 各 除 以 WI 一 殉 / 时 一 一 就 是 /, 的 分 量 ,因而 








_ aeCE+wXB)。_ E | wB, __ vB, 
大 二 中 a | 人 
现在 ,我 们 必须 把 所 有 的 量 都 用 它们 的 相对 论 符号 来 表示 。 首 先 , c/VI 二 F706, vw, /VI 二 TE 


以 及 wv. 人 1 一 本 /EC 分别 是 四 维 速度 w 的 +, > 和 z 分量。E 和 B 的 分 量 则 是 场 的 二 阶 张 量 
,的 分 量 。 当 回 到 表 26-1 中 查看 与 E. ，B. 和 B, 相对 应 的 ,的 分 量 时 , 则 可 以 得 到 * 


f: = q(wFs — uF — uF), 
这 个 式 子 开始 看 上 去 似乎 很 有 趣 。 每 项 都 有 一 个 下 脚 标 +, 那 是 合理 的 ,因为 我 们 正在 寻求 


工分 量 蚊 。 然 后 ,所 有 其 他 下 脚 标 则 是 成 对 地 出 现 : 芷 ， yy，zz, 除 了 zz 那 一 项 不 见 以 外 。 
所 以 我 们 正好 把 它 插 进 去 ,并 写成 


f: = q(wFn — urFs — uyFsy — uF ). (26. 36) 


这 并 未 改变 什么 ,因为 已 .是 反对 称 的 ,从 而 F- 等 于 零 。 之 所 以 要 把 =z 项 放 进去 就 是 为 了 
使 我 们 能 够 将 式 (26. 36) 写 成 一 个 简写 形式 


= Py (26. 37) 


这 个 式 子 与 式 (26. 36) 是 一 样 的 ,如 果 给 出 这 样 一 个 规则 , 即 每 当 任 一 个 下 肢 标 出 现 两 次 
时 (比如 这 里 的 ,) ,你 就 得 自动 地 用 像 标 积 那样 的 方法 把 这 些 项 都 相 加 起 来 ,这 也 是 应 用 
想 同 的 符号 惯例 。 


* 我 们 把 c 放 回 到 表 26 -1 时 , 则 与 后 相对 应 的 Fs 分 量 都 乘 以 1/c。 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 第 26 章 场 的 洛 伦 效 变换 | 367 
你 可 以 相信 , 式 (26. 37) 对 于 py 二 y 或 y 一 = 也 同样 适用 ,但 对 于 /一 上 又 是 怎么 回 事 呢 ? 
开 一 个 玩笑 ,让 我 们 来 看 看 它 讲 些 什么 : 
太一 a(wR — ws Ps — uF, — uP). 
现在 要 变 回 成 和 B 的 表示 式 ,我 们 得 








=g0+ B+ E+ bE, 
hn a( =r Te T= ) 人 


或 
六 
VIE 


但 根据 式 (26. 28),f, 被 认为 是 


Fy _ gEtvyXB):v 
VI—= /er Vi ~ 
由 于 (vX B). v 为 零 ,所 以 就 与 式 (26. 38) 相 同 。 因 此 ,一 切 都 很 顺利 。 
概括 起 来 ,运动 方程 可 以 写成 一 个 优美 形式 : 
mm = f= qb (26. 39) 


虽然 方程 式 可 以 这 样 写 出 看 起 来 很 巧妙 ,但 这 种 形式 却 并 非特 别 有 用 。 对 于 求解 粒子 运动 
的 问题 ,应 用 原来 的 方程 式 (26. 24) 往 往 更 加 方便 ,而 那 是 我 们 将 经 常 做 的 事情 。 


第 27 章 场 的 能 量 和 场 的 动量 


$27-1 局 域 守恒 


很 明显 ,实物 的 能 量 并 不 守恒 。 当 一 物体 辐射 光 时 它 就 失去 能 量 。 然 而 ,这 部 分 损失 的 
能 量 可 以 用 其 他 形式 来 描述 ,比如 说 用 光 的 形式 。 因 此 ,要 是 没有 考虑 到 与 光 \ 或 普遍 地 说 ， 
与 电磁 场 联系 着 的 能 量 ,那么 能 量 守恒 的 理论 是 不 完整 的 。 我 们 现在 着 手 处 理 场 的 能 量 守 
恒 和 动量 守恒 。 肯 定 不 可 能 只 论述 其 中 一 个 而 不 涉及 另 一 个 ,因为 在 相对 论 中 它们 是 同一 
个 四 维 矢量 的 不 同方 面 。 

早 在 第 1 卷 中 ,就 曾 讨论 过 能 量 守恒 , 那 时 只 是 说 世界 上 的 总 能 量 恒定 不 变 。 现 在 要 将 
能 量 守恒 律 的 概念 在 一 个 重要 方面 加 以 推广 一 一 在 某 些 细节 方面 说 明 能 量 是 怎样 守恒 的 。 
这 一 新 的 定律 将 说 明 :如果 能 量 离开 一 个 区 域 , 那 是 由 于 它 通过 该 区 域 的 边界 流出 去 的 。 这 
是 比 不 加 这 样 一 种 限制 的 能 量 守恒 要 强 一 点 的 规律 。 

为 看 清 这 一 说 法 的 含义 ,让 我 们 先 来 考察 一 下 电荷 守恒 律 是 怎样 产生 的 。 过 去 我 们 对 
电荷 守恒 是 这 样 描述 的 :有 一 电流 密度 j 和 一 电荷 密度 p, 当 某 处 的 电荷 减少 时 就 必然 会 有 
电荷 从 该 处 流出 ,我 们 把 它 称 为 电荷 守恒 。 这 个 守恒 律 的 数学 形式 是 


v.71——2. (27.1) 





上 述 定律 得 出 如 下 结论 , 即 在 世界 上 的 总 电荷 总 保持 恒定 不 变 一 永远 不 会 有 任何 净 电荷 
的 获得 或 丧失 。 然 而 , 总 电荷 很 可 能 按 男 一 种 

罗 » 方式 保持 不 变 。 假 定 在 某 点 (1) 附 近 有 某 个 电 
荷 Q, ,在 隔 某 段 距离 的 点 (2) 附 近 则 没有 什么 电 

A 加 和 荷 (图 27-1)。 现 在 假定 : 随 着 时 间 的 推移 ,电荷 
Q&, 会 逐渐 消失 ,而 与 此 同时 随 着 Q 的 减少 却 有 
某 些 电荷 Q; 在 点 (2) 处 出 现 ,并 且 以 这 样 一 种 

方式 进行 ,即使 得 在 每 个 时 刻 Q 与 Q; 之 和 是 

一 常数 。 换 句 话说 ,在 任 一 中 间 态 上 Q, 所 丧失 

HE yy 的 量 应 该 加 到 Q。 上 ,那么 世界 上 电荷 的 总 量 才 
0， 人.%。 会 守 但。 这 是 一 种 “世界 范围 "的 守 全 ,而 不 是 
我 们 将 称 之 为 局 域 "性 的 守恒 ,因为 要 使 电荷 

从 点 (1) 转 移 至 点 (2) 并 不 要 求 在 两 点 之 间 的 空 


图 27-1 两 种 使 电荷 守重 的 方式 : (a)Q, + Q 间 里 任何 一 处 出 现 。 就 局 部 来 说 ,该 电荷 是 真 
为 - 恒 量 ; (b)dQ /dt = 一 | nda 一 一 dQ /dt 。 正 “丧失 "了 。 





(b) 
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这 一 种 “世界 范围 "的 守恒 律 在 相对 论 中 会 碰 到 困难 。 在 相隔 一 定 距离 的 各 个 点 ， 
“同时 "这 个 概念 对 于 不 同 参照 系 是 彼此 不 相等 的 。 两 事件 在 某 个 参照 系 中 是 同时 的 ,但 
对 于 从 旁 运 动 而 过 的 另 一 个 参照 系 来 说 则 不 是 同时 的 了 。 在 上 述 那 种 “世界 范围 "的 守 
恒 律 中 ,要 求 从 Q, 上 丧 失 的 电荷 应 该 同时 出 现在 Q; 上 。 否 则 就 会 出 现 电荷 并 不 守恒 的 
某 些 时 刻 。 因 此 如 不 将 其 造成 一 个 “局 域 " 的 守恒 定律 ,似乎 就 没有 办 法 使 电荷 守恒 律 在 
相对 论 上 成 为 不 变 式 。 事 实 上 , 洛 伦 兹 的 相对 论 不 变性 这 一 要 求 , 似乎 以 令 人 惊异 的 方 
式 限制 了 可 能 有 的 自然 规律 。 比 方 ,在 现代 量子 场 论 中 ,人 们 往往 希望 通过 承认 我 们 称 
为 “ 非 局 域 " 性 的 互 作用 一 一 这 里 的 某 事件 会 直接 影响 到 那里 的 某 事件 一 一 来 改变 理论 ， 
但 却 陷入 了 相对 论 性 原理 上 的 困难 。 

“局 域 "守恒 还 含有 另 一 种 概念 。 它 表明 电荷 之 所 以 能 够 从 一 处 移 至 另 一 处 ,在 它们 之 
间 的 空间 里 必须 有 某 个 事件 发 生 。 要 描述 该 定律 ,我 们 不 仅 需要 电荷 密度 p, 而 且 也 需要 另 
一 类 量 , 即 了 , 它 是 给 出 通过 一 个 截面 的 电荷 流动 速率 的 一 个 矢量 。 于 是 这 个 流量 就 同 电荷 
密度 的 变化 率 通过 式 (27. 1) 而 互相 联系 起 来 ,这 是 守恒 律 中 更 为 极端 的 一 种 。 它 表明 电荷 
按 某 一 特殊 形式 守恒 一 一 “局 域 " 地 守恒 。 

事实 证 明 ,能 量 守恒 是 一 种 局 域 过 程 。 在 某 个 给 定 空间 区 域 里 不 但 存在 能 量 密度 ,而且 
也 存在 代表 穿越 表面 的 能 量 流动 速率 的 矢量 。 例 如 , 当 有 一 个 光源 向 外 辐射 时 ,我 们 能 够 求 
出 从 该 源 发 射出 来 的 光 能 。 如 果 设 想 某 个 包围 着 该 光源 的 数学 曲面 ,那么 从 这 个 曲面 内 部 
所 损失 的 能 量 就 等 于 穿越 该 曲面 流出 去 的 能 量 。 


$27-2 能 量 守恒 与 电磁 学 


现在 我 们 要 定量 地 写 出 关于 电磁 学 的 能 量 守恒 。 为 此 ,就 必须 描述 在 空间 任何 体积 元 
中 能 量 及 其 能 流速 率 各 有 若干 。 假 定 我 们 首先 只 考虑 电磁 场 的 能 量 , 因 而 将 令 x 代表 场 的 
能 量 密 度 (也 就 是 在 空间 内 单位 体积 的 能 量 ) ,并 令 矢量 $ 代表 场 的 能 通 量 密 度 ( 即 单位 时 间 
通过 垂直 于 流动 方向 的 单位 截面 的 能 流 )。 于 是 , 同 电荷 守恒 、. 即 式 (27. 1) 完 全 相似 ,我 们 可 
以 把 场 能 量 的 “局 域 "守恒 律 写成 





=—V.S. (27.2) 


当然 ,这 一 定律 并 非 普遍 正确 ,说 场 能 量 守恒 是 不 对 的 。 假 设 你 在 一 个 黑暗 房间 里 打开 
电灯 开关 ,忽然 之 间 整个 房间 里 都 充满 了 灯光 ,所 以 就 有 了 场 方面 的 能 量 ,尽管 在 此 之 前 一 
点 光 也 没有 。 式 (27. 2) 并 非 一 个 完全 的 守恒 律 ,因为 场 能 量 单独 来 说 是 不 会 守恒 的 ,只 有 世 
界 上 的 总 能 量 一 一 也 包括 实物 方面 的 能 量 一 一 才 会 守恒。 如 果实 物 对 场 做 了 一 些 功 或 场 对 
实物 做 了 一 些 功 , 则 场 的 能 量 将 会 发 生 改 变 。 

可 是 , 若 在 有 关 体 积 里 存在 实物 , 则 我 们 知道 它 具 有 多 少 能 量 :每 个 粒子 具有 人 能量 
moc? /V1 一 太 fC。 实物 的 总 能 量 正好 是 所 有 粒子 能 量 之 和 ,而 通过 一 个 面 的 这 种 能 流 就 正 
好 是 通过 这 个 面 的 每 个 粒子 所 携带 的 能 量 之 和 。 现 在 我 们 只 想 谈论 有 关 电 磁场 方面 的 能 
量 , 因 此 就 必须 写 出 这 样 一 个 方程 , 它 会 说 出 在 某 个 给 定 体积 里 的 总 场 能 的 减少 ,或 者 是 由 
于 场 能 从 该 体积 里 流出 ,或 者 是 由 于 场 把 能 量 给 了 实物 而 有 了 损失 (或 从 实物 处 获得 能 量 ， 
那 不 过 是 能 量 的 负 损失 )。 体 积 V 内 的 场 能 为 
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av, 


而 其 减少 速率 则 是 这 个 积分 对 时 间 微 商 的 负 值 。 从 体积 V 出 来 的 场 的 能 流 等 于 8 的 法 向 
分 量 对 包围 着 V 的 整个 曲面 的 积分 , 即 
|s .nda。 
因此 ， 
一 划 ,vav = | .s .nda 十 (对 内 实物 所 做 的 功 ). (27.3) 
a 


我 们 以 前 已 经 知道 , 场 对 单位 体积 实物 做 功 的 功率 为 E* j[ 作 用 于 一 粒子 上 的 力 为 
下 二 q(E 十 vXB), 因而 做 功 的 功率 就 是 正 . "一 gE .wo 若 单位 体积 里 共有 N 个 粒子 , 则 单 
位 体积 的 作 功 功率 为 NgE. "但 Nav = j ], 所 以 量 E* j 必然 等 于 单位 时 间 内 单位 体积 中 
场 损失 的 能 量 。 于 是 式 (27. 3) 便 变 成 


- 虽 wav=|s .nda+| :jav. (27.4) 


这 是 场 内 能 量 的 守恒 律 。 如 果 能 够 把 第 二 项 变 成 体积 积分 ,就 可 以 将 它 转变 成 一 个 像 
式 (27. 2) 那 样 的 微分 方程 ,这 是 容易 用 高 斯 定理 做 到 的 。S 的 法 向 分 量 的 面积 分 等 于 它 的 
散 度 对 整个 内 部 体积 的 积分 。 因 此 , 式 (27. 3) 就 相当 于 


2 ， 
—|, Eav =|,v-savtle .jdV, 


其 中 我 们 已 把 第 一 项 中 的 时 间 微 商 置 于 该 积分 之 内 。 由 于 这 一 方程 对 于 任何 体积 都 适用 ， 
因而 可 以 除去 那些 积分 而 得 到 关于 电磁 场 的 能 量 方程 式 : 
a 
-= V5+Ej (27.5) 


现在 ,这 一 方程 对 我 们 毫 无 用 处 ,除非 知道 x 和 S$ 各 是 什么 。 也 许 仅 能 告诉 你 们 用 EE 
和 B 来 表达 它们 的 式 子 ,因为 我 们 真正 希望 得 到 的 只 是 结果 。 然 而 ,这 里 却 宁愿 向 你 们 展 
示 曾 于 1884 年 由 坡 印 亭 用 来 获得 S 和 v 的 公式 的 那 种 论证 ,以 便 使 你 们 能 够 知道 这 些 式 子 
是 从 何 而 来 的 (然而 ,对 于 今后 的 工作 来 说 ,你 们 并 不 需要 去 牢记 这 一 推导 )。 


$27-3 电磁场 中 的 能 量 密度 和 能 流 


假定 存在 仅仅 取决 于 E 和 B 的 场 能 量 密度 w 和 能 通 量 密度 S ,这 是 一 种 理念 (例如 ,至 
少 在 静电 学 中 就 已 知道 ,能 量 密度 可 以 写成 oF 下)。 当 然 ,这 里 的 x 和 $S 也许 会 依 斑 于 
势 或 其 他 的 东西 ,但 让 我 们 看 看 能 够 算出 什么 结果 来 。 可 以 尝试 把 EE. j 这 个 量 重新 写成 
为 两 项 之 和 :其 中 一 项 是 一 个 量 的 时 间 微 商 ,而 另 一 项 则 是 第 二 个 量 的 散 度 。 这 时 , 那 第 一 


个 量 该 含 w 而 第 二 个 量 则 含 S( 带 有 适当 符号 ) ,这 两 个 量 都 必须 只 用 场 来 表示 的 。 这 就 是 
说 ,我 们 希望 把 上 述 方程 写成 
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左边 应 该 首先 仅仅 用 场 来 表示 。 我 们 如 何 能 做 到 这 一 点 呢 ? 当然 ,要 通过 应 用 麦克 斯 
韦 方程 组 。 根 据 关于 B 的 旋 度 的 那个 麦克 斯 韦 方程 ,用 E 对 之 点 乘 , 便 得 


下 -了 VS. (27.6) 


Ej=ocE.(VXB) -op. YE, (27.7) 


这 样 就 已 部 分 地 完成 了 任务 。 最 未 一 项 是 时 间 微 商 一 一 即 (0 pn) (BoE: EE)。 因此, 去 。 


下 至 少 就 是 x 的 一 部 分 了 。 这 与 我 们 曾经 在 静电 学 中 求 得 的 是 相同 的 东西 。 现 在 ,一 切 必 
须 做 的 就 是 要 使 另 一 项 纳入 某 种 东西 的 散 度 之 中 。 
注意 式 (27. 7) 右 边 的 第 一 项 与 
(VXB):.E (27.8) 


相同 。 而 正如 你 从 矢量 代数 方面 所 知道 的 , (a Xb) ec 与 a* (bXc) 一 样 ,因而 上 面 这 一 项 
也 就 等 同 于 
V:. (BXE), (27.9) 


这 就 有 了 “ 某 种 东西 "的 散 度 ,这 恰恰 就 是 我 们 所 需要 的 。 结 果 这 件 事 却 是 错 的 ! 以 前 曾 向 
你 们 和 警告 过 ,VV 虽然 “ 像 " 矢 量 ,但 与 矢量 不 “完全 "相同 。 之 所 以 不 是 矢量 ,是 因为 有 一 个 来 
自 微 积分 学 方面 的 附加 惯例 : 当 一 微分 算 符 置 于 一 乘积 的 前 面 时 , 它 要 对 右边 每 个 东西 都 进 
行 运算 。 在 式 (27.7) 中 ,V 只 对 B 运 算 , 而 对 不 运算 。 但 在 式 (27. 9) 的 那 种 形式 中 ,按照 
正常 惯例 ,VY 应当 对 B 和 EE 两 者 都 进行 运算 。 所 以 并 不 是 同一 回 事 。 实 际 上 , 若 我 们 算出 
VV. (BXEE) 的 各 部 分 ,就 能 看 出 它 等 于 E. (YX B) 再 加 上 某 些 其 他 的 项 。 这 很 像 当 我 们 
取代 数 中 一 个 积 的 微 商 时 所 发 生 的 那 种 情况 。 例 如 ， 


d 潭 d 
号 wz) = 嵌 e+7 至. 


并 不 打算 将 V. (BXE) 的 所 有 各 部 分 都 算出 , 仅 愿意 向 你 们 指明 一 个 对 付 这 种 问题 十 
分 有 用 的 技巧 , 那 就 是 允许 你 将 矢量 代数 的 法 则 全 部 运用 到 含有 算 符 V 的 表示 式 上 去 而 又 
不 会 引起 任何 麻烦 的 一 种 技巧 。 这 技巧 就 是 要 丢 开 一 一 至 少 暂时 是 如 此 一 一 关于 微 商 算 符 
对 什么 进行 运算 的 微 积分 符号 表示 法 则 。 你 会 看 到 ,通常 ,各 项 的 次 序 用 于 两 个 单独 的 目 
的 。 一 个 目的 是 在 运算 方面 ,为 使 /(d /dxr)g 不 同 于 g(d/dz)7; 另 一 个 目的 则 是 在 矢量 方 
面 ,为 使 。Xb 不 同 于 bXa。 如 果 我 们 乐意 ,可 以 决定 暂时 放弃 这 个 运算 法 则 ,不 去 说 明 微 商 
要 对 右边 每 件 东 西 都 进行 运算 ,而 是 来 制订 一 种 与 所 写 下 来 的 各 项 次 序 无 关 的 新 的 规则 。 
于 是 我 们 就 能 巧妙 地 处 理 前 后 各 项 而 用 不 着 操心 。 

这 里 就 是 新 的 规则 :用 下 脚 标 来 表示 微分 算 符 对 什么 进行 运算 ,这 样 前 后 次 序 就 没有 什 
么 意义 了 。 假 设 令 算 符 了 代表 3 /az, 那么 Dy 就 意味 着 仅 对 变量 f 取 微 商 ,于 是 


D/f = a. 








但 如 果 我 们 有 Dyfg , 则 它 指 的 是 
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Dfg = (02)s: 


不 过 要 注意 ,此 刻 按照 我 们 的 新 规则 , fDyg 也 意味 着 相同 事情 。 我 们 可 将 相同 的 事情 任意 
写成 以 下 各 种 形式 : 
Drfg = gDsf = fDsg = feD,. 


你 看 ,Dj 甚至 可 以 处 在 每 件 事情 之 后 ( 像 这 样 一 种 方便 的 符号 表示 法 竟 从 未 在 数学 或 物理 
学 书 中 得 到 传授 , 真 令 人 感到 意外 )。 

你 可 能 会 怀疑 : 若 我 要 写 出 fg 的 微 商 , 那 该 怎么 办 呢 ? 我 所 要 的 是 对 两 项 的 微 商 。 那 
很 容易 ,你 只 要 这 样 说 就 行 了 ,你 写 下 Dy(fg) 十 Ds(fg), 而 这 恰好 就 是 g(3f /9x) 十 
f(ag /ar), 也 即 在 旧 符 号 表示 法 中 你 用 3( fg ) /az 表示 的 意思 。 

你 将 会 看 到 ,现在 算出 关于 VV. (BXE) 的 新 表示 式 就 变 得 很 容易 了 。 我 们 从 改 成 新 的 
符号 表示 法 开始 ,也 即 写 出 

V: (BXE)=Vs: (BXE)+Ve: (BX E). (27. 10) 


当 我 们 这 样 做 时 ,就 无 需 再 保持 次 序 上 的 正确 了 。 我 们 始终 懂得 ,Ve 只 对 E 进行 运算 ,而 
Va 只 对 B 运算。 在 这 种 场合 下 ,就 能 够 把 Y 当 作 通 常 的 矢量 那样 来 运用 (当然 , 当 运算 结束 
时 ,就 要 回 到 每 人 常用 的 那 种 “标准 "符号 表示 法 上 去 )。 因 此 ,现在 就 可 以 做 出 像 交换 点 积 
和 叉 积 以 及 对 各 项 进行 其 他 类 型 的 重新 安排 等 各 种 事情 。 例 如 , 式 (27. 10) 中 的 中 间 项 可 以 
重新 写成 E. Vs XB (你 会 记得 , a. bXe 二 bcXa ), 而 那 最 末 一 项 则 与 B.ExX Ve 相同 。 
这 看 来 像 是 异想天开 ,但 却 没有 什么 问题 。 现 在 ,如 果 我 们 试图 回 到 通常 的 惯例 上 来 , 那 必 
须 安排 得 使 V 仅 对 其 “本 身 " 的 变量 进行 运算 。 第 一 项 已 经 那样 做 了 ,因此 可 以 仅仅 去 掉 下 
标 。 第 二 项 就 需要 某 种 调整 才能 使 V 移 至 EE 之 前 ,这 我 们 可 通过 交换 叉 积 的 次 序 并 改变 符 
号 而 做 到 : 


B. (EXVs)=—B: (Ve XE). 
现在 , 式 子 已 经 按照 惯常 次 序 写 出 ,因而 就 可 回 到 通常 的 符号 表示 法 上 来 。 式 (27. 10) 相 当 于 
V:(BXE)=E.(VXB)—B. (VXE) (27.11) 


(在 这 一 特殊 情况 下 , 较 快 的 方法 应 该 是 一 直 利 用 各 分 量 ,但 花 点 时 间 向 你 们 指出 这 种 数学 
技巧 还 是 值得 的 。 你 或 许 将 不 会 在 其 他 地 方 见 到 它 ,但 对 于 把 矢量 代数 从 关于 含有 微 商 的 
项 的 次 序 规则 中 解放 出 来 是 极为 好 用 的 )。 

现在 我 们 就 回 到 能 量 守恒 的 讨论 上 来 ,并 引用 我 们 的 新 结果 , 即 式 (27. 11) ,去 变换 式 
(27.7) 中 的 VXB 项 。 这 样 ,能 量 方程 变 成 


Ej=ocV: (BXE)+ocB.: (VXE)— (oF “E). (27.12) 


现在 你 看 到 ,我 们 几乎 完成 任务 了 。 这 里 有 两 项 ,一 项 用 作 w 对 于 :的 漂亮 微 商 , 另 一 项 
代表 $ 的 美妙 散 度 。 可 惜 , 那 中 间 项 仍旧 保留 下 来 , 它 既 不 是 散 度 ,又 不 是 对 于 + 的 微 商 ， 
所 以 我 们 已 经 接近 胜利 ,但 还 不 完全 。 在 经 历 了 一 番 思 考 之 后 ,回去 查看 麦克 斯 韦 的 微 
分 方程 组 ,幸运 地 发 现 VXE 等 于 一 38/3t, 这 就 意味 着 我 们 可 以 把 这 独特 项 转变 成 单纯 
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现在 完全 具有 了 我 们 所 需要 的 一 切 。 我 们 的 能 量 方程 可 写成 


Ej=V. (ocBXE) -2 (8.B+$SE.E), (27.13) 
那 就 完全 像 式 (27. 6) ,只 要 下 这 样 两 个 定义 : 
u=$E.E+3-B.B (27.14) 
和 
S=ucEXB (27.15) 
(交换 叉 积 的 次 序 使 符号 显得 正确 ) 。 


我 们 的 计划 是 成 功 的 。 已 经 有 一 个 关于 能 量 密度 的 表示 式 , 它 是 “ 电 " 和 "* 磁 "两 种 能 量 
密度 之 和 ,它们 的 形式 很 像 以 前 我 们 在 静 场 情况 下 求 得 的 形式 , 那 时 我 们 计算 出 了 用 场 表示 
的 能 量 公式 。 并 且 ,我 们 也 已 找到 了 关于 电磁 场 的 能 流 矢量 的 公式 。 这 一 新 的 矢量 ,S = 
@c*E XB, 按照 它 的 发 现 者 的 名 字 , 称 为 “ 坡 印 亭 矢 量 ”, 它 告诉 我 们 有 关 场 能 在 空间 各 处 流 
动 的 速率 ,每 秒 流 经 一 小 面积 da 的 能 量 为 $. nda, 其 中 为 垂直 于 da 的 单位 矢量 (现在 你 
有 了 uw 和 S 的 公式 , 若 乐意 的 话 , 便 可 忘掉 那些 推导 过 程 )。 


$27-4 场 能 的 不 确定 性 


在 考虑 坡 印 亭 公 式 [ 式 (27. 14) 和 (27. 15) ] 的 某 些 应 用 前 ,我 们 希望 说 明 ,我 们 并 未 真正 
“证 明 " 过 这 些 公式 。 上 面 只 不 过 是 找到 了 一 个 可 能 的 “u" 和 一 个 可 能 的 “S”。 我 们 怎 能 知 
道 ,通过 巧妙 处 理 各 项 的 前 后 次 序 ,不 能 再 找到 关于 “u”" 和 关于 “S”" 的 另外 的 公式 呢 ? 这 个 
新 的 S 和 新 的 u 可 能 是 不 同 的 ,但 它们 仍 应 该 满足 式 (27. 6)。 它 是 可 能 的 ,也 是 能 够 做 到 
的 。 不 过 所 找到 的 公式 其 形式 始终 含有 场 的 各 种 微 商 (总 会 有 像 二 次 微 商 或 一 次 微 商 的 平 
方 那样 的 二 次 项 )。 事 实 上 ,有 无 数 个 关于 u 和 S 的 不 同 可 能 性 ,而 迄今 还 没有 人 曾经 想到 
用 实验 方法 来 判明 哪 一 个 是 对 的 ! 人 们 曾 猜测 最 简单 的 一 个 可 能 是 对 的 ,但 必须 讲 明 ,我 们 
肯定 不 知道 在 电磁 场 能 量 的 空间 中 真实 的 位 置 是 什么 。 因 此 ,我 们 也 就 用 容易 的 办 法 选取 
并 说 明 场 的 能 量 是 由 式 (27. 14) 给 出 的 。 于 是 ,能 流 矢量 S 也 必然 由 式 (27. 15) 给 出 。 

十 分 有 趣 ,似乎 没有 唯一 的 方法 能 解决 场 能 位 置 的 不 确定 性 问题 。 有 时 人 们 会 宣称 ,这 
一 问题 可 以 通过 利用 引力 理论 按照 下 述 论证 来 加 以 解决 。 在 引力 理论 中 ,所 有 各 种 能 量 都 
是 引力 之 源 。 因 此 ,如 果 我 们 知道 了 引力 作用 的 方向 , 则 电 的 能 量 密度 也 就 必然 被 适当 定位 
了 。 然 而 ,迄今 为 止 还 未 有 人 曾 做 过 这 样 精确 的 实验 使 得 电磁 场 的 引力 效应 的 精密 位 置 可 
以 确定 下 来 ,因而 电磁 场 单独 可 以 作为 引力 之 源 这 一 概念 在 外 表 上 是 难于 处 理 的 。 事 实 上 ， 
确 曾 观测 到 光 当 它 靠 近 太 阳 通 过 时 会 受到 偏转 一 一 我 们 可 以 说 太阳 把 光 向 它 本 身 吸 引 下 
来 。 你 难道 不 要 考虑 光 同 等 地 吸引 太阳 吗 ? 反正 ,每 人 都 乐于 接受 我 们 所 已 找到 的 那些 关 
于 电磁 能 的 位 置 及 其 流动 的 简单 表示 式 。 尽 管 有 时 运用 那些 式 子 获得 的 结果 似乎 有 点 奇 
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怪 ,但 却 从 未 有 人 找 出 那些 结果 的 毛病 一 一 这 就 是 说 ,没有 与 实验 不 一 致 。 因 此 ,我 们 仍 将 
跟随 世界 上 其 他 人 一 一 此 外 ,我 们 相信 它 可 能 是 完全 对 的 。 

应 该 做 一 个 关于 能 量 公式 的 进一步 述评 。 首 先 , 场 中 单位 体积 的 能 量 很 简单 : 它 是 静电 
能 量 加 上 磁场 能 量 ,如 果 静 电能 量 用 E* 而 磁场 能 量 用 B: 写 出 的 话 。 我 们 过 去 计算 静态 问 
题 时 ,就 曾 得 出 两 个 这 样 的 表示 式 作 为 能 量 的 可 能 表示 式 。 我 们 也 曾 求 得 关于 静电 场 中 能 
量 的 若干 个 其 他 公式 ,诸如 p$, 在 静电 情况 下 它 等 于 E* E 的 积分 。 然 而 ,在 动态 电场 中 等 
效 性 失效 ,而 至 于 哪个 式 子 正确 则 还 未 曾 有 过 明显 的 选择 。 现 在 我 们 才 知 道 哪 一 个 是 对 的 。 
同样 ,我 们 已 找到 了 一 个 普遍 正确 的 磁 能 量 公式 ,对 动态 场 的 能 量 密度 仍然 正确 的 公式 就 是 
式 (27.14)。 


$27-5 能 流 实 例 


关于 能 流 矢量 $ 的 公式 ,是 某 种 相当 新 鲜 的 事情 。 我 们 现在 就 要 来 看 看 ,在 某 些 特殊 情 
况 下 它 是 如 何 工作 的 ,并 看 看 它 是 否 与 以 前 已 知 的 任何 事情 互相 
验证 。 我 们 将 举 的 第 一 个 例子 是 光 。 在 一 个 光波 中 ,E 矢量 和 B 
矢量 互相 正 交 而 且 也 垂直 于 波 的 传播 方向 ( 见 图 27-2)。 在 电磁 
波 中 ,B 的 大 小 等 于 1/c 乘 上 E 的 大 小 ,而 且 由 于 它们 互相 垂直 ， 
所 以 还 可 写成 


E 









fy 让 的 传 所 方向 IExBI=E. 
< 
图 27-2 关于 光波 中 的 
E,B 和 5 矢量 因此 ,对 于 光 来 说 ,每 秒 通过 单位 面积 的 能 流 为 


S = wcE’. (27.16) 


在 E= Ecosw(t 一 zx/c) 的 那 种 光波 中 ,每 单位 面积 能 流 的 平均 速率 , 即 (S)% 一 一 也 称 为 
光 的 强度 一 一 为 电场 平方 的 平均 值 乘 以 oc: 
强度 二 《(S)¥w 一 oc(E’)rw. (27.17) 


信 不 信 由 你 ,我 们 曾 在 第 1 卷 8$ 31-5 中 学 习 光学 时 就 已 经 导出 过 这 一 结果 。 应 该 可 以 
相信 这 结果 是 正确 的 ,因为 它 也 被 另外 某 些 事情 所 核实 。 当 我 们 有 一 光束 时 ,在 空间 中 就 存 
在 由 式 (27. 14) 所 给 出 的 能 量 密度 。 对 于 光波 利用 cB = E, 得 出 

E 
(去 )= «FE. 





=F 
2 2 


但 在 空间 中 是 变化 着 的 ,因而 平均 能 量 密度 为 
(u) rm 一 olE?)sw. (27. 18) 


现在 , 波 以 速率 c 传播 ,所 以 应 该 想到 每 秒 穿 过 一 平方 米 的 能 量 等 于 乘 以 每 立方 米 中 的 能 
量 。 因 此 我 们 会 说 
(S)¥wm = oc(E’)s. 


上 式 是 对 的 ,因为 它 与 式 (27. 17) 相 同 。 
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现在 举 出 另 一 例子 。 这 是 相当 奇妙 的 一 个 例子 。 我 们 来 考察 正在 缓慢 充电 的 电容 器 中 
的 能 流 ( 并 不 要 求 那 么 高 的 频率 ,以 致电 容器 初 看 起 来 像 一 个 
共振 空 腔 , 但 也 不 要 是 直流 电 )。 假 定 是 用 一 个 普通 类 型 的 贺 
形 平行 板 电 容器 ,如 图 27-3 所 示 , 在 其 内 部 有 一 个 几乎 均匀 
而 随时 间 变化 的 电场 。 在 任何 时 刻 , 这 内 部 的 总 电磁 能 等 于 wu 
乘 以 体积 。 若 两 板 的 半径 均 为 e 而 其 间隔 为 , 则 在 两 板 间 的 
总 能 量 为 


U= ($F ) (res). (27. 19) 
当 巨 改变 时 ,这 个 能 量 也 在 改变 。 当 电容 器 充电 时 ,位 于 两 板 
间 的 体积 正在 以 速率 


dU 
dt 





= ona’hEE (27. 20) 


图 27-3 接近 一 个 正在 充电 
接受 能 量 。 因 此 ,一 定 会 有 从 某 处 进入 该 体积 中 的 能 流 。 当 的 电容 器 , 坡 印 部 矢量 $s 会 由 


然 ,你 知道, 它 必 定 从 那些 用 作 充电 的 导线 进来 一 “但 完全 不 轴 心 指向 内 
是 这 样 ! 它 不 可 能 经 由 该 方向 流入 两 板 内 的 空间 ,因为 EE 是 
与 板 垂直 的 ,所 以 EX B 就 一 定 与 两 板 平行。 

当然 ,你 会 记得 , 当 电容 器 正在 充电 时 ,就 有 一 个 环绕 轴 的 贺 形 磁场 。 我 们 在 第 23 章 中 
对 此 兽 有 所 讨论 。 利 用 麦克 斯 韦 方程 组 中 最 后 一 个 方程 ,已 求 得 在 电容 器 边缘 上 磁场 由 下 
式 给 出 : 








2xac*B = EE. xna’ 
或 四 
B= 入 多, 

它 的 方向 如 图 27-3 所 示 。 因 此 ,就 有 一 个 正比 于 E X B 的 能 流 从 边缘 四 周 进入 ,如 图 中 所 
示 。 能 量 实际 上 并 不 是 从 导线 下 来 的 ,而 是 从 围绕 着 该 电容 器 的 空间 那里 来 的 。 

让 我 们 来 核对 一 下 通过 两 板 边 缘 间 的 整个 面 的 总 能 流 是 否 与 其 内 部 能 量 的 变化 率 相 
符 一 一 看 来 这 样 较 好 。 为 了 核实 ,虽然 我 们 仔细 研究 了 证 明 式 (27. 15) 的 工作 的 全 过 程 ,但 
还 是 让 我 们 来 弄 弄 清楚 。 该 面 面 积 为 2rah ,而 S 二 wc*E XB 的 基 值 为 


ocE( 坟 EE), 


na’ heo EE. 


这 的 确 与 式 (27. 20) 相 符 。 但 它 告 诉 我 们 一 件 奇怪 的 事情 : 当 对 电容 器 充电 时 ,能 量 并 不 是 
沿 导线 下 来 的 ,而 是 穿 过 边缘 的 间隙 进来 的 。 那 分 明 就 是 这 一 理论 所 说 的 ! 
怎么 能 够 是 这 样 的 呢 ? 这 虽 不 是 一 个 容易 解决 的 问题 ,但 这 里 有 一 个 考虑 该 问题 的 
方法 。 假 设 在 该 电容 器 的 上 面 和 下 面 很 远 处 都 有 一 些 电 荷 , 当 电荷 离 得 很 远 时 ,就 会 有 
一 个 微弱 的 但 却 是 极其 散 开 的 场 包围 着 该 电容 器 ( 见 图 27-4)。 于 是 , 当 这 些 电 荷 靠拢 


因此 总 能 流 为 
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时 , 离 电容 器 较 近 处 的 场 就 变 得 较 强 。 因 此 , 远 处 的 场 能 量 是 会 朝 该 电容 器 移动 过 来 并 
最 后 停 驻 于 两 板 之 间 。 





图 27-4 当 将 两 电荷 从 远 处 移 来 对 一 电容 器 图 27-5 在 一 根 载 流 导线 
充电 时 ,在 电容 器 外 面 的 场 附近 的 坡 印 亭 矢量 S 


作为 男 一 个 例子 ,试问 在 一 根 有 电阻 的 导线 中 当 它 载 有 电流 时 会 有 什么 情况 发 生 。 既 
然 这 根 导线 中 有 电阻 , 则 沿 导线 方向 便 有 驱动 电流 的 电场 。 由 于 沿 导线 有 电势 降 ,因而 刚好 
在 导线 外 面 存在 与 其 表面 平行 的 电场 ( 见 图 27-5)。 此 外 ,还 有 一 个 由 电流 所 产生 的 环绕 着 
导线 的 磁场 。E 和 B 成 直角 ,因此 就 有 一 个 沿 半径 而 指向 内 的 坡 印 亭 矢 量 , 如 图 中 所 示 , 即 
有 一 个 从 周围 各 处 流 进 导线 的 能 流 。 当 然 ,这 等 于 导线 中 以 热 的 形式 损耗 掉 的 能 量 。 因 此 ， 
我 们 的 “狂妄 "理论 讲 :由 于 能 量 从 外 面 的 场 流 进 了 导线 ,电子 才 获 得 它们 用 以 产生 热 的 那些 
能 量 。 直 觉 似乎 告诉 我 们 ,电子 是 由 于 沿 着 导线 被 推动 才 获 得 能 量 的 ,因而 这 能 量 应 该 是 沿 
导线 流下 (或 流 上 )。 但 这 一 理论 却说 :电子 实际 上 是 被 来 自 远 处 的 某 些 电 荷 的 电场 所 推动 
的 ,而 它们 从 这 些 场 获 得 了 产生 热 的 能 量 。 能 量 总 会 英明 其 妙 地 从 遥远 处 的 电荷 流 进 空间 
的 广阔 区 域 , 然 后 又 流 进 导线 中 去 。 

最 后 ,为 了 使 你 确实 相信 这 一 理论 明显 是 一 个 难题 ,我们 将 再 举 一 个 例子 一 一 其 中 有 一 
电荷 和 一 块 磁铁 彼此 都 静止 地 互相 靠近 着 的 例子 一 一 即 两 者 都 固定 不 动 。 假 设 取 一 个 其 中 
的 点 电荷 被 置 于 棒状 磁铁 中 点 附近 ,如 图 27-6 所 示 。 每 一 件 东西 都 是 静止 的 ,从 而 能 量 并 
不 会 随时 间 变 化 。 而 且 ,E 和 B 也 都 是 完全 
静止 的 。 可 是 坡 印 亭 矢 量 却 说 存在 一 个 能 
流 ,因为 EXB 并 不 等 于 零 。 如 果 你 考察 这 能 
流 , 就 会 发 现 它 不 过 是 在 一 圈 圈 地 循环 旋 
转 。 任何 一 处 都 没有 能 量 方面 的 任何 变 

S 化 一 一 凡是 流 进 某 一 体积 里 的 东西 都 会 从 
图 27-6 ”电荷 和 磁铁 会 产生 一 个 绕 闭合 回路 循 ”那里 再 流出 来 。 这 很 像 不 可 压缩 的 水 在 环 
环 的 坡 印 亭 矢量 流 。 因 此 ,在 这 种 所 谓 静态 的 情况 下 还 存在 
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能 量 的 环流 。 这 是 多 么 荒 廖 ! 

然而 , 当 你 记 起 我 们 所 谓 的 “ 静 " 磁 实 际 上 是 一 种 环行 的 永久 电流 时 ,这 也 许 就 不 会 使 你 
那么 可 怕 地 感到 莫 明 其 妙 。 在 一 块 永 磁体 中 ,其 内 部 电子 都 在 永恒 地 旋转 。 这 样 也 许 能 量 
在 外 面 环流 这 一 点 就 不 那么 奇怪 了 。 

你 无 疑 开始 得 到 这 么 一 个 印象 , 即 坡 印 亭 理论 至 少 部 分 地 违背 了 你 对 于 在 电磁 场 中 能 
量 被 设置 于 何 处 的 那 种 直觉 。 你 也 许 会 相信 ,必须 对 你 的 一 切 直 觉 都 进行 修改 ,因此 在 这 里 
有 许多 东西 得 学 习 。 但 实际 上 似乎 并 不 需要 。 如 果 有 时 忘记 了 导线 里 能 量 是 从 外 面 流 进来 
而 不 是 沿 导 线 传 来 的 ,但 你 无 需 感觉 到 ,你 就 会 陷入 巨大 的 困难 。 在 应 用 能 量 守恒 的 概念 
时 ,过 细 地 注意 能 量 所 取 的 路 径 ,看 来 好 像 价值 不 大 。 能 量 围绕 着 一 块 磁铁 和 一 个 电荷 在 兜 
圈子 ,这 在 大 多 数 场合 似乎 是 很 不 重要 的 。 它 并 非 一 个 极为 重要 的 细节 ,但 很 清楚 ,我 们 通 
常 的 直觉 却 是 很 错误 的 。 


$27-6 场 的 动量 


接 下 来 ,我 们 希望 谈论 关于 电磁 场 中 的 动量 。 正 如 场 具有 能 量 一 样 , 它 的 每 个 单位 体积 
也 将 具有 一 定 的 动量 。 让 我 们 称 之 为 动量 密度 g。 当 然 ,动量 具有 各 种 可 能 的 方向 ,因而 8 
必定 是 个 矢量 。 让 我 们 每 次 谈 一 个 分 量 ,首先 ,考虑 z 分 量 。 由 于 动量 的 每 一 分 量 都 守恒 ， 
所 以 可 能 写 下 一 个 看 来 有 点 像 这 样 的 定律 : 


9 了 gz 了 
一 元 (实物 的 动量 ), 一 “其 十 (流出 的 动量 ): 


左边 是 容易 理解 的 ,实物 动量 的 变化 率 正好 就 是 作用 于 其 上 的 力 。 对 于 一 个 粒子 来 说 ,这 力 
就 是 下 = gq(E 十 vXB), 对 于 一 个 电荷 分 布 来 说 , 则 作用 于 单位 体积 上 的 力 为 (PE 十 j X B)。 
然而 ,“ 流 出 的 动量 "这 项 却 有 点 奇怪 。 它 不 可 能 是 一 个 矢量 的 散 度 ,因为 它 并 非 一 个 标量 ， 
其 实 是 某 一 矢量 的 z 分 量 。 无 论 如 何 , 它 看 来 大 概 有 点 像 


9a | 2b ac 


az ay az 


因为 x 动量 还 可 能 在 三 个 方向 中 的 任意 一 个 方向 上 流动 。 总 之 ,不 管 a, b 和 < 是 什么 ,这 
个 组 合 被 认为 等 于 z 动量 的 流出 量 。 

现在 这 场 游戏 应 该 是 仅仅 用 E 和 B 来 写 出 pE 十 jXB, 利用 麦克 斯 韦 方程 组 而 把 p 和 j 
消 掉 , 然 后 才 对 那些 项 调整 并 做 一 些 代 换 以 使 它 看 来 像 如 下 的 形式 : 


gr 十 aa ab ac 


at az 3y az 
之 后 ,通过 对 那些 项 做 出 标记 ,就 会 得 到 关于 g:, a, b 和 < 的 表示 式 。 它 的 工作 量 很 大 ,我 们 
并 不 打算 那样 做 ,而 只 准备 找 出 关于 动量 密度 g 的 表示 式 一 一 而 且 是 通过 男 一 种 方法 来 求 的 。 
在 力学 中 有 一 个 重要 定理 ,这 就 是 :在 任何 场合 下 ,每 当真 正 存在 能 量 ( 场 能 或 任何 其 他 
类 型 的 能 量 ) 流 动 时 , 则 单位 时 间 流 经 单位 面积 的 能 量 , 乘 以 1/c?, 就 等 于 空间 内 单位 体积 
的 动量 。 在 电动 力学 的 特殊 情况 下 ,这 一 定理 给 出 了 8g 等 于 1 /ec* 乘 以 坡 印 亭 矢量 的 结果 : 
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g= 3s. (27.21) 


c 


因此 , 坡 印 亭 矢 量 不 但 会 给 出 能 流 , 而 且 只 要 除 以 ,也 就 给 出 了 动量 密度 。 这 同样 的 结果 
可 从 我 们 提出 过 的 另 一 种 分 析 方 法 获得 ,但 更 有 意义 的 还 是 去 注意 这 个 更 加 普遍 的 结果 。 
现在 将 提供 若干 有 趣 例子 及 论证 以 便 使 你 们 相信 这 个 普遍 定理 是 正确 的 。 

第 一 个 例子 :假设 在 一 个 箱子 里 存在 大 量 粒子 一 一 比方 说 每 立方 米 中 含有 N 个 粒 
子 一 一 而 它们 以 某 个 速度 "运动 着 。 现 在 就 来 考虑 一 个 垂直 于 "的 想象 平面 。 每 秒 通过 这 
个 面 单位 面积 的 能 流 ,等 于 每 秒 流 过 的 粒子 数 Nv 乘 以 每 一 粒子 所 带 的 能 量 。 因 每 个 粒子 
的 能 量 为 wec /V1 一 态 /C, 所 以 每 秒 的 能 流 就 是 

moc’ 

VI—w /er 


但 每 个 粒子 具有 的 动量 为 mov/VT 一 75, 因而 动量 密度 为 


Nv 





N 
Vi—v/ 


这 恰好 就 是 1/e 乘 以 能 流 一 和 该 定理 所 说 的 相 
a 同 。 因 此 ,对 于 一 群 粒子 来 说 这 定理 是 正确 的 。 
这 定理 对 于 光 来 说 也 正确 。 我 们 过 去 在 第 1 
卷 学 习 光 学 时 就 曾 看 到 , 当 从 一 束 光 吸收 能 量 时 ， 
会 有 一 定 动量 递交 给 该 吸收 体 。 事 实 上 ,在 第 1 
(©) (©) 卷 第 34 章 中 我 们 曾经 证 明 , 动 量 等 于 1/ 乘 以 所 


M 
" 吸收 的 能 量 [ 第 1 卷 的 式 (34. 24)]。 若 令 Us 代表 


每 秒 到 达 单 位 面积 的 能 量 , 则 每 秒 到 达 单位 面积 


上 的 动量 就 是 U。 /c。 但 动量 以 速率 传播 ,因而 在 
该 吸收 体 前 面 的 动量 密度 就 必然 是 U, /Jc?。 因 此 ， 
(a 


mov 


再 次 表明 该 定理 是 对 的 。 

最 后 ,我们 将 提供 一 个 论据 ,这 论据 来 源 于 爱 
因 斯 坦 对 同样 事情 的 又 一 次 证 明 。 假 设 有 一 火车 
车 厢 在 轨道 上 自由 滑动 (假定 没有 摩擦 阻力 ) ,这 
车 厢 具 有 某 巨 大 质量 M。 车 厢 里 的 一 端 配 有 能 发 


vu 

， (©) 
射出 一 些 粒子 或 光 ( 或 任何 其 他 东西 ,到 底 是 哪 一 
v1 种 东西 都 没有 什么 区 别 ) 的 某 种 装备 ,然后 这 射出 
来 的 东西 就 给 车 厢 对 面 一 端 所 截 住 了 。 原 来 有 某 
| 些 能 量 放 在 车 厢 的 一 端 一 比如 说 是 图 27-7(a) 
(0) (o ) 上 :二 中 所 标明 的 能 量 U 一 一 而 后 来 它 却 转移 到 了 对 面 
© 的 一 端 ,如 图 27-7(c) 所 示 。 这 能 量 U 已 经 移动 了 


图 27-7 以 速率 < 运动 着 的 能 量 UU 会 带 有 一 个 等 于 该 车 有 长 度 的 距离 二。 既然 能 量 U 具有 
动量 人 质量 U/e ,因而 要 是 车 厢 保 持 不 动 的 话 ,该 车 厢 
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的 重心 就 必然 会 移动 。 爱 因 斯 坦 不 喜欢 一 物体 的 重心 可 以 只 凭 在 其 内 部 睹 胡 闵 一 番 就 能 使 
其 移动 的 那 种 想法 ,因而 他 假定 通过 在 物体 内 部 做 任何 事情 来 移动 其 重心 是 不 可 能 的 。 但 
如 果 事 实 确 是 那样 , 则 当 我 们 把 能 量 U 从 一 端 移 至 另 一 端 时 ,整个 车 厢 就 应 反 冲 一 段 距离 
z, 如 图 (c) 中 所 示 的 。 实 际 上 ,你 可 以 看 到 ,车 厢 的 总 质量 乘 以 z 就 必定 等 于 所 移动 能 量 的 
质量 U/e? 乘 以 工 (假定 UAe: 比 M 要 小 得 多 ) : 


Mz 一 号 (27. 22) 


现在 让 我 们 来 考察 一 下 能 量 由 一 次 闪光 所 携带 的 那 种 特殊 情况 (该 设备 也 同样 适用 于 粒 
子 , 但 我 们 将 跟随 爱 因 斯 坦 , 他 对 于 光 的 问题 感 兴趣 )。 究 竟 是 什么 东西 会 引起 车 厢 移 动 的 呢 ? 
爱 因 斯 坦 这 样 议论 说 : 当 光 被 发 射出 来 时 一 定 存在 反 冲 , 即 带 有 动量 p 的 某 个 未 知 的 反 冲 。 正 
是 这 一 个 反 冲 才 合 车厢 向 后 滚动 的 。 车厢 的 反 冲 速度 v 等 于 这 一 动量 除 以 车 厢 质 量 : 





v= 在 : 


车 厢 以 这 一 速度 运动 ,直至 光 的 能 量 到 达 对 面 一 端 为 止 。 于 是 , 当 它 磁 到 时 , 它 交还 了 它 的 
动量 而 使 车 厢 停 储 了 。 如 果 z 很 小 , 则 车 厢 运 动 的 时 间 约 等 于 工人 , 所 以 就 有 


a 
TV 


把 这 个 zx 值 代入 式 (27. 22) 中 , 便 得 


六 2 (27.23) 
你 可 能 会 觉得 奇怪 :为 什么 重心 定理 会 那么 重要 ? 也 许 安 是 错 的 。 或 许 是 吧 , 但 那 时 我 
们 也 可 能 丧失 角 动量 守恒 律 。 假 定 我 们 的 车 厢 沿 着 轨道 以 某 一 速率 前进, 而 同时 我 们 把 
某 些 光 能 从 车 顶 射 向 车 底 一 比方 说 ,从 图 27-8 中 的 A 点 射 至 B 点 。 现 在 来 考察 这 系统 
相对 P 点 的 角 动量 。 能 量 U 在 离开 A 点 之 前 , 它 
具有 质量 U/e? 和 速度 v, 从 而 具有 角 动 量 mor。 
当 它 到 达 了 点 时 , 仍 具有 相同 的 质量 ,而 倘若 整个 
车 厢 的 线 动量 不 会 发 生变 化 , 则 它 必定 仍 具有 速度 
v。 这 时 它 相 对 P 点 的 角 动量 就 是 mors。 这 角 动 
量 将 会 改变 ,除非 当 光 被 射出 时 正确 的 反 冲 动量 曾 
给 于 车 是 一 也 就 是 说 ,除非 光 携带 动量 U/c。 结 
果 变 成 , 角 动量 守恒 与 重心 定理 在 相对 论 中 是 紧密 
相 联 的 。 因 此 ,要 是 我 们 的 重心 定理 不 正确 , 则 角 二 二 
动量 守恒 就 被 破坏 了 。 无 论 如 何 ,已 经 弄 清楚 它 是 图 27-8 如 果 环 绕 P 点 的 角 动量 是 守恒 
一 个 正确 的 普遍 定律 ,而 在 电动 力学 的 情况 下 我 们 的 , 则 能 量 吕 应 带 有 动量 Uk 
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还 能 利用 它 来 获得 场 的 动量 。 

我 们 将 进一步 提 及 在 电磁 场 中 关于 动量 的 两 个 例子 。 曾 在 $ 26-2 中 指出 , 当 两 个 带电 
粒子 在 互 成 直角 的 轨道 上 运动 时 作用 与 反作用 定律 失败 了 。 作 用 于 两 粒子 上 的 力 并 不 平 
衡 ,因而 作用 并 不 等 于 反作用 ,这 样 实物 的 净 动 量 就 必然 正在 改变 , 它 是 不 守恒 的 。 但 在 这 
样 一 种 情况 下 场 的 动量 也 正在 改变 。 如 果 你 算出 由 坡 印 亭 矢 量 所 给 出 的 动量 , 则 它 不 是 一 
个 常数 。 然 而 ,粒子 动量 的 改变 刚好 被 这 个 场 的 动量 所 抵偿 ,所 以 粒子 加 上 场 的 总 动量 
守恒 。 

最 后 , 另 一 个 例子 则 是 如 图 27-6 所 示 的 具有 磁铁 与 电荷 的 那 种 情况 。 我 们 曾 由 于 发 现 
有 能 量 处 处 绕 圆周 流动 而 感到 不 快 ,但 此 刻 ,由 于 我 们 知道 能 流 与 动量 是 互 成 比例 的 ,所 以 
我 们 也 知道 在 空间 有 环行 着 的 动量 。 可 是 一 个 环行 动量 就 意味 着 存在 角 动 量 ,因此 在 场 中 
有 角 动 量 。 你 是 否 记 得 ,在 $ 17-4 中 我 们 描述 过 的 关于 放 在 圆 盘 上 的 一 个 螺 线 管 和 若干 个 
电荷 的 那个 伴 廖 ? 似乎 当 电 流 中 断 时 ,整个 盘 会 开始 旋转 。 令 人 迷惑 的 是 : 角 动 量 到 底 是 从 
哪里 来 的 ? 答案 :如 果 你 有 一 磁场 和 某 些 电 荷 , 则 在 场 中 就 会 有 某 一 角 动 量 。 当 场 建立 时 ， 
它 必定 已 经 安置 在 那里 了 。 而 当场 去 掉 时 ,这 一 角 动 量 被 还 了 回来 。 因 此 在 该 伴 廖 中 的 盘 
子 就 应 该 开始 转动 。 这 一 神秘 的 能 量 环流 ,最 初 似乎 觉得 是 那么 荒 雇 可笑, 但 却 是 绝对 必需 
的 。 确 实 有 一 个 动量 流 , 为 了 在 整个 世界 中 保持 角 动 量 守恒 , 它 是 必需 的 。 











第 28 章 电磁 质量 
$28-1 点 电荷 场 的 能 量 


在 把 相对 论 和 麦克 斯 韦 方程 结合 在 一 起 的 过 程 中 ,我 们 完成 了 关于 电磁 理论 的 主要 工 
作 。 当 然 , 有 某 些 细节 我 们 曾经 漏 掉 ,还 有 一 个 以 后 将 会 涉及 的 广阔 领域 一 一 电磁 场 与 实物 
的 相互 作用 。 但 现在 却 要 稍微 停留 一 下 以 便 向 你 们 指明 ,这 座 崇 高 大 厦 尽 管 在 解释 那么 多 
现象 方面 是 多 么 美妙 和 成 功 ,但 最 终 不 得 不 脸 朝 下 倒 了 下 去 。 当 你 追随 任 一 项 物理 学 太 远 
时 ,总 会 发 现 它 将 碰 到 某 种 困难 。 现 在 就 要 来 讨论 一 个 严重 的 困难 一 一 经 典 电磁 理论 的 失 
败 。 你 可 能 意识 到 ,由 于 量子 力学 效应 ,使 得 全 部 经 典 物理 学 都 失败 了 。 经 典 力学 是 一 种 在 
数学 上 协调 一 致 的 理论 , 它 只 是 与 经 验 不 符 而 已 。 然 而 ,很 有 趣 ,电磁 学 的 经 典 理论 就 其 本 
身 而 言 已 经 是 一 种 不 能 令 人 满意 的 理论 。 有 一 些 困 难 与 麦克 斯 韦 理论 的 概念 联系 在 一 起 ， 
但 这 困难 却 不 是 量子 力学 所 能 解决 或 与 之 直接 有 关 的 。 你 可 能 会 说 :为 这 些 困难 操心 也 许 
没有 什么 用 处 ,既然 量子 力学 正在 对 电动 力学 定律 进行 修改 ,应 该 等 修正 之 后 再 看 看 还 有 什 
么 困难 。" 然 而 , 当 电动 力学 被 结合 到 量子 力学 时 ,那些 困难 却 依然 存在 。 因 此 ,现在 来 考察 
这 些 困难 到 底 是 什么 并 不 是 浪费 时 间 。 何 况 , 这 些 困难 还 有 巨大 的 历史 价值 。 此 外 ,从 能 够 
跟踪 理论 足够 远 去 了 解 每 件 事 一 一 包括 它 的 一 切 困难 一 一 你 可 能 会 得 到 某 种 成 就 感 。 

当 把 电磁 理论 应 用 于 电子 或 其 他 带电 粒子 时 ,我 们 所 谈论 的 困难 与 电磁 动量 和 能 量 的 
概念 有 关 。 结 构 单 一 的 带电 粒子 和 电磁 场 的 概念 在 有 些 方面 是 互相 矛盾 的 。 为 了 描述 这 些 
困难 ,我 们 从 做 一 些 能 量 和 动量 概念 方面 的 练习 开始 。 

首先 ,将 计算 一 个 带电 粒子 的 能 量 。 假 设 采取 一 个 简单 的 电子 模型 ,其 中 全 部 电荷 9 都 
均匀 分 布 在 一 个 半径 为 a 的 球面 上 ,对 于 点 电荷 的 特殊 情况 ,a 可 取 为 零 。 现 在 让 我 们 计算 
电磁 场 中 的 能 量 。 如 果 该 电荷 静止 不 动 , 就 不 会 有 磁场 , 则 每 单位 体积 的 能 量 正比 于 电场 的 
平方 。 电 场 的 大 小 为 9/(4reo 产 ) ,其 能 量 密度 即 是 


32rzeor 


一 扫 区 一 


要 获得 总 能 量 , 就 得 将 这 个 密度 对 全 部 空间 积分 。 利 用 体积 元 4xrdr, 我 们 把 Un 称 为 总 能 
量 , 它 为 


Us = | Bz, 
这 很 容易 积 出 。 由 于 下 限 为 a 而 上 限 为 ,因而 
Dd (28.1) 
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如 果 用 电子 电荷 g, 来 代替 4 而 用 符号 e? 来 代替 2 /(4xeo) , 则 


1e 
Us = 去 扫 


(28. 2) 
这 全 都 很 好 ,直到 对 于 一 个 点 电荷 我 们 令 a 趋 于 零 一 一 才 存 在 巨大 困难 。 由 于 场 的 能 量 密 
度 与 离 中 心 距离 的 四 次 智成 反比 ,所 以 它 的 体积 分 为 无 限 大 。 在 一 个 点 电荷 的 周围 的 场 中 
竟 有 无 限 大 的 能 量 。 

一 个 无 限 大 能 量 有 什么 不 妥 之 处 呢 ? 如 果 能 量 不 能 跑 出 去 ,而 必定 永远 保持 在 那里 , 则 
一 个 无 限 大 能 量 是 否 会 带 来 任何 真正 的 困难 ? 当然 ,出 现 无 限 大 的 量 可 能 会 使 人 烦躁 不 安 ， 
但 真正 要 紧 的 却 是 究竟 有 无 任何 可 观测 得 到 的 物理 效应 。 为 回答 这 一 问题 ,我 们 应 当 转 到 
能 量 以 外 的 其 他 事情 上 去 。 假 定 我 们 问 起 当 移动 电荷 时 能 量 怎样 变化 。 那 时 ,如 果 变 化 为 
无 限 大 , 则 我 们 便 将 陷入 困难 之 中 了 。 





$ 28-2 运动 电荷 场 的 动量 


设想 一 个 电子 以 匀速 通过 空间 ,暂时 假定 这 速度 比 光速 要 慢 。 与 这 个 运动 电子 相 联系 
的 是 有 一 动量 一 一 即使 电子 在 带电 之 前 没有 质量 一 一 由 电磁 场 中 的 动量 引起 。 我 们 能 够 证 
明 , 这 个 场 动量 是 在 电荷 速度 ”的 方向 上 ,而 且 对 于 小 的 速度 来 说 它 与 "成 正比 。 在 与 电荷 
中 心 的 距离 为 ~ 与 运动 路 线 成 角度 0 的 己 点 处 (参见 图 28-1) 电 场 是 径 向 的 ,而 且 正如 我 们 
业已 知道 的 那样 ,磁场 为 »X EE /c?。 根 据 式 (27.21) 和 (27. 15) ,动量 密度 为 


g=0oEXB. 
它 斜 对 着 运动 路 线 , 如 图 中 所 示 , 并 具有 大 小 


g= 守 Ersint. 








图 28-1 一 个 正 电子 的 场 EE, B 及 其 动量 密度 g。 对 ”图 28-2 用 来 计算 场 动量 的 体积 元 2xr sin gdbdr 
于 负电 子 ,E 和 B 都 倒转 方向 ,但 g 的 方向 仍 不 变 


这 些 场 对 于 运动 路 线 是 对 称 的 ,因而 当 我 们 对 整个 空间 积分 时 ,那些 横向 分 量 加 起 来 就 
会 等 于 零 ,结果 给 出 一 个 平行 于 "的 合 动量 。 在 这 个 方向 上 g 的 分 量 为 gsin 60, 我们 必须 对 
它 在 全 部 空间 进行 积分 。 取 一 个 其 平面 垂直 于 "的 圆 环 作为 体积 元 ,如 图 28-2 所 示 。 它 的 
体积 为 2xr?sin 9drd9, 于 是 总 动量 为 
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p= | PEsint 02rr sin 0d0dr. 
由 于 E 与 9 无 关 ( 对 于 vc), 所 以 我 们 可 立即 对 9 积分 ,这 个 积分 为 
Jsini0a0 =— [0 — eos:0)d(eos 0) =— cos 0+ 0.0. 
由 于 0 积分 的 上 下 限 分 别 为 0 和 x, 因 而 这 个 9 积分 只 给 出 一 个 因子 4/3, 结 果 
p= 等 罕 [Erdr, 


这 个 积分 (对 于 "< c) 就 是 刚才 在 求 能 量 时 算出 过 的 , 它 为 q A(16w*6a) ,因而 


或 
bp (28. 3) 





场 中 的 动量 一 一 电磁 动量 一 一 与 成 正比 。 这 正 是 我 们 应 有 的 粒子 动量 ,粒子 的 质量 就 等 
于 vw 前 面 的 系数 。 因 此 ,我 们 可 把 这 一 系数 叫 作 电磁 质量 mwa ,并 把 它 写成 


(28.4) 


$28-3 电磁 质量 


质量 是 从 哪里 来 的 呢 ? 在 我 们 的 力学 定律 中 就 曾经 假定 每 一 物体 都 带 有 一 种 我 们 称 之 
为 质量 的 东西 一 一 这 也 意味 着 带 有 一 个 正比 于 其 速度 的 动量 。 现 在 发 现 ,一 个 带电 粒子 携 
带 正比 于 它 速度 的 动量 ,这 是 可 以 理解 的 。 事 实 上 ,也 许 质量 不 过 是 这 种 电动 力学 效应 。 质 
量 的 起 源 迄 今 还 未 得 到 解释 。 最 后 在 电动 力学 理论 中 就 有 极 好 的 机 会 来 理解 这 一 种 我 们 以 
前 从 未 理解 过 的 东西 。 意 外 地 一 一 更 确切 地 说 ,是 从 麦克 斯 韦 和 坡 印 亭 那里 一 一 得 出 结果 ， 
即 任 一 带电 粒子 正 是 由 于 电磁 影响 才 具 有 正比 于 其 速度 的 动量 。 

让 我 们 放 保守 一 些 而 暂且 说 ,存在 两 种 质量 一 一 物体 的 总 动量 可 以 是 机 械 动量 与 电磁 
动量 两 者 之 和 。 机 械 动 量 等 于 “机 械 " 质 量 mmw 乘 以 "。 在 一 些 实验 中 ,通过 观察 一 个 粒子 
有 多 少 动量 或 观察 它 在 轨道 各 处 如 何 旋转 来 测量 其 质量 ,我 们 正在 测量 的 是 其 总 质量 。 普 
遍地 说 ,动量 等 于 总 质量 (mmw 十 mas ) 乘 速度 。 因 此 , 凡 观 测 到 的 质量 都 可 能 含有 两 部 分 
(或 可 能 有 更 多 部 分 , 若 我 们 还 包括 其 他 类 型 的 场 的 话 ) :机 械 部 分 加 上 电磁 部 分 。 我 们 明确 
知道 有 一 个 电磁 部 分 ,而 且 对 于 它 已 经 有 一 个 公式 了 。 但 却 有 一 个 令 人 激动 的 可 能 性 , 即 机 
械 部 分 根本 就 不 存在 一 一 质量 全 都 是 电磁 性 质 的 。 

让 我 们 来 看 看 ,要 是 电子 不 具有 机 械 质 量 的 话 必须 有 多 大 。 可 以 通过 令 式 (28. 4) 中 的 
电磁 质量 等 于 所 观测 到 的 电子 质量 m, 而 找到 。 我 们 求 得 

和 六 


Q& 一 艺 
3 mnec 





(28.5) 
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而 量 





m= 二 (28.6) 


称 为 "经典 电子 半径 ”, 它 的 数值 为 2. 82 X 10 ”cm, 约 等 于 一 个 原子 直径 的 十 万 分 之 一 。 

为 什么 要 把 ro 称 为 电子 半径 ,而 不 是 a 呢 ? 因为 我 们 也 可 用 另外 想象 的 电荷 分 布 
电荷 也 许 会 均匀 分 布 在 一 个 球体 中 ,或 者 也 许 会 像 一 个 模糊 的 球体 那样 渗 涂 出 去 一 一 来 做 
同样 的 计算 。 对 于 任 一 特殊 假定 ,因子 2/3 会 改变 成 某 个 其 他 的 分 数 。 例 如 ,对 于 均匀 分 布 
在 一 个 球体 内 的 电荷 ,这 2 /3 就 得 由 4/5 代替 。 与 其 去 争辩 哪 一 种 分 布 是 对 的 , 倒 不 如 决定 
把 ro 定义 为 一 种 “ 标 称 "半径 。 然 后 ,不同 的 理论 就 可 以 提供 其 所 喜爱 的 系数 。 

让 我 们 追踪 一 下 关于 质量 的 电磁 理论 。 上 面 的 计算 是 针对 vc 的 ,如 果 进 入 高 速度 ， 
又 将 发 生 什么 情况 呢 ? 早期 的 尝试 曾 导致 某 些 混乱 ,但 洛 伦 兹 却 认识 到 在 高 速 情况 带电 球 
体会 收缩 成 一 个 椭 球 ,而 场 则 会 按照 我 们 在 第 26 章 中 对 于 相对 论 性 情况 所 导出 的 式 (26.6) 
和 (26. 7) 改 变 。 如 果 你 对 那 种 情况 下 的 p 进行 积分 , 则 会 发 现 ,对 于 任意 速度 "动量 被 改 


变 一 个 因子 1/Vi 一 J: 





己 世 二 » 
PS 
换 句 话说 ,电磁 质量 与 V1 一 可 7c 成 反比 地 随 速度 增加 一 一 是 一 项 在 相对 论 问 世 之 前 就 已 
做 出 的 发 现 。 
为 了 确定 粒子 质量 中 有 多 少 质量 是 机 械 性 质 的 以 及 有 多 少 是 电 性 质 的 ,早期 曾 提出 了 
一 些 实验 以 测量 一 个 粒子 的 观测 质量 如 何 会 随 速度 而 改变 。 当 时 人 们 相信 , 那 电 的 部 分 才 
会 随 速 度 变化 ,而 机 械 部 分 则 不 会 。 可 是 , 当 那 些 实验 正在 进行 之 际 ,理论 家 们 也 仍 在 继续 
工作 。 不 久之 后 相对 论 发 展 起 来 , 它 提出 不 管 质量 来 源 于 什么 ,全 都 应 当 随 mo /V1 一 /e7 
变化 。 式 (28. 7) 就 是 质量 与 速度 有 关 理论 的 起 源 。 
让 我 们 回 到 曾 导 致 式 (28. 2) 的 有 关 场 能 的 计算 。 根 据 相对 论 , 能 量 U 将 具有 质量 
Ue: ,于 是 式 (28. 2) 说 ,电子 的 场 应 该 具有 质量 





(28.7) 


Ws (28. 8) 


这 不 同 于 式 (28.4) 中 的 电磁 质量 mn。 事实 上 , 若 我 们 只 要 结合 (28. 2) 和 (28. 4) 两 式 , 便 
可 写 出 ， 


Us = 卫 maacz. 


4 


这 个 公式 在 相对 论 之 前 就 被 发 现 ,而 当 爱 因 斯 坦 及 其 他 人 开始 认识 到 U = mc? 必定 始终 成 
立时 ,就 已 经 存在 巨大 混乱 。 


$ 28-4 电子 作用 于 其 自身 上 的 力 


关于 电磁 质量 的 两 个 公式 间 的 差异 是 特别 令 人 为 难 的 ,因为 我 们 已 经 小 心地 证 明 过 电 
动力 学 理论 与 相对 性 原理 是 互相 一 致 的 。 但 相对 论 却 毫 无 疑问 地 含有 动量 必定 等 于 能 量 乘 
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以 w/e 的 意思 。 因 此 ,我们 就 陷于 某 种 困难 之 中 ,必然 是 犯 了 错误 。 虽 然 我 们 在 计算 中 从 
未 犯 过 代数 方面 的 失误 ,但 是 可 能 遗漏 了 某 种 东西 。 

在 推导 有 关 能 量 和 动量 的 方程 时 ,我 们 假定 过 一 些 守 恒 律 。 也 设想 过 把 所 有 的 力 都 考 
虑 进去 ,把 任何 由 “ 非 电 " 机 制 所 做 的 功 与 所 带 的 动量 也 都 包括 进去 。 现 在 如 果 有 一 个 带电 
球体 , 且 电 力 全 都 是 斥 力 , 则 电子 会 趋 于 飞散 状态 。 由 于 这 个 系统 具有 不 稳定 的 力 , 所 以 我 
们 可 能 在 与 能 量 和 动量 有 关 的 规律 中 犯 了 各 种 类 型 的 错误 。 为 了 得 到 一 个 协调 一 致 的 图 
像 ,就 必须 想象 有 某 种 东西 把 电子 结合 在 一 起 。 那 些 电 荷 必须 由 某 种 橡胶 带 一 一 某 种 不 使 
电荷 飞散 的 东西 一 一 束缚 在 一 个 球体 之 内 。 最 早 曾 由 庞 加 莱 指 出 ,这 些 橡胶 带 或 任何 能 把 
电子 结合 在 一 起 的 东西 必须 包括 在 能 量 和 动量 的 计算 之 内 。 为 此 缘故 ,这 一 附加 的 非 电 性 
力 才 被 赐 以 一 个 更 优雅 的 名 字 :“ 庞 加 莱 应 力 "。 如 果 这 些 附 加 力也 包括 在 计算 之 内 , 则 用 两 
种 办 法 计算 出 来 的 质量 也 将 有 所 改变 (在 某 种 意义 上 改变 程度 取决 于 一 些 详细 假定 ) ,而 结 
果 就 会 与 相对 论 一 致 。 也 就 是 说 ,从 动量 计算 得 来 的 质量 与 从 能 量 计 算得 来 的 质量 相同 。 
然而 ,它们 两 者 都 各 含有 两 种 贡献 :电磁 质量 和 来 自 庞 加 莱 应 力 方面 的 贡献 。 只 有 当 这 两 方 
面相 加 起 来 时 才能 获得 协调 一 致 的 理论 。 

因此 ,不 可 能 按照 我 们 所 希望 的 方式 得 出 所 有 质量 都 是 电磁 性 质量 的 结论 。 如 果 除 了 
电动 力学 之 外 别 无 其 他 的 话 , 那 它 就 不 是 一 个 正规 的 理论 。 必 须 补充 其 他 某 种 东西 。 不 管 
你 称 作 什么 一 一 “橡胶 带 " 或 是 “ 庞 加 莱 应 力 " 还 是 其 他 什么 一 一 要 构成 这 种 协调 一 致 的 理 
论 ,在 自然 界 中 就 必须 存在 其 他 的 力 。 

很 明显 , 当 我 们 不 得 不 把 一 些 力 放 进 电子 内 部 时 ,整个 概念 的 美妙 之 处 就 开始 消失 。 
事情 变 得 十 分 复杂 。 你 可 能 会 问 :那些 应 力 有 多 强 呢 ? 电子 怎样 摇动 呢 ? 它 到 底 会 不 会 
振动 ? 它 的 内 部 特性 如 何 ? 如 此 等 等 。 也 许 有 可 能 电子 的 确 具 有 某 些 复杂 的 内 部 特性 。 
假如 按照 这 些 方向 创立 一 个 电子 理论 ,就 可 能 预言 一 些 像 振动 模式 那样 的 奇特 性 质 , 而 
这 些 性 质 却 从 未 明显 地 被 观测 到 。 我 们 所 以 说 “明显 地 ” ,是 因为 已 在 自然 界 中 观测 到 大 
量 仍 未 能 形成 观念 的 东西 。 可 能 有 朝 一 日 会 发 现 ,今天 我 们 所 未 能 理解 的 东西 之 一 ( 比 
如 介子) 实际 上 能 够 被 解释 为 庞 加 莱 应 力 的 振动 。 这 似乎 不 合理 ,但 没有 任何 人 能 说 
得 准 。 有 许多 关于 基本 粒子 的 事情 我 们 还 不 了 解 。 不 管 怎样 ,这 一 理论 所 包含 的 复杂 结 
构 是 不 受 欢迎 的 ,但 企图 用 电磁 学 理论 来 解释 全 部 质量 的 尝试 一 一 至 少 按 我 们 所 描述 的 
那 种 办 法 一 一 则 已 走 进 了 死胡同 。 

我 们 愿意 稍微 多 想 一 想 ,为 什么 当场 里 的 动量 与 速度 成 正比 时 我 们 就 说 已 有 了 质量 。 
这 很 容易 ! 质量 就 是 在 动量 与 速度 之 间 的 那个 系数 嘛 。 但 我 们 也 可 按 另 一 种 方式 来 看 
待 质量 :如 果 为 了 加 速 一 个 粒子 你 得 施 力 , 那 么 它 就 具有 质量 。 因 此 ,如 果 我 们 稍微 仔细 
地 考察 力 是 从 哪里 来 的 , 则 可 能 对 我 们 的 理解 有 所 帮助 。 你 怎么 会 知道 必须 有 一 个 力 
呢 ? 因为 我 们 已 证 明了 场 的 动量 守恒 定律 。 如 果 你 有 一 个 带电 粒子 并 推动 它 经 历 一 小 
段 时 间 ,那么 在 电磁 场 中 将 有 一 些 动量 。 动 量 必定 已 被 以 某 种 方式 注入 场 中 。 因 此 就 必 
然 会 有 某 一 个 力 推动 电子 而 使 其 运动 个 除了 需要 克服 机 械 惯性 之 外 的 附加 力 , 即 
一 个 由 于 电磁 相互 作用 引起 的 力 。 同 时 必然 有 一 个 反作用 于 “推动 者 "之 上 的 相应 的 力 。 
但 究竟 这 个 力 是 从 哪里 来 的 呢 ? 

图 景 大 抵 就 像 是 这 样 。 我 们 可 以 把 电子 想象 成 一 个 带电 球体 , 当 它 静止 时 ,每 一 部 分 电 
荷 都 将 与 其 他 每 一 部 分 互相 排斥 ,但 力 全 部 都 成 对 地 抵消 掉 , 因 而 并 没有 任何 净 力 存在 [ 见 
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图 28-3(a)]。 不 过 , 当 电子 正在 加 速 时 ,由 于 事实 上 电磁 影响 从 一 点 传播 至 另 一 点 需要 时 
间 , 所 以 那些 力 就 不 再 平衡 了 。 例 如 ,在 图 28-3(b) 中 由 8 那 一 部 分 作用 于 a 那 一 部 分 的 力 
取决 于 在 某 一 较 早 时 刻 的 位 置 ,如 图 中 所 示 。 力 的 大 小 和 方向 都 取决 于 电荷 的 运动 。 如 果 
电荷 正在 加 速 , 则 作用 于 电子 各 不 同 部 分 的 力也 许 会 如 图 28-3(c) 所 示 的 那样 。 当 把 所 有 
这 些 力 都 加 起 来 时 ,它们 并 不 互相 抵消 。 对 于 均匀 速度 来 说 它们 就 会 抵消 ,尽管 初 看 起 来 似 
平 甚至 对 于 匀速 运动 这 推迟 作用 也 会 给 出 一 个 非 平衡 力 。 但 结果 是 ,除非 电子 正在 加 速 , 否 
则 就 不 存在 净 力 。 在 加 速 的 同时 ,如 果 我 们 考察 电子 的 各 部 分 之 间 的 力 , 则 作用 与 反作用 不 
会 严格 相等 ,从 而 电子 施 于 本 身 一 个 力 ,该 力 试图 阻碍 其 加 速 。 它 被 自身 所 阻碍 。 








(a) (b) 


图 28-3 ”由 于 推迟 作用 ,所 以 作用 于 一 个 加 速 电子 上 的 自力 不 会 等 于 零 (dF 指 作用 于 面 元 da 上 的 力 ; 
中 下 则 指 由 在 面 元 das 上 的 电荷 作用 于 面 元 da。 上 的 力 ) 


要 算出 这 个 自作 用 力 是 可 能 的 ,但 不 那么 容易 ,可 是 在 这 里 我 们 还 不 打算 从 事 这 种 复杂 
的 计算 。 我 们 将 告诉 你 们 关于 一 个 相对 不 那么 复杂 的 一 维 一 一 比方 说 沿 z 方向 一 一 运动 
的 那 种 特殊 情况 的 结果 。 这 时 ,自作 用 力 就 可 以 写成 一 个 级 数 。 级 数 的 首 项 依赖 于 加 速度 
卫 , 第 二 项 依赖 于 工 , 等 等 " 。 结 果 得 出 


十 志 让 2 
ee (28.9) 


有 


式 中 和 7Y 都 是 数量 级 为 1 的 数字 系数 。 并 项 的 系数 a 取决 于 所 假定 的 电荷 分 布 , 如 果 
电荷 均匀 分 布 于 一 个 球面 上 , 则 a == 2 /3。 因 此 就 有 一 项 正比 于 加 速度 , 它 与 电子 的 半径 a 
成 反比 ,而 与 我 们 在 式 (28. 4) 中 所 获得 的 关于 mma 的 数值 完全 相同 。 如 果 所 选 的 电荷 分 
布 不 同 ,因而 “改变 , 则 式 (28. 4) 中 的 分 数 2 /3 也 会 按 相 同 的 方式 改变 。 含 区 项 与 所 假 
定 的 半径 a 无关, 因而 也 与 所 假定 的 电荷 分 布 无 关 , 它 的 系数 始终 等 于 2。 再 下 一 项 与 
半径 a 成 正比 ,而 其 系数 7 则 取决 于 电荷 的 分 布 情况 。 你 会 注意 到 ,如 果 我 们 让 电子 半径 
4 趋 于 零 , 则 末 项 (以 及 一 切 更 高 次 项 ) 将 趋 于 零 ; 第 二 项 保持 不 变 ; 但 那 首 项 一 一 电磁 
质量 一 一 趋 于 无 限 大 。 而 且 ,我 们 能 够 看 到 ,这 无 限 大 是 由 于 电子 的 一 部 分 作用 于 另 一 
部 分 上 的 力 引 起 的 一 一 由 于 我 们 承认 了 ”点 "电子 可 能 会 作用 于 其 自身 这 件 也 许 是 蠢事 
所 引起 的 。 





， 我 们 是 在 采用 这 么 一 种 记 法 : 并 二 dz /dt,， 六 二 中 /dz， 二 中 工 /dP ,等 等 。 
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$28-5 改进 麦克 斯 韦 理论 的 尝试 


现在 我 们 愿意 来 讨论 也 许可 以 将 麦克 斯 韦 的 电动 力学 理论 做 某 种 改进 ,以 便 使 得 电 
子 作为 一 个 简单 点 电荷 的 那 种 概念 能 够 维持 得 住 。 为 此 曾 做 过 许多 种 尝试 ,而 其 中 有 些 
理论 甚至 能 将 事情 安排 得 使 电子 质量 全 都 是 电磁 性 质 的 。 但 所 有 这 些 理论 如 今 却 都 已 
消 声 匿 迹 了 。 要 来 讨论 曾 被 提出 来 的 某 些 可 能 性 一 一 借以 看 看 人 类 智力 中 的 一 些 奋斗 历 
程 一 一 仍 是 有 意义 的 。 

我 们 是 通过 谈论 一 个 电荷 与 另 一 个 电荷 之 间 的 相互 作用 而 着 手 进行 我 们 的 电学 理论 
的 。 然 后 又 对 这 些 相互 作用 的 电荷 建立 一 种 理论 并 最 后 得 出 场 论 。 我 们 对 此 竟 如 此 相信 ， 
以 致 承认 它 所 告诉 的 有 关 电 子 中 的 一 部 分 对 另 一 部 分 的 作用 力 。 也 许 整个 困难 就 在 于 电子 
根本 不 会 对 其 本 身 进行 作用 ,也 许 从 分 开 电 子 的 相互 作用 过 渡 到 一 个 电子 与 其 本 身 的 作用 ， 
这 概念 外 推 得 太 远 了 。 因 此 在 有 些 提出 的 理论 中 ,电子 作用 于 自身 的 可 能 性 给 排除 掉 了 。 
于 是 ,就 不 再 存在 由 于 自作 用 而 引起 的 那 种 无 限 大 。 并 且 ,也 不 再 有 任何 与 粒子 联系 着 的 电 
磁 质 量 。 所 有 质量 都 回 到 机 械 性 质 上 面 , 但 在 这 种 理论 中 仍 有 一 些 新 的 困难 。 

我 们 必须 立即 说 明 ,这 样 的 理论 要 求 对 电磁 场 概念 加 以 修改 。 你 会 记得 ,我 们 开始 时 就 
讲 , 作 用 于 任何 位 置 的 粒子 上 的 力 仅 由 两 个 量 E 和 B 来 确定 。 如 果 我 们 放弃 了 “自作 用 
力 ", 则 这 一 说 法 可 能 不 再 正确 ,因为 假定 某 处 有 一 电子 , 它 所 受 的 力 并 非 由 总 EE 和 总 B 给 
出 ,而 只 是 由 别 的 电荷 所 产生 的 那些 部 分 和 B 给 出 。 因 此 当 计 算 一 个 电荷 受 力 作用 的 情 
况 时 ,我 们 总 得 记 住 ,E 和 B 中 有 多 少 来 自 那个 电荷 ,而 又 有 多 少 来 自 其 他 电荷 。 这 使 得 理 
论 烦琐 得 多 ,但 却 消除 了 那个 无 限 大 的 困难 。 

因此 ,如 果 我 们 乐意 , 便 可 以 说 不 存在 诸如 电子 作用 于 其 本 身 这 种 事情 ,因而 抛弃 了 式 
(28. 9) 中 全 部 的 力 。 然 而 这 么 一 来 ,我 们 却 把 小 孩 连同 洗澡 盆 里 的 水 一 起 倒 掉 了 ! 因为 式 
(28.9) 中 的 第 二 项 , 即 含 的 项 ,仍然 是 需要 的 。 这 个 力 处 理 某 种 事情 十 分 确切 。 如 果 你 
把 它 丢掉 ,你 又 将 陷入 困难 之 中 。 当 我 们 加 速 电荷 时 , 它 会 辐射 出 电磁 波 ,从 而 损耗 了 能 量 。 
因此 ,加 速 电荷 , 比 加 速 相等 质量 的 中 性 物体 ,必然 需要 更 大 的 力 ,否则 能 量 不 会 守恒 。 我 们 
对 加 速 粒子 所 做 的 功率 必须 等 于 每 秒 内 由 于 辐射 而 损耗 的 能 量 。 以 前 就 曾 谈论 过 这 种 效 
应 一 一 它 被 称 为 辐射 阻尼 。 不 过 我 们 仍 需 回答 这 样 一 个 问题 :必须 用 做 功 来 抵抗 的 那个 附 
加 力 究竟 来 自 何方 ? 当 一 巨大 天 线 正 在 辐射 时 , 力 来 自 天 线 中 的 一 部 分 电流 对 另 一 部 分 电 
流 的 影响 。 对 于 正在 向 真空 空间 辐射 的 单个 的 加 速 电子 来 说 , 力 似乎 只 能 从 一 个 地 方 来 一 一 
即 从 电子 的 一 部 分 对 另 一 部 分 的 作用 而 来 。 

我 们 回 到 第 1 卷 第 32 章 中 后 发 现 一 个 振动 电荷 辐射 能 量 的 功率 为 : 

dW 2 ez) 
dt § 
让 我 们 看 看 为 抵抗 式 (28. 9) 的 自身 力 而 对 电子 所 做 的 功率 来 说 ,能 够 得 到 些 什 么 。 功 
率 等 于 力 乘 速度 ,或 Fz : 
dW 


yy 一 a 丝竹 一 所 邱 宇 十 … (28.11) 


(28. 10) 
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第 一 项 与 dz? /di 成 正比 ,因而 恰好 对 应 于 与 电磁 质量 联系 在 一 起 的 动能 到 的 变化 率 。 


第 二 项 可 能 对 应 于 式 (28. 10) 中 的 辐射 功率 ,可 是 它 仍 有 所 不 同 。 差 异 来 源 于 这 样 的 事实 ， 
即 式 (28. 11) 中 的 那 一 项 是 普遍 正确 的 ,而 式 (28. 10) 却 只 对 振动 电荷 才 正 确 。 我 们 能 够 证 
明 : 如 果 电 荷 运动 是 周期 性 的 , 则 这 两 者 等 同 。 为 此 ,将 式 (28. 11) 中 的 第 二 项 重新 写成 


一 生气 量 (十 笃 扫 (于 5， 
那 不 过 是 一 种 代数 变换 。 如 果 电 子 运动 是 周期 性 的 , 则 2 这 个 量 会 周期 性 地 回 到 相同 的 
值 ,因此 车 对 它 的 时 间 微 商 取 平均 便 会 得 到 零 。 然 而 ,第 二 项 却 总 是 正 的 ( 它 是 一 个 平方 )， 
因而 它 的 平均 值 也 是 正 的 。 这 一 项 给 出 了 所 做 的 净 功 ,并 恰好 等 于 式 (28. 10)。 

为 了 使 在 辐射 系统 中 的 能 量 守恒 ,那个 由 们 所 表示 的 自身 的 力 项 是 必需 的 ,因而 不 能 
把 它 委 掉 。 事 实 上 , 治 伦 兹 所 取得 的 成 功 之 一 就 是 在 于 证 明 存在 这 种 力 并 且 它 来 自 电子 对 
其 本 身 的 作用 。 我 们 必须 相信 电子 对 其 本 身 作用 的 概念 ,并 需要 含 艺 的 项 。 问 题 在 于 如 何 
才能 获得 该 项 ,而 又 不 至 于 同时 得 到 式 (28. 9) 中 的 第 一 项 , 那 是 一 切 困难 之 源 。 我 们 不 懂得 
应 该 怎么 办 才 好 。 你 看 ,经 典 电子 理论 已 经 把 它 自身 推进 了 困境 。 

为 了 解决 事情 已 有 了 修改 定律 的 若干 种 其 他 尝试 。 由 琉 因 和 因 费 尔 德 建议 的 一 种 办 
法 ,是 用 一 种 复杂 的 方式 来 改变 麦克 斯 韦 方程 组 ,使 其 不 再 是 线性 的 。 这 样 , 电 磁 能 量 和 
动量 就 可 以 表现 出 有 限 大 ,但 他 们 所 倡议 的 这 些 规律 还 预言 了 一 些 从 未 被 观测 到 的 现 
象 。 他 们 的 理论 也 遭遇 到 另 一 种 我 们 将 在 下 面谈 到 的 ,为 避免 上 述 毛 病 所 做 的 一 切 尝试 
所 产生 的 共同 的 困难 。 

下 述 独特 的 可 能 性 是 由 狄 拉克 提出 的 。 他 说 :让 我 们 认为 电子 通过 式 (28.9) 中 的 第 二 
项 而 不 是 第 一 项 对 本 身 作用 。 然 后 他 又 有 一 种 能 消除 其 中 一 项 而 不 消除 另 一 项 的 精巧 计 
划 。 他 说 ,看 ! 当 只 取 麦 克 斯 书 方程 组 的 推迟 波 解 时 我 们 做 过 一 种 特殊 的 假设 ,要 是 代 之 以 
取 那 些 超前 波 ,就 会 得 到 一 些 别 的 东西 。 关 于 自作 用 力 的 公式 应 是 





Way 和 + 要 全 7 (28.12) 


除了 级 数 中 的 第 二 项 和 某 些 更 高 次 项 的 符号 外 ,这 个 式 子 几乎 与 式 (28. 9) 一 样 [从 推迟 波 变 
成 超前 波 不 过 改变 了 推迟 的 符号 ,而 不 难看 出 ,这 相当 于 处 处 都 改变 : 的 符号 。 对 于 式 
(28. 9) 的 唯一 效果 就 是 改变 所 有 奇数 次 的 时 间 微 商 的 符号 ]。 所 以 , 狄 拉 克 说 ,让 我 们 建立 
一 个 新 的 法 则 , 即 电子 是 通过 它 所 产生 的 推迟 与 超前 两 种 场 的 差 值 之 一 半 而 作用 于 其 本 身 
的 。 这 样 , 式 (28.9) 与 (28. 11) 之 差 除 以 2, 便 是 


一 一 也 与 宇 十 更 高 次 项 . 
< 


在 所 有 更 高 次 的 项 中 ,半径 a 仿佛 是 分 子 中 的 某 个 正 次 笑 。 因 此 , 当 我 们 趋向 点 电荷 的 极限 
时 ,就 只 会 得 到 那么 一 项 一 一 恰恰 是 所 需要 的 。 就 这 样 , 狄 拉克 得 到 了 辐射 阻力 而 不 是 惯性 
力 。 电 磁 质量 不 见 了 ,而 经 典 理论 也 得 救 了 一 一 可 是 却 付出 了 关于 自作 用 力 的 任意 假定 的 
那 种 代价 。 

狄 拉克 的 附加 假设 的 任意 性 至 少 部 分 地 被 惠 勒 和 费 思 曼 所 排除 ,他 们 提出 了 一 个 更 加 
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奇怪 的 理论 。 他 们 建议 点 电荷 仅 与 其 他 的 电荷 相互 作用 ,但 这 种 相互 作用 一 半 是 通过 超前 
波 而 另 一 半 是 通过 推迟 波 产 生 的 。 最 令 人 惊奇 的 是 ,在 大 多 数 场合 下 你 将 不 会 看 到 超前 波 
的 任何 效应 ,但 它们 却 的确 具 有 刚好 产生 辐射 作用 力 的 效应 。 该 辐射 阻尼 并 不 是 由 于 电子 
对 本 身 的 作用 ,而 是 由 于 下 述 的 特殊 效应 。 当 一 电子 在 时 刻 上 被 加 速 时 , 它 将 在 较 后 时 刻 
三 十 r/c (其 中 ~ 为 至 其 他 电荷 的 距离 ) 扬 动 世界 上 所 有 其 他 电荷 ,这 是 由 于 推迟 波 的 作 
用 。 但 此 时 别 的 电荷 又 通过 它们 的 超前 波 从 后 面 作 用 于 原来 那个 电子 上 ,这 些 波 将 在 等 于 
z 减 去 "人 的 时 刻 、 当 然 也 就 恰恰 在 + 时 刻 上 到 达 ( 它 们 也 用 其 推迟 波 从 后 面 作用 ,但 那 不 
过 是 对 应 于 正常 的 “反射 " 波 罢了 )。 超 前 波 与 推迟 波 的 组 合意 味 着 , 当 一 个 振动 电荷 正在 被 
加 速 时 它 会 感觉 到 来 自 所 有 “将 要 吸收 "其 辐射 波 的 那些 电荷 的 力 。 你 看 在 试图 获得 关于 电 
子 的 理论 时 人 们 已 陷入 多 么 严重 的 困难 之 中 ! 

现在 要 来 描述 另 一 种 理论 ,以 表明 当 人 们 碰 到 麻烦 时 会 想 些 什么 。 这 是 由 博 普 提 出 的 
对 电动 力学 定律 的 另 一 种 修改 。 你 会 认识 到 ,一旦 你 决定 要 来 修改 电动 力学 方程 组 时 ,你 可 
以 在 任 一 个 想 要 下 手 的 地 方 开始 。 可 以 改变 关于 电子 的 力 的 定律 ,或 者 改变 麦克 斯 韦 方程 
组 (正如 我 们 在 已 描述 过 的 例子 中 所 见 到 的 ) ,或 者 也 可 在 其 他 某 个 地 方 做 出 改变 。 一 种 可 
能 性 是 去 改变 那些 用 电荷 和 电流 给 出 的 势 的 公式 。 我 们 的 这 些 公 式 之 一 已 经 表明 在 某 一 点 
的 势 是 由 较 早 时 刻 在 任何 其 他 点 上 的 电流 (或 电荷 ) 密 度 所 给 出 的 。 应 用 有 关 势 的 四 维 矢量 
符号 表示 法 ,可 写成 





A,ll, 1) 一 





[av (28.13) 


neocs 和 
博 普 的 美妙 而 又 简单 的 想法 是 :也 许 困难 出 在 这 个 积分 里 的 因子 1/r 上 。 假 设 我 们 从 此 开 
始 , 即 只 是 通过 假定 在 某 点 上 的 势 取决 于 在 任何 其 他 点 上 的 电荷 密度 作为 该 两 点 间距 离 的 
某 个 函数 ,比如 说 f(ra) 吧 。 于 是 ,在 点 (1) 处 的 总 势 就 将 由 户 乘 以 这 一 函数 而 对 全 部 空间 
的 积分 所 给 出 : 


00 = |i,24— na fe)f na)dys. 
这 就 是 一 切 。 既 没有 微分 方程, 也 没有 其 他 的 东西 。 噢 ,还 有 一 件 事 情 。 我 们 也 要 求 这 结果 


应 该 是 相对 论 性 不 变 的 。 因 此 所 谓 “ 距 离 ", 我 们 应 取 在 时 空中 两 点 间 的 不 变 "距离 "。 这 一 
距离 的 平方 (在 一 个 无 关 紧要 的 符号 变化 范围 之 内 ) 为 


$= bri = tt) (zx) —(%—y) — (2 — 20). 
(28.14) 
因此 ,对 于 一 个 相对 论 性 不 变 的 理论 来 说 ,我 们 就 应 当 采取 wz 的 大 小 的 某 一 函数 ,或 与 此 相 
同 的 , 即 采 取 si 的 某 一 函数 。 因 此 博 普 理论 就 是 
A,ll, 4)= J ta)F(st,)dV: dt (28.15) 


(当然 ,这 积分 就 应 该 是 对 整个 四 维 体积 dtsdzsdyzdz: 进行 )。 
剩 下 的 一 切 就 是 要 选取 一 个 适当 函数 作为 F。 对 于 下 来 说 ,我 们 仅仅 假定 这 么 一 点 一 一 
即 除了 自 变数 接近 于 零 处 都 十 分 微小 一 一 使 得 下 的 曲线 像 图 28-4 所 示 的 那样 。 它 是 一 个 
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狭窄 钉 形 ,具有 一 个 集中 于 ss = 0 处 的 有 限 面 积 ,我 们 可 以 说 它 的 宽度 约 等 于 a?。 不 妨 粗 
略 地 这 样 说 , 当 我 们 计算 点 (1) 的 势 时 ,只 有 当 


Fl) i 二 0 (bh 一 )* 一 rf 是 在 零点 的 土 a? 之 内 时 那些 
点 (2) 才 能 产生 一 些 可 观 的 效应 。 我 们 可 以 指出 ， 
这 点 只 有 对 于 


= a) rh ta (28.16) 

这 种 情况 下 才 是 重要 的 。 你 如 果 乐 意 ,还 可 以 使 
它 更 为 数学 化 些 ,但 那 是 我 们 的 想法 。 

现在 假定 a 比 起 像 电 动机 、 发 电机 等 普通 器 

物 的 大 小 来 要 小 得 多 ,以 致 在 正常 问题 中 总 是 


0 ma > a。 这 样式 (28. 16) 表 明 , 只 有 在 4 一刀 处 于 
(") 下 列 的 小 范围 内 那些 电荷 才 会 对 式 (28. 15) 的 积 
分 有 所 贡献 : 

元 . cn —t) VE Ea re /lit 所， 

1 
LS 由 于 a /ri < 1, 所 以 平方 根 可 近似 为 1 十 

和 二 (b) 怪人 2m:), 因而 
图 28-4 用 于 博 普 的 非 局 域 理论 中 天 Po 
的 函数 F(5) 4 一 = 于 (1+ 委 )= 全 + 


这 有 什么 含义 呢 ? 这 一 结果 表明 ,在 A, 的 积分 中 只 有 与 我 们 要 计算 的 势 所 处 的 时 刻 
4 相差 为 推迟 时 间 rs /一 一 带 有 一 个 只 要 符合 ma 六 ae 便 可 以 忽略 的 改正 项 一 一 的 那些 时 
刻 * 才 是 重要 的 。 换 句 话说 , 博 普 的 这 个 理论 在 它 给 出 推迟 波 的 效应 这 一 意义 上 来 说 是 接 
近 麦 克 斯 韦 理论 的 一 一 只 要 我 们 远离 任何 特定 的 电荷 就 行 。 
事实 上 ,我 们 能 够 约略 地 看 出 式 (28. 15 ) 的 积分 将 给 出 什么 结果 。 如 果 首 先 对 于 从 
一 co 至 十 co 进行 积分 一 一 保持 rz 固 定 不 变 一 一 那么 9 也 将 从 一 c 进 至 十 cc。 该 积分 将 全 
部 来 自 以 4 一 nis/e 为 中 心 ,而 在 狭小 宽度 At = 2a? /(2rwzc) 内 的 那些 ea 的 贡献 。 设 函数 
F(#*) 在 s = 二 0 处 具有 值 天 , 则 对 于 的 积分 近似 为 Kj,Ats ,或 
Kae’ j, 
和 3 


当然 ,还 应 该 取 握 = 4 一 nia/ 时 的 j, 值 , 因而 式 (28. 15) 就 变 成 
Ee a rahk) gy, 
< 


ri 





AtB n= 


如 果 我 们 挑选 K = 1/ 4xeoca*, 则 正确 地 回 到 了 麦克 斯 韦 方程 组 的 推迟 势 解 一 一 自动 地 包 
含 了 1/r 的 依存 关系 ! 而 这 全 都 来 自 一 个 简单 的 主张 , 即 在 时 空中 某 一 点 的 势 取 决 于 在 时 
空中 所 有 其 他 各 点 的 电流 密度 ,不 过 带 有 两 点 间 四 维 距离 的 某 个 狭窄 函数 的 权重 因子 。 这 
一 理论 再 次 预言 电子 的 电磁 质量 为 有 限 大 ,而 能 量 与 质量 之 间 也 具有 正确 的 相对 论 关 系 。 
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它们 必然 如 此 ,因为 这 理论 从 一 开始 就 是 相对 论 不 变 的 ,而 一 切 似乎 都 是 正确 的 。 

然而 这 一 理论 ,以 及 我 们 所 曾 描述 过 的 所 有 其 他 各 种 理论 ,都 存在 一 个 基本 缺点 。 我 们 
知道 的 一 切 粒子 都 遵循 量子 力学 规律 ,因而 对 电动 力学 的 量子 力学 修正 是 必须 做 的 。 光 的 
行为 像 光子 。 它 并 非 百分之百 地 像 麦 克 斯 韦 理论 所 描述 的 那样 。 因 此 ,电动 力学 理论 就 必 
须 改变 。 我 们 已 经 提出 过 ,为 了 修正 经 典 理论 而 如 此 艰苦 地 工作 也 许 是 白费 时 间 , 因 为 结果 
可 能 是 :在 量子 电动 力学 中 那些 困难 将 消失 或 可 以 按照 其 他 某 种 方式 得 到 解决 。 可 是 ,这 些 
困难 在 量子 电动 力学 中 却 也 未 被 消除 。 人 们 之 所 以 花 那 么 多 精力 试图 解决 这 些 经 典 困 难 ， 
原因 之 一 就 是 希望 假如 他 们 能 够 先 解决 这 些 经 典 困难 ,然后 才 去 做 量子 力学 方面 的 修正 , 则 
一 切 都 可 能 被 搞 清楚 。 但 在 做 了 量子 力学 的 修正 之 后 麦克 斯 韦 方程 组 仍然 存在 困难 。 

量子 效应 确 会 造成 某 种 变化 一 一 有 关 质 量 的 公式 被 修改 了 ,而 普 朗 克 常 量 出 现 了 一 一 
但 答案 仍然 出 现 无 限 大 ,除非 你 想 办 法 截止 积分 一 一 正如 我 们 过 去 在 ~ = a 处 不 得 不 终止 
经 典 积分 那样 。 而 答案 就 取决 于 你 怎样 去 截断 那些 积分 。 可 惜 我 们 在 这 里 不 能 向 你 们 证 明 
这 些 困难 实际 上 是 基本 相同 的 ,因为 我 们 对 于 量子 力学 理论 迄今 掌握 得 那么 少 ,而 对 于 量子 
电动 力学 甚至 更 少 。 所 以 你 就 必须 仅仅 相信 我 们 的 话 , 即 麦克 斯 韦 电 动力 学 的 量子 化 理论 
对 于 一 个 点 电子 来 说 会 给 出 无 限 大 的 质量 。 

然而 ,事实 证 明 ,迄今 从 未 有 人 在 从 任何 一 个 已 经 修改 过 的 理论 造成 一 种 自 洽 的 量子 理 
论 方面 取得 过 成 功 。 玻 恩 和 因 费 尔 德 的 想法 从 没有 满意 地 转变 成 量子 理论 。 狄 拉克 的 或 惠 
勒 和 费 恩 曼 的 关于 超前 和 推迟 波 的 那些 理论 也 从 未 被 转变 成 满意 的 量子 理论 。 博 普 的 理论 
同样 也 未 曾 被 转变 成 令 人 满意 的 量子 理论 。 所 以 今天 ,对 这 一 问题 还 没有 已 知 的 解答 。 我 
们 还 不 懂得 如 何 去 形 成 对 电子 或 对 任 一 个 点 电荷 不 会 产生 出 无 限 大 自 能 的 一 种 协调 一 致 的 
理论 一 一 包括 量子 力学 。 而 在 同时 ,也 没有 描述 一 个 非 点 电荷 的 令 人 满意 的 理论 。 这 是 一 
个 还 未 得 到 解决 的 问题 。 

当 你 决定 仓促 地 去 做 出 一 个 理论 、 其 中 电子 对 其 本 身 的 作用 完全 被 消除 以致 电磁 质量 
不 再 具有 任何 意义 、 然 后 建造 量子 理论 时 , 那 你 就 应 该 被 警告 说 ,你 一 定 会 陷于 困难 之 中 。 
有 明确 的 实验 证 据 表明 ,电磁 惯性 是 存在 的 一 一 有 证 据 表明 ,带电 粒子 的 某 些 质 量 的 确 起 源 
于 电磁 性 质 。 

在 较 古老 的 书本 中 往往 会 说 ,由 于 大 自然 显然 不 会 向 我 们 提供 两 个 粒子 一 一 一 个 是 中 
性 的 而 另 一 个 是 带电 的 ,其 他 方面 则 全 都 相同 一 一 我 们 就 将 永远 不 能 够 说 出 有 多 少 质量 是 
属于 电磁 的 而 有 多 少 质量 是 属于 机 械 的 。 但 结果 弄 清楚 ,大 自然 已 经 足够 仁慈 来 供给 我 们 
恰恰 就 是 这 样 的 物体 ,以致 通过 比较 带电 粒子 的 观测 质量 与 中 性 粒子 的 观测 质量 ,就 能 够 道 
出 是 否 有 电磁 质量 。 例 如 ,在 自然 界 中 存在 中 子 和 质子 ,它们 之 间 具 有 巨大 的 相互 作用 
力 一 一 核 力 一 一 其 来 源 还 不 清楚 。 然 而 ,正如 我 们 已 经 描述 过 的 , 核 力 具 有 一 种 引 人 注 目的 
性 质 。 就 核 力 方面 来 说 ,中 子 与 质子 完全 相同 。 就 我 们 所 能 说 的 ,中 子 与 中 子 、 中 子 与 质子 、 
质子 与 质子 间 的 核 力 全 都 相同 ,只 有 那 小 小 的 电磁 力 才 是 不 同 的 。 从 电 方面 说 ,质子 与 中 子 
间 的 差别 有 如 白天 和 黑夜 ,这 恰好 就 是 我 们 所 需要 的 。 我 们 拥有 两 种 粒子 ,从 强 相 互 作用 的 
观点 看 是 全 同 的 ,但 从 电 方面 看 则 是 不 同 的 。 而 它们 在 质量 上 存在 一 个 小 差别 。 质 子 与 中 
子 间 的 质量 差别 一 一 用 兆 电子 伏 的 单位 来 表示 静 能 mc 之 差 一 一 约 为 1. 3 MeV , 约 等 于 电 
子 质量 的 2. 6 倍 。 于 是 经 典 理论 会 预言 它们 具有 一 个 约 等 于 经 典 电子 半径 的 1A 至 1/2、 
或 约 为 10 "em 的 半径 。 当 然 , 人 们 实际 上 应 该 应 用 量子 理论 ,但 依靠 某 种 奇怪 的 偶然 性 ， 
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所 有 的 常数 一 2x 和 ji 等 等 一 一 一 起 使 得 量子 理论 给 出 与 经 典 理论 近似 相同 的 半径 。 唯 一 
的 毛病 是 符 县 错 了 ! 中 子 比 质子 还 要 重 。 

表 28-1 粒子 质量 
电荷 (电子 电荷 单位 ) | 质量 (MeV) | Am (MeV) 


0 939.5 
+1 938.2 一 和 
0 135.0 
i 139.6 十 4.6 
0 497.8 
士 1 493.9 一 3.9 
0 1191.5 
十 1 1189.4 ~&Il 
= 1196.0 十 4.5 













六 地 | 


(中 子 ) 
P( 质 子 ) 
x(x 介 子 ) 











K(K 介子 ) 


(3 超 子 ) 





”Am= (带电 粒子 的 质量 ) 一 (中 性 粒子 的 质量 )。 


大 自然 还 提供 几 种 别 的 粒子 对 一 一 或 三 重 态 一 一 除了 它们 的 电荷 之 外 其 他 各 方面 的 表 
现 都 完全 相同 。 它 们 通过 所 谓 核 力 的 “ 强 " 相 互 作 用 与 质子 和 中 子 发 生 相 互 作 用 。 在 这 种 相 
互 作 用 中 ,给 定 种 类 的 粒子 一 一 比如 说 x 介子 一 一 除了 它们 的 电荷 之 外 在 每 一 方面 的 行为 
都 像 一 个 物体 。 表 28-1 上 给 出 这 些 粒子 的 一 张 清单 ,包括 对 它们 测定 的 质量 。 那 些 带电 的 r 
介子 一 一 无 论 正 的 或 负 的 一 一 都 具有 139. 6 MeV 的 质量 ,但 中 性 x 介子 较 轻 为 4. 6 MeV。 
我 们 相信 ,这 一 质量 差 是 电磁 性 质 的 , 它 可 能 相当 于 一 个 半径 为 3 至 4X10™ cm 的 粒子 。 你 
将 从 表 上 看 到 其 他 粒子 的 质量 差 往往 一 般 大 小 相同 。 

现在 这 些 粒 子 的 大 小 是 可 以 由 其 他 方法 、 诸 如 由 在 高 能 碰撞 中 所 表现 出 来 的 直径 来 测 
定 的 。 因 此 ,这 电磁 质量 似乎 一 般 都 与 电磁 理论 相符 ,只 要 在 场 能 的 计算 中 在 用 其 他 方法 得 
到 的 相同 半径 处 截止 积分 。 这 就 是 我 们 为 什么 要 相信 这 些 差 值 确实 代表 了 电磁 质量 的 原因 。 

你 无 疑 会 对 表 中 那些 质量 差 的 不 同 符号 感到 担心 。 弄 清楚 为 什么 带电 粒子 比 中 性 粒子 
较 重 挺 容易 ,但 像 质子 和 中 子 那样 的 粒子 ,测量 出 来 的 质量 差 倒 表 现 出 相反 的 符号 , 那 又 是 
怎么 一 回 事 呢 ? 噢 ,结果 是 ,这 些 粒 子 较为 复杂 ,因而 对 于 它们 电磁 质量 的 计算 就 一 定 要 更 
精细 些 。 例 如 ,尽管 中 子 没有 净 电 荷 ,但 在 其 内 部 确 有 一 种 电荷 分 布 一 一 只 是 其 净 电荷 等 于 
零 。 事 实 上 ,我 们 相信 中 子 至 少 有 时 看 来 像 一 个 被 负 x 介子 “ 云 " 所 包围 着 的 质子 ,如 图 28-5 
所 示 。 尽 管 由 于 总 电荷 等 于 零 ,中 子 表现 出 “中 性 ” ,但 它 仍然 具有 电磁 能 量 (例如 , 它 具 有 磁 
矩 ) ,因此 , 若 没 有 其 内 部 结构 的 详尽 理论 ,就 不 容易 讲 出 电磁 质量 差 值 的 符号 来 。 

我 们 在 这 里 只 希望 强调 下 述 几 点 :(1) 电 磁 理论 预 
言 有 一 种 电磁 质量 存在 ,但 它 这 样 做 时 也 会 落 到 嘴 哺 
泥 , 因 为 它 不 会 产生 一 个 协调 一 致 的 理论 一 一 而 对 于 量 
子 修正 也 是 如 此 ;(2) 关 于 电磁 质量 的 存在 是 有 实验 依 
据 的 ;而 (3) 所 有 这 些 质量 都 大 体 上 与 电子 的 质量 相同 。 
因此 ,我们 又 回 到 了 洛 伦 兹 的 原来 想法 一 一 也 许 全 部 电 
子 质量 纯粹 是 电磁 性 质 的 ,也 许 整个 0. 511 MeV 都 起 源 
图 28-5 有 时 ,中 子 可 能 作为 一 个 由 于 电动 力学 。 究 竟 是 ,还 是 否 呢 ? 由 于 我 们 还 未 得 到 一 

一 负 x 介 子 包 围 着 的 质子 而 存在 套 理论 ,所 以 就 不 可 能 说 出 什么 来 了 。 
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必须 提起 最 令 人 烦恼 的 另 一 点 信息 。 在 世界 上 还 有 一 种 叫 作 & 介子 的 粒子 ,迄今 我 们 
所 能 说 的 除了 质量 外 , 它 和 电子 没有 一 点 区 别 。 它 每 一 方面 的 表现 都 很 像 电 子 : 它 能 同 中 微 
子 、 电 磁场 发 生 相互 作用 ,但 就 是 没有 核 力 。 它 的 行为 丝毫 无 异 于 电子 一 一 至 少 , 没 有 什么 
事情 不 能 被 理解 为 仅 由 于 它 的 较 高 质量 (206. 77 倍 电子 质量 ) 的 后 果 。 因 此 ,每 当 有 人 最 后 
获得 关于 电子 质量 的 解释 时 ,他 将 对 py 介子 从 何 处 得 到 它 的 质量 感到 困惑 。 为 什么 呢 ? 因 
为 无 论 电子 干什么 ,p 介子 总 是 同样 地 干什么 一 一 所 以 质量 理应 表现 相同 。 有 人 坚定 地 相 
信 这 么 一 个 观念 , 即 上 介子 与 电子 是 同一 种 粒子 ,而 在 有 关 质 量 的 最 后 理论 中 ,对 质量 的 公 
式 将 是 一 个 具有 两 个 根 的 二 次 方程 一 一 每 种 粒子 一 个 根 。 也 有 一 些 人 建议 ,该 公式 将 是 一 
个 具有 无 限 多 个 根 的 超越 方程 ,而 他 们 正在 猜测 :在 这 个 系列 中 其 他 粒子 的 质量 应 该 是 什 
么 ,以 及 为 什么 这 些 粒子 还 未 曾 被 发 现 。 





§28-6 核 力 场 


我 们 愿意 对 那 一 部 分 非 电 磁性 质 的 核 ( 粒 ) 子 质量 进一步 做 某 些 评述 。 这 另 一 大 部 分 质 
量 究竟 从 哪里 来 的 呢 ? 除了 电动 力 以 外 还 有 别 的 力 一 一 像 核 力 一 一 它们 也 有 本 身 的 场 的 理 
论 , 尽 管 没有 人 知道 现行 的 理论 是 否 正确 。 这 些 理论 也 预言 对 核 粒 子 提供 与 电磁 质量 相似 
的 质量 项 的 场 能 ,我 们 可 以 把 它 称 为 “x 介子 场 质量 "。 它 大 概 会 十 分 巨大 ,因为 那些 力 非常 
强 , 而 这 可 能 就 是 重 粒子 的 质量 起 源 。 但 有 关 介 子 场 的 理论 目前 还 处 于 最 初步 的 状态 。 即 
使 利用 发 展 得 最 完善 的 电磁 理论 ,我 们 仍然 发 现在 解释 电子 质量 时 难以 获得 成 功 。 至 于 对 
介子 理论 ,我 们 就 像 击 球 手 在 棒球 场 上 三 击 不 中 而 退 下 场 的 情况 。 

由 于 同 电动 力学 存在 着 有 趣 联系 ,我 们 将 花 一 点 时 间 来 略 述 介子 理论 。 在 电动 力学 中 ， 
场 可 以 用 满足 下 列 方程 的 一 个 四 维 矢量 来 描述 : 


口 *A, = 源 . 
现在 我 们 已 经 知道 ,一 部 分 场 可 以 被 辐射 出 去 ,因而 可 以 离开 源 而 存在 。 这 部 分 场 就 是 光 的 
光子 ,而 它们 是 由 一 个 无 源 的 微分 方程 描述 的 : 

口 :4A, = 0. 
人 们 曾经 议论 说 , 核 力 场 也 应 有 它 自己 的 “光子 "一 一 它们 大 概 会 是 x 介子 一 一 而 且 它们 应 


该 由 一 个 相似 的 微分 方程 来 描述 (由 于 人 类 脑子 的 弱点 ,我 们 不 能 想 出 某 些 真 正 新 的 东西 ， 
因而 才 通过 与 已 知 的 东西 的 类 比 来 进行 论证 )。 因 此 ,介子 方程 式 也 许 就 是 

Dh 

其 中 乡 可 能 是 一 个 不 同 的 四 维 矢量 或 也 许 是 一 个 标量 。 结 果 证 明 x 介子 没有 偏振 ,所 以 多 
应 为 标量 。 如 果 采 用 这 一 简单 方程 口 # 一 0, 则 介子 场 应 该 随 着 与 源 间 的 距离 按 1/r 变 
化 ,正如 电场 那样 。 可 是 我 们 知道 , 核 力 具有 短 得 多 的 作用 距离 ,因而 该 简单 方程 式 就 不 适 
用 。 有 一 种 办 法 能 够 使 事情 改变 而 又 不 会 破坏 相对 论 不 变性 :我 们 可 以 对 达 朗 贝尔 算 符 加 
上 或 减 去 一 个 常数 乘 以 % 因此 汤 川 秀 树 就 曾 建 议 , 核 力 场 的 自由 量子 或 许 遵 循 方程 : 


Ds—A$=0, (28.17) 
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式 中 yr 是 一 常数 一 一 也 就 是 一 个 不 变 的 标量 (由 于 口 ? 是 四 维 空 时 中 的 一 个 标量 微分 算 
符 , 所 以 如 果 我 们 对 之 加 上 另 一 个 标量 , 它 的 不 变性 仍然 成 立 )。 

让 我 们 来 看 看 , 当 情况 不 随时 间 变化 时 式 (28. 17) 会 给 出 一 个 怎么 样 的 核 力 。 我 们 希望 
有 满足 下 列 方程 的 围绕 着 处 于 原点 的 点 源 的 球 对 称 解 。 


V$—p$= 0. 
如 果 $ 仅 取决 于 , 则 我 们 知道 
Sk 
v3= Fo 
因此 有 方程 : 
1 3 和 
二 下 Cr 和 一 ztg = 0 
或 Er$) = pr$). 
若 把 (7$) 想 象 成 因 变 数量 , 则 这 便 是 我 们 曾经 多 次 见 过 的 一 个 方程 。 它 的 解 是 
$= Ke /r. (28.18) 
这 一 函数 称 为 汤 川 势 。 对 于 吸引 力 来 说 ,K 为 负数 ,其 大 小 必须 调整 到 与 实验 上 所 观测 到 
的 力 的 强度 相符 。 


核 力 的 汤 川 势 按 指 数 因子 衰减 得 比 1/r 更 快 。 
对 于 超过 1 的 那些 距离 ,这 个 势 一 一 从 而 这 个 
力 一 一 降落 到 零 要 比 1/r 快 得 多 ,如 图 28-6 所 示 。 
核 力 "范围 "要 比 静 电力 “范围 "小 得 多 。 从 实验 上 发 
现 , 核 力 并 不 会 超出 约 10-* cm, 因 而 产生 1085 mm。 

最 后 ,让 我 们 看 看 方程 式 (28. 17) 的 自由 波 
解 。 如 果 将 





$= he 
代入 式 (28. 17) 中 , 便 得 


Sh 

0 Up 2 人 Wp 人 

图 28-6 汤 川 势 e-”/r, 与 库仑 势 1/r 相 比较 ”将 频率 与 能 量 、 波 数 与 动量 联系 起 来 , 像 在 第 1 卷 
第 34 章 末 尾 我 们 曾经 做 过 的 那样 , 便 可 得 到 





Bp pp, 

上 式 表明 , 汤 川 “光子 "具有 等 于 uh/c 的 质量 。 如 果 我 们 对 采用 核 力 的 观测 范围 的 估计 什 
10" m-! ,结果 质量 为 3X10-*g 或 170 MeV, 这 近似 等 于 所 观测 到 的 x 介子 质量 。 因 此 , 根 
据 与 电动 力学 所 做 的 类 比 ,我 们 会 说 x 介子 就 是 核 力 场 中 的 “光子 "。 但 现在 我 们 已 把 电动 
力学 的 那些 概念 推广 到 它们 可 能 实际 上 并 不 适用 的 领域 中 去 了 一 我 们 已 超过 了 电动 力学 
范围 而 涉及 到 了 核 力 的 问题 。 





第 29 章 电荷 在 电场 和 磁场 中 的 运动 


$29-1 在 匀 强 电场 或 匀 强 磁场 中 的 运动 


我 们 现在 要 来 描述 一 一 主要 采取 定性 方式 一 一 在 各 种 不 同情 况 下 电荷 的 运动 。 电 荷 在 
场 中 运动 的 有 趣 现象 ,大 多 数 都 发 生 于 有 许 许多 多 电荷 互相 作用 着 的 十 分 复杂 的 情况 下 。 
例如 , 当 电磁 波 行经 一 块 材料 或 一 团 等 离子 体 时 ,会 有 亿 万 个 电荷 与 该 波 相 互 作 用 并 彼此 相 
互 作用 。 往 后 我 们 将 进入 这 样 的 问题 ,但 现在 只 希望 讨论 在 给 定 场 中 单个 电荷 的 运动 这 种 
简单 得 多 的 问题 。 这 样 就 可 以 忽略 所 有 其 他 电荷 一 一 当然 除了 存在 于 某 处 的 、 借 以 产生 我 
们 将 采用 的 场 的 那些 电荷 和 电流 以 外 。 

我 们 大 概 应 当 首先 询问 粒子 在 匀 强 电场 中 的 运动 情况 。 在 低速 时 ,这 一 种 运动 并 非特 别 
有 趣 , 它 不 过 是 在 电场 方向 做 匀 加 速 运动 。 然 而 ,如 果 粒 子 获得 了 足够 多 的 能 量 以 致 成 为 相对 
论 性 的 粒子 ,那么 运动 就 会 变 得 更 加 复杂 。 但 我 们 将 把 这 一 情况 下 的 问题 留 给 你 们 自己 去 解决 。 

其 次 ,考虑 在 没有 电场 的 匀 强 磁场 中 的 运动 。 我 们 已 解决 了 这 个 问题 一 一 其 中 一 个 解 
是 粒子 做 圆周 运动 。 磁 力 qv X B 始终 与 运动 方向 成 直角 ,因而 dp /dt 垂直 于 p 并 具有 量 值 
万民 ,其 中 及 为 圆 的 半径 , 即 





ts 


F= qvB = 和 区 
于 是 该 圆周 的 轨道 半径 为 ” 
Te 
R= 高. (29.1) 
9 vl 3 Be 
那 只 是 一 种 可 能 性 。 如 果 粒 子 还 有 沿 场 方向 | 
的 运动 分 量 , 则 这 个 运动 是 恒定 的 ,因为 在 场 的 方 人 
向 不 可 能 有 磁力 的 分 量 。 粒 子 在 一 匀 强 磁场 中 的 
普遍 运动 将 是 一 个 平行 于 B 的 匀速 运动 加 上 一 





个 垂直 于 B 的 圆周 运动 一 一 轨道 乃 是 一 条 柱 形 
螺旋 线 (图 29-1)。 这 螺旋 线 的 半径 由 式 (29. 1) 四 (b) 

给 出 ,只 要 我 们 用 垂直 于 场 的 动量 分 量 .来 代替 。 图 29-1 粒子 在 _ 义 强 磁场 中 的 运动 
其 中 的 p。 


$29-2 动量 分 析 


一 个 匀 强 磁场 往往 被 用 来 制造 一 台 高 能 带电 粒子 的 “动量 分 析 器 "或 “动量 谱 仪 "。 假 定 
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带电 粒子 在 图 29-2(a) 中 的 A 点 被 射 入 一 匀 强 磁场 ,这 磁场 与 该 图 面 垂直 。 每 个 粒子 将 在 
半径 正比 于 该 粒子 动量 的 一 个 圆周 上 运动 。 如 果 
所 有 粒子 都 与 场 边缘 正 交 地 进入 场 中 ,那么 它们 
将 在 一 个 离 A 点 距离 为 工 的 地 方 离开 场 ,这 z 值 
正比 于 它们 的 动量 p。 位 于 诸如 某 点 C 的 计数 器 
将 只 能 探测 到 动量 p = gBz /2 附近 间隔 A 内 的 








均匀 磁场 


那些 粒子 。 

4 oi 当然 ,并 不 要 求 粒子 在 它们 被 探测 到 之 前 都 要 

= 走 过 180", 但 这 种 名 为 "180* 谱 仪 " 却 具有 一 种 独特 
息 性 质 ,并 不 一 定 要 求 所 有 粒子 全 都 与 场 的 边缘 成 直 


角 进 入 场 中 。 图 29-2(b) 显 示 三 个 粒子 的 轨道 , 它 
们 都 拥有 相同 的 动量 ,但 以 不 同 角度 进入 场 中 。 你 
看 到 它们 各 取 不 同 轨道 ,可 是 全 都 在 很 靠近 于 C 点 
处 离开 了 场 。 我 们 说 存在 一 个 “焦点 "。 这 种 聚焦 
特性 有 其 优越 之 处 , 即 在 A 点 有 较 大 角度 的 粒子 也 
可 以 被 接收 到 一 一 虽然 往往 得 强加 上 某 些 限制 ,如 
图 中 所 示 。 对 一 个 较 大 角度 范围 的 接收 经 常 意味 
加 四 澳 员 局 0M0 于 二 而 而 攻 着 较 多 的 粒子 在 给 定时 间 内 被 计算 了 进去 ,这 就 减 
仪 :(a) 动 量 不 同 ;(b) 角 度 不 同 (磁场 方向 少 了 对 给 定 的 测量 所 需 的 时 间 。 人 i 
与 图 而 委 直 ) 通过 变更 磁场 ,或 沿 = 轴 移 动 计数 器 ,或 由 运 
用 许多 个 计数 器 覆盖 x 的 一 个 范围 ,入 射 束 的 动量 
“ 谱 " 就 可 以 被 测 得 了 [所 谓 “ 动 量 谱 "f(p) ,我 们 指 的 是 动量 在 p 与 (p 十 dp) 之 间 的 粒子 数 
为 f(p)dp]。 比 方 ,这 样 的 方法 曾 用 来 测定 各 种 原子 核 在 8 衰变 中 的 能 量 分 布 。 
有 许多 其 他 形式 的 动量 谱 仪 ,但 我 们 将 只 描述 具有 特别 大 接收 立体 角 的 那 一 种 。 它 是 
以 如 图 29-1 所 示 的 那 种 在 均匀 强 场 中 的 螺旋 轨道 为 基础 的 。 让 我 们 设想 一 个 柱 面 坐标 系 
p， 9, x, 使 得 = 轴 沿 着 场 的 方向 。 如 果 粒 子 相对 于 x 
轴 以 某 一 角度 a 从 原点 射出 , 则 它 将 沿 方程 为 


p=asinkz, 0= 


的 螺旋 线 运动 ,其 中 a, b 和 都 是 你 可 以 容易 用 ， 
a 和 磁场 B 来 表示 的 参数 。 如 果 对 于 给 定 的 动量 ， 
但 对 于 几 个 不 同 起 始 角 , 把 与 轴 的 距离 p 作为 = 的 
函数 画 成 曲线 , 则 我 们 将 得 到 像 图 29-3 所 示 的 那些 
实 曲线 ( 记 住 这 不 过 是 对 一 条 螺旋 形 轨道 的 投影 )。 当 入 射 方向 与 轴 成 较 大 角度 时 ,p 的 峰 
值 变 大 ,但 其 纵向 速度 则 变 小 ,从 而 使 不 同 角度 的 轨道 趋向 于 在 图 的 A 点 附近 形成 一 个 “ 焦 
点 "。 如 果 我 们 放置 一 个 窄 孔 于 A 处 ,那么 在 一 个 起 始 角 范 围 内 的 粒子 仍然 能 够 全 部 到 达 
并 穿 过 窄 孔 到 达 = 轴 , 在 那里 粒子 可 由 一 个 长 条 形 探测 器 D 进行 算数 。 

以 较 大 的 动量 但 以 相同 的 角度 从 原点 处 的 源 射出 的 粒子 ,将 遵循 图 中 所 示 虚 线 轨道 运 
动 而 不 能 穿 过 A 处 的 窄 孔 。 因 此 ,这 台 仪 器 将 选 出 一 个 小 间隔 的 动量 。 与 上 述 第 一 种 谱 仪 














点 源 


(b) 

















图 29-3 一 个 轴 向 场 式 谱 仪 
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相 比 它 的 优点 是 : 孔 A 以 及 孔 A “都 可 以 做 成 环形 孔 , 以 便 使 在 一 个 相当 大 的 立体 角 范 围 内 
离开 了 源 的 粒子 都 能 够 被 接收 到 。 来 自 源 的 大 部 
分 粒子 都 给 应 用 上 了 一 一 对 于 弱 源 或 对 于 十 分 精 
密 的 测量 这 都 是 一 个 重要 优点 。 

然而 ,人 们 为 这 个 优点 付出 了 代价 ,因为 这 样 
做 需要 一 个 大 体积 的 匀 强 磁场 ,而 这 往往 仅 对 低 
能 粒子 才 是 切实 可 行 的 。 你 会 记得 ,制造 匀 强 磁 
场 的 一 种 办 法 是 在 球面 上 绕 一 个 线圈 ,使 得 其 面 
电流 密度 正比 于 角度 的 正弦 。 你 也 能 够 证 明 ,这 
同样 的 事情 对 于 一 个 旋转 椭 球 来 说 也 属 正确 。 因 
此 这 种 谱 仪 往往 通过 在 一 个 木 (或 铝 ) 架 上 绕 一 个 ” 图 29-4 每 个 轴线 间隔 Ar 中 有 相等 电流 
椭 球 形 线圈 来 制造 ,所 要 求 的 一 切 就 是 在 每 个 轴 的 椭 球 形 线圈 在 其 内 部 产生 匀 强 磁场 
线 距离 间隔 Az 内 的 电流 都 相同 ,如 图 29-4 所 示 。 





$29-3 静电 透镜 


粒子 聚焦 有 许多 应 用 。 例 如 ,在 电视 显像管 中 那些 离开 了 阴极 的 电子 被 聚焦 在 显示 屏 
上 一 一 为 了 形成 一 个 细 斑 。 在 这 种 情况 下 ,人 们 希望 把 所 有 具有 同一 能 量 但 以 不 同 起 始 角 
射出 来 的 粒子 都 聚集 在 一 小 点 上 。 这 一 问题 就 像 用 透镜 使 光 聚 焦 一 样 ,因而 对 粒子 也 会 做 
这 种 相应 事情 的 器 件 就 也 叫 作 透 镜 。 

电子 透镜 的 一 个 例子 被 简略 地 画 成 图 29-5。 它 是 一 个 静电 透镜 , 它 的 作用 取决 于 两 相 
邻 电极 间 的 电场 。 其 运用 情况 可 通过 考虑 从 左边 进来 的 平行 电子 束 会 发 生 什 么 来 加 以 理 
解 。 当 各 电子 到 达 区 域 a 时 ,它们 会 感受 到 一 个 具有 侧 向 分 量 的 力 而 获得 使 其 弯 向 轴 心 的 
某 个 冲力 。 你 也 许 会 想到 ,它们 会 在 区 域 。 获得 一 个 相等 而 相反 的 冲力 ,但 事实 却 不 是 这 
样 。 当 电子 到 达 区 域 b 时 它们 已 得 到 了 能 量 ,从 而 在 6 区 停留 的 时 间 就 较 短 。 力 还 是 一 样 ， 
但 时 间 短 些 , 冲 力也 就 小 些 了 。 在 从 a 区 进 至 6 区 时 ,就 有 一 净 的 轴 向 冲力 ,因而 电子 会 弯 
向 一 个 共同 点 。 在 离开 了 高 电压 区 之 后 ,这 些 粒子 又 得 到 指向 轴 心 的 另 一 次 冲击 。 在 c 区 
的 力 是 向 外 的 而 在 d 区 的 力 则 是 向 内 的 ,但 粒子 在 后 一 区 域 里 停留 的 时 间 较 长 ,因而 又 再 
受到 一 个 净 冲 力 。 对 于 离 轴 心 不 太 远 的 点 ,通过 透镜 时 的 总 冲力 与 离 轴线 的 距离 成 正比 (你 





图 29-5 静电 透镜 。 这 里 所 示 的 场 线 是 “ 力 线 ", 也 即 gE 线 
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能 否 看 出 个 什么 原因 来 ) ,而 这 正 是 透镜 式 聚 焦 所 必要 的 条 件 。 
你 能 够 用 同样 的 论据 来 证 明 ,无 论 中 间 电 极 的 电势 相对 于 其 他 两 极 是 正 还 是 负 ,都 会 有 
聚焦 作用 。 这 一 种 类 型 的 静电 透镜 通常 用 于 阴极 射线 管 或 某 些 电 子 显微镜 中 。 


$29-4 磁 透 镜 


另 一 种 透镜 一 一 常 出 现在 电子 显微镜 中 一 一 就 是 简略 如 图 29-6 所 示 的 磁 透 镜 。 一 个 
柱 形 对 称 的 电磁 铁 具有 十 分 尖锐 的 圆 形 尖 极 ,因而 能 在 一 小 区 域 里 产生 一 个 非 均匀 的 强 磁 
场 。 一 些 沿 垂直 方向 运动 的 电子 在 通过 这 一 区 域 时 给 聚焦 了 。 你 能 够 通过 考察 如 图 29-7 
所 示 的 极 尖 区 域 的 放大 图 像 而 理解 其 机 制 ,考虑 相对 于 轴线 以 某 一 角度 离开 了 源 S 的 a 和 
4 两 个 电子 。 当 电子 a 到 达 场 的 开始 部 分 时 , 它 被 场 的 水 平分 量 所 偏转 以 致 离开 了 你 。 但 
这 时 电子 将 有 一 横向 速度 ,使 得 当 它 经 过 强 的 垂直 方向 场 时 会 得 到 一 个 指向 轴 心 的 冲力 。 
它 的 横向 运动 当 离开 场 时 便 给 该 磁力 所 消除 ,因而 净 效应 就 是 一 个 朝向 轴 心 的 脉动 加 上 一 
个 环绕 轴线 的 “旋转 ”。 作 用 于 粒子 5 上 的 所 有 力 都 与 此 相反 ,因而 它 也 被 朝向 轴 心 偏转 。 
在 这 图 中 ,那些 发 散 出 去 的 电子 都 被 引入 平行 路 径 。 这 作用 就 像 置 一 物体 于 透镜 的 焦点 上 
一 样 。 安 置 在 上 部 的 另 一 个 相似 透镜 则 可 用 来 把 这 些 电 子 再 聚焦 回 到 一 个 单独 的 点 上 去 ， 
造成 源 S 的 像 。 





图 29-6 磁 透 镜 图 29-7 在 磁 透 镜 中 电子 的 运动 


$29-5 电子 显微镜 


你 们 知道 ,电子 显微镜 能 够 “看 见 "光学 显微镜 所 无 法 看 到 的 非常 微小 的 物体 。 我 们 曾 
在 第 1 卷 第 30 章 中 讨论 过 由 于 透镜 孔径 的 衍射 给 任何 光学 系统 带 来 的 基本 限制 。 如 果 透 
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镜 孔 径 对 源 点 所 张 角 度 为 20( 见 图 29-8) , 若 在 源 处 的 两 相 邻 的 圆 点 的 间距 比 

eo~ ts 
要 小 , 则 不 能 把 它们 看 成 分 开 的 点 , 式 中 ) 为 光 的 波长 。 用 最 
优良 的 光学 显微镜 , 设 9 趋 近 90" 的 理论 极限 ,因而 8 约 等 于 
4, 即 约 为 5000 A。 

对 于 电子 显微镜 来 说 这 同一 限制 也 应 该 适用 ,不 过 这 里 
的 波长 一 一 对 于 50 kV 的 电子 一 一 约 为 0.05 A。 假 如 入 们 能 
名 采用 一 个 接近 30* 的 孔径 ,就 应 该 能 看 到 相距 只 有 0.2 的 。 加 29-8 显微镜 的 分 状 本 领 
两 物体 。 由 于 分 子 中 原子 的 典型 间距 为 1 或 2 A, 所 以 我 们 就 受 从 源 点 对 向 的 角 所 限 抽 
能 拍 得 分 子 的 照片 。 生 物 学 会 变 得 较为 容易 ,我 们 将 拥有 关 
于 脱氧 核糖 核酸 结构 的 照片 , 那 将 是 多 么 重大 的 一 件 事情 呵 ! 当前 分 子 生物 学 领域 中 大 多 
数 研究 工作 就 是 企图 弄 清楚 复杂 有 机 分 子 的 形状 。 但 愿 我 们 能 够 看 到 这 些 分 子 ! 

可 惜 ,迄今 在 电子 显微镜 中 能 够 获得 的 最 高 分 辨 本 
领 还 只 是 接近 20 和。 原因 是 ,还 没有 人 和 能够 设计 出 一 种 
MC — aim 有 具有 大 和 孔径 的 透镜 。 所 有 一 切 透镜 都 带 有 “球面 像 差 ”， 

\ 那 意味 着 与 轴 成 大 角度 的 射线 与 近 轴 射 线 有 不 同 的 聚 
焦点 ,如 图 29-9 所 示 。 通 过 特殊 技术 ,光学 显微镜 的 透 
镜 可 以 造 得 忽略 掉 球 面 像 差 ,但 迄今 还 没有 人 能 制 成 避 
多 透镜 孔径 。 免 球面 像 差 的 电子 透镜 。 

事实 上 ,人 们 能 够 证 明 , 我 们 曾经 描述 过 的 任何 静 
电 透 镜 或 磁 透 镜 一 定 会 有 不 可 能 消除 的 球面 像 差 。 这 

像 差 一 一 和 衍射 在 一 起 一 一 把 电子 显微镜 的 分 辨 本 











领 限制 在 目前 的 大 小 。 
s A 我 们 所 提 及 的 那 种 限制 不 适用 于 非 轴 对 称 的 或 在 
而 元 注视 抽 于 放松 时 间 上 不 是 恒定 的 那些 电场 和 磁场 。 也 许 有 朝 一 日 有 


人 会 想 出 一 种 新 型 的 电子 透镜 , 它 能 够 克服 简单 电子 透 
镜 所 固有 的 像 差 , 那 时 我 们 将 能 直接 为 原子 们 拍照 了 。 也 许 会 有 一 天 ,化 学 中 的 化 合 物 将 能 
够 通过 考察 原子 位 置 而 不 是 通过 观察 某 些 沉淀 物 的 颜色 来 加 以 分 析 ! 


$29-6 加速器 中 的 导向 场 


在 高 能 粒子 加 速 器 中 磁场 也 被 用 来 产生 特殊 的 粒子 轨道 。 像 回旋 加 速 器 和 同步 加 速 
器 那 一 类 机 器 ,会 使 粒子 反复 经 过 强 电场 而 把 它 加 速 至 高 能 。 粒 子 被 磁场 保持 在 它们 的 
循环 轨道 中 。 

我 们 已 经 见 到 ,在 匀 强 磁场 中 的 粒子 将 在 圆周 轨道 上 运动 。 然 而 ,这 仅 对 于 完全 均匀 的 
场 才 正 确 。 试 设想 一 个 在 很 大 范围 几乎 均匀 ,但 在 某 一 区 域 里 会 稍微 强 于 其 他 区 域 里 的 B 
场 。 若 把 一 个 动量 为 p 的 粒子 放置 在 这 个 场 中 , 它 便 将 在 一 个 几乎 圆 形 的 轨道 内 运动 ,其 
半径 为 R = p/(gB)。 然 而 ,在 场 较 强 的 区 域 里 这 轨道 的 曲率 半径 稍微 小 点 。 轨 道 不 是 一 个 
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闭合 圆周 , 它 但 将 在 场 中 “漫步 ", 如 图 29-10 所 示 。 如 果 我 们 乐意 的 话 , 可 以 认为 场 里 的 这 


这 里 磁场 较 强 


图 29-10 在 一 个 稍微 非 均匀 的 磁场 中 
粒子 的 运动 


个 小 “误差 ”产生 了 一 个 附加 的 角度 冲击 , 它 把 粒子 
送 上 一 个 新 的 轨道 。 如 果 粒 子 要 在 加 速 器 中 绕 行 几 
光圈 的 话 , 则 某 一 种 能 倾向 于 保持 各 轨道 靠近 某 个 
设计 轨道 的 “ 径 向 聚焦 "是 必需 的 。 

对 于 一 个 匀 强 场 来 说 , 另 一 种 困难 是 粒子 不 会 
保持 在 一 个 平面 内 。 如 果 它 们 以 一 微小 角度 开 
始 一 一 或 通过 场 中 的 任 一 微小 误差 给 予 了 一 个 小 角 
度 一 一 它们 便 将 跑 一 个 螺旋 路 线 而 最 终 会 闯 进 磁极 
或 到 达 真空 室 里 的 天 花 板 或 地 板 上 。 必 须 做 出 某 种 
安排 来 避免 这 种 垂直 方向 的 漂移 , 场 必须 同时 提供 
“垂直 方向 聚焦 "和 径 向 聚焦 。 

最 初 ,人 们 会 猜测 到 ,可 以 通过 制造 一 个 磁场 来 








提供 这 种 径 向 聚焦 ,而 该 磁场 随 着 与 设计 路 线 中 心 的 距离 的 增 大 而 增强 。 于 是 , 若 有 一 粒子 
跑 到 较 大 的 半径 上 去 , 它 便 将 处 于 较 强 的 磁场 之 中 而 被 弯 回 到 其 正确 的 半径 上 来 。 如 果 它 
跑 到 了 一 个 太 小 的 半径 , 则 弯曲 程度 将 变 小 ,因而 又 会 朝 设 计 的 半径 返回 。 一 个 粒子 ,一旦 
相对 该 理想 圆周 以 某 个 角度 开始 运动 , 便 将 在 该 理想 圆周 轨道 上 左右 摇摆 ,如 图 29-11 所 
示 。 这 种 径 向 聚焦 作用 会 把 粒子 保持 在 该 圆周 路 径 附近 。 





圆周 轨道 


图 29-11 在 一 个 具有 大 的 正 斜率 的 
磁场 中 粒子 的 径 向 运动 


实际 上 ,即使 使 用 相反 的 磁场 斜率 ， 





图 29-12 在 一 个 具有 小 的 负 斜率 的 
. 磁场 中 粒子 的 径 向 运动 


也 仍 会 有 某 种 径 向 聚焦 作用 。 只 要 轨道 曲率 半径 的 


增 大 不 会 快 过 粒子 与 场 中 心 的 距离 的 增 大 ,这 种 聚焦 作用 就 可 能 发 生 。 粒 子 的 轨道 将 会 如 


图 29-12 所 示 。 然 而 , 若 场 的 梯度 太 大 ， 
外 旋 出 ,如 图 29-13 所 示 。 


则 轨道 将 不 会 回 到 设计 半径 上 来 ,而 向 内 旋 入 或 向 
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我 们 通常 用 "相对 梯度 "或 场 指数 ”来 描述 场 的 斜率 : 


n= EE (29.2) 


如 果 这 个 相对 梯度 大 于 一 1, 则 导向 场 就 能 提供 径 向 聚焦 。 








回 周 轨道 1 
1 PSs 
1 
图 29-13 在 一 个 具有 大 的 负 斜 率 的 图 29-14 从 一 个 垂直 于 轨道 的 截面 
磁场 中 粒子 的 径 向 运动 上 来 看 一 个 垂直 方向 的 导向 场 


一 个 径 向 的 场 梯度 也 将 对 粒子 产生 垂直 方向 的 力 。 假 设 有 一 个 靠近 轨道 中 心 处 较 强 而 
在 外 面 较 弱 的 场 ,那么 垂直 于 轨道 的 、 磁 体 的 垂直 方向 截面 也 许 会 如 图 29-14 所 示 ( 对 于 质 
子 来 说 ,它们 的 轨道 应 该 是 从 页 面 出 来 )。 如 果 左边 的 场 比 右边 的 较 强 , 则 磁场 线 必然 如 图 
所 示 的 那样 弯曲 。 通 过 应 用 自由 空间 里 B 的 环流 等 于 零 的 规律 ,我 们 可 以 明白 情况 必然 会 
是 这 样 。 若 我 们 选取 如 图 所 示 的 那些 坐标 , 则 











(29. 3) 


由 于 已 假定 2B. /az 是 负 的 ,所 以 就 必然 存在 一 个 相等 的 9B, /3z。 如 果 轨 道 的 “ 标 称 " 平 面 
是 一 个 B. = 0 处 的 对 称 平面 , 则 径 向 分 量 B, 在 这 一 个 平面 之 上 为 负 而 在 其 下 为 正 , 场 线 就 
必须 弯曲 成 如 图 所 示 的 那个 样子 。 

像 这 样 的 一 个 场 将 具有 垂直 方向 的 聚焦 特性 。 试 想象 一 个 质子 正在 与 中 间 轨 道 近 平平 
行 但 却 在 其 上 面 运动 ,B 的 水 平分 量 将 对 它 施 一 向 下 的 力 。 如 果 质 子 是 在 该 中 间 轨 道 之 下 
运动 , 则 力 会 颠倒 过 来 。 因 此 ,就 有 一 个 朝向 该 中 间 轨 道 的 “恢复 力 "。 根 据 我 们 的 论证 ,将 
有 一 个 垂直 方向 的 聚焦 作用 ,只 要 该 竿 直方 向 场 随 半径 的 增 大 而 减 小 。 但 如 果 这 个 场 的 梯 
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度 为 正 , 则 将 有 一 “垂直 方向 的 去 焦 " 作 用 。 因 此 ,对 于 垂直 方向 聚焦 来 说 ,该 场 指数 ”必须 小 
于 零 。 上 面 我 们 已 求 得 对 于 径 向 聚焦 ” 必须 大 于 一 1, 这 两 个 条 件 结合 在 一 起 就 给 出 总 条 件 


-1<n<0 


若 要 把 粒子 维持 在 稳定 的 轨道 上 , 则 要 满足 上 述 条 件 。 在 回旋 加 速 器 中 , 常 采用 非常 接近 于 
零 的 n 值 ,而 在 电子 回旋 加 速 器 和 同步 加 速 器 中 , 则 一 般 采 用 n = 一 0.6 的 数值 。 


8$ 29-7 交 变 梯度 聚焦 法 


像 这 么 小 的 值 只 会 给 出 相当 “ 弱 " 的 豪 焦作 用 。 很 清楚 ,一 个 有 效 得 多 的 径 向 聚焦 作 
用 应 该 由 一 个 大 的 正 梯度 (n>1) 来 提供 ,但 这 时 垂直 方向 力 就 将 产生 一 个 强大 的 去 焦作 用 。 
同 理 , 大 的 负 斜 率 (<< 一 1) 会 给 出 一 个 较 强 的 垂直 方向 力 ,但 却 会 引起 径 向 的 去 焦作 用 。 然 
而 , 约 十 年 前 就 已 经 认识 到 ,在 强 聚 焦 与 强 去 焦 之 间 的 交 变 力 仍然 能 够 产生 一 个 净 的 聚焦 力 。 

为 解释 交 变 梯度 聚焦 法 是 如 何 起 作用 的 ,我们 将 首先 描述 一 个 四 极 透镜 的 工作 情况 , 它 
以 上 述 相同 的 原理 为 基础 。 试 设想 一 个 匀 负 磁场 加 于 图 29-14 中 的 场 上 ,使 其 强度 调整 至 
在 轨道 处 的 场 为 零 。 合 成 的 场 一 一 对 于 与 中 立 点 间 的 小 位 移 来 说 一 一 会 像 图 29-15 所 示 的 
场 。 这 样 一 种 四 极 磁体 称 为 “四 极 透 镜 "。 一 个 在 中 点 之 左 或 右 ( 从 读者 一 边 看 ) 进 入 场 内 的 
正 粒子 会 被 推 回 中 心 。 如 果 这 个 粒子 是 在 上 面 或 下 面 进 入 的 , 则 将 被 从 中 点 推 开 。 这 是 一 
个 平行 方向 的 聚焦 透镜 。 如 果 水 平 梯度 被 反 向 一 一 正如 可 通过 变换 所 有 磁极 的 极 性 而 做 到 





的 那样 一 一 则 所 有 力 的 符号 都 将 反 号 ,因而 我 们 就 有 一 个 垂直 方向 的 聚焦 透镜 ,如 图 29-16 
所 示 。 对 于 这 样 一 种 透镜 , 场 强 一 一 因而 焦 聚 力 一 一 会 随 着 离 轴 的 透镜 距离 线性 地 增 大 。 


~ 





图 29-15 水 平方 向 聚焦 的 四 极 透 镜 图 29-16 垂直 方向 聚焦 的 四 极 透 镜 


现在 设想 有 两 个 这 样 的 透镜 串联 安放 着 。 若 一 粒子 从 与 轴 心 有 某 个 水 平 位 移 的 地 方 
进入 场 中 ,如 图 29-17(a) 所 示 , 则 它 在 第 一 个 透镜 中 将 被 朝 轴 的 方向 偏转 。 当 抵达 第 二 
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个 透镜 时 , 它 距 离 轴 已 较 近 ,因而 向 外 的 力 较 小 ,向 外 的 偏转 也 就 较 小 。 所 以 有 一 个 朝 轴 
向 的 净 弯 曲 ,平均 效应 是 水 平方 向 的 聚焦 作用 。 另 一 方面 , 若 我 们 考察 一 个 在 进 场 时 在 
垂直 方向 上 就 离开 轴 的 粒子 , 则 其 路 径 将 如 图 29-17(b) 所 示 。 该 粒子 初时 被 偏转 以 致 离 
开 轴 ,但 之 后 在 较 大 位 移 时 到 达 那 第 二 个 透镜 ,在 那里 它 会 感觉 到 一 个 较 强 大 的 力 ,因而 
被 弯 向 轴 。 净 效应 再 次 为 聚焦 作用 。 这 样 一 对 四 极 透镜 独立 地 对 于 水 平方 向 和 垂直 方 
向 的 运动 起 作用 一 一 十 分 像 一 个 光学 透镜 。 四 极 透镜 被 用 来 形成 并 控制 粒子 束 , 与 光学 
透镜 用 于 控制 光束 的 方法 十 分 相似 。 

还 应 该 指出 ,一 个 交 变 梯度 系统 并 不 总 会 产生 聚焦 作用 。 如 果 梯 度 太 大 (相对 于 粒子 动 
量 或 两 透镜 的 间隔 来 说 ) , 则 净 效 应 可 能 是 一 个 去 焦作 用 。 你 若 设想 图 29-17 那 两 个 透镜 的 
距离 增 大 了 三 或 四 倍 ,就 会 看 清楚 这 种 作用 可 能 是 怎样 发 生 的 了 。 

现在 就 让 我 们 回 到 同步 加 速 器 的 导向 磁体 上 来 。 可 以 认为 , 它 由 人 加 了 均匀 场 的 “ 正 ”、 
“ 负 ”" 透 镜 交 蔡 序列 构成 的 。 平 均 来 说 匀 强 磁场 用 来 把 粒子 弯曲 成 一 个 水 平 圆周 (对 于 垂直 
方向 运动 不 起 作用 ) ,而 该 交 变 透镜 组 对 任何 也 许 已 走 错 了 路 的 粒子 会 起 作用 一 一 始终 把 它 
们 (在 平均 上 ) 推 向 中 间 轨 道上 去 。 


个 敲 开 四 的 
水 平 及 向 位 移 





水 平方 向 豪 焦 场 水 平方 向 去 焦 场 
(a) 


离开 轴 的 
| 

















垂直 方向 去 焦 场 垂直 方向 素 焦 场 
(b) 
图 29-17 利用 一 对 四 极 透镜 而 得 到 的 水 平方 向 聚焦 和 图 29-18 一 副 配 有 振动 轴 的 摆 , 可 以 使 位 
垂直 方向 聚焦 于 轴 上 的 摆 锤 有 一 个 稳定 位 置 


有 一 套 漂亮 的 机 械 模拟 器 ,可 以 用 来 演示 在 “聚焦 " 力 与 “去 焦 " 力 之 间 交 替 变 换 着 的 力 
能 够 产生 一 个 净 的 “聚焦 "效应 。 试 想象 一 副 机 械 摆 , 它 含 有 一 根 未 端 装 有 重 物 的 坚固 棒 ,该 
棒 悬 挂 在 一 个 被 安排 好 的 轴 上 , 轴 由 一 部 电动 机 驱动 着 的 曲柄 带动 而 使 其 迅速 做 上 下 振动 。 
像 这 样 的 摆 会 有 两 个 平衡 位 置 ,除了 正常 的 下 垂 悬 挂 位 置 外 ,该 摆 还 有 一 个 “向 上 悬 挂 "着 的 
平衡 位 置 一 一 摆 锤 高 居于 轴 上 ! 这 样 的 摆 如 图 29-18 所 示 。 
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通过 下 述 论证 我 们 能 够 看 出 轴 的 垂直 方向 运动 相当 于 一 个 交 变 聚焦 力 。 当 轴 向 下 加 速 
时 , 摆 锤 倾向 于 向 内 运动 ,如 图 29-19 所 示 。 当 把 锤 向 上 加 如 
时 ,这 效应 就 被 反 转 。 促 使 押 钴 饮 复 朝向 轴线 的 力 虽然 在 交 蔡 
变换 着 ,但 其 平均 效应 仍然 是 一 个 朝向 轴线 的 力 。 所 以 这 个 摆 
将 会 围绕 正常 平衡 位 置 正 对 面 的 中 立 位 置 来 回 摆动 。 

当然 ,可 用 一 种 容易 得 多 的 办 法 来 保持 一 副 摆 倒 县 着 , 屠 
就 是 把 它 平衡 于 你 的 手指 之 上 ! 不 过 你 还 可 试 一 试 ,在 同一 只 
手指 上 平衡 两 根 互 为 独立 的 棒 ! 或 者 把 你 的 眼睛 掩 闭 着 而 试 
着 平衡 一 根 棒 ! 平衡 含有 对 即将 出 现 的 错误 进行 改正 的 意思 ， 
而 一 般 说 来 ,倘若 同时 有 几 件 事情 都 发 生 错误 的 话 ,平衡 是 不 
可 能 的 。 在 一 部 同步 加 速 器 中 有 数 以 亿 计 的 粒子 同时 在 环行， 
图 29.19 轴 的 向 下 加 速 会 。” 其中 每 一 个 者 可 能 从 不 同 的 “误差 "出 发 。 我 们 刚才 描述 的 那 
引起 押 朝 着 秋 直 方向 运动 ” 种 聚焦 作用 对 它们 就 都 有 效 。 


$29-8 在 交叉 的 电场 和 磁场 中 的 运动 





迄今 为 止 我 们 谈论 了 只 在 电场 或 只 在 磁场 中 的 粒子 。 当 这 两 种 场 同时 存在 时 就 会 有 某 
些 有 趣 的 效应 。 假 设 有 一 个 匀 强 磁场 和 一 个 电场 正 交 。 凡 垂直 于 B 出 发 的 粒子 都 将 
沿 如 图 29-20 所 示 的 曲线 运动 (这 是 一 条 平面 曲线 ， 
而 不 是 一 条 螺旋 线 )。 我 们 能 够 定性 地 理解 这 一 运 了 
动 。 当 (假定 带 正 电 的 ) 粒 子 在 EE 的 方向 运动 时 , 它 会 。 避 
增加 速率 ,因而 被 磁场 弯曲 得 较 小 。 当 其 着 着 电场 运 
动 时 , 它 减少 速率 ,因而 被 磁场 连续 弯曲 得 多 些 。 净 
效应 就 是 它 有 一 个 沿 EX B 方向 的 平均 "漂移"。 

事实 上 ,我 们 能 够 证 明 , 上 述 运动 是 由 一 个 匀速 图 29-20 在 交 炙 的 电场 和 税 场 中 一 个 
加 周 运动 到 加 于 一 个 以 速率 w = E/B 进行 着 的 模 向 竹子 的 路 村 
匀速 运动 之 上 的 合 运动 一 图 29-20 中 的 那 条 轨道 
就 是 一 条 旋 轮 线 。 试 想象 一 个 以 恒定 速率 向 右 运动 的 观察 者 ,在 他 的 参照 系 上 ,我 们 的 磁场 
会 变换 成 一 个 新 的 磁场 再 加 上 一 个 方向 朝 下 的 电场 。 如 果 他 恰巧 具有 正确 的 速率 , 则 他 的 
总 电场 将 为 零 ;因而 他 将 看 到 电子 在 做 圆周 运动 。 因 此 ,我 们 所 看 到 的 乃 是 一 个 圆周 运动 加 
上 一 个 以 漂移 速率 w = E/B 进行 的 平 动 。 电 子 在 交叉 的 电场 和 磁场 中 的 运动 就 是 磁 控 
管 一 — 即 用 来 产生 微波 能 量 的 振荡 器 一 的 基础 。 

关于 在 电场 和 磁场 中 粒子 的 运动 还 有 许多 其 他 的 有 趣 例子 ,诸如 被 捕获 在 范 艾 仑 (Van 
Allen) 带 中 的 电子 和 质子 的 轨道 ,可 惜 我 们 这 里 没有 时 间 来 一 一 讨论 。 
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$30-1 晶体 的 内 训 几 何 


我 们 已 经 结束 了 关于 电磁 基本 定律 的 学 习 , 现 在 要 来 学 习 实物 的 电磁 性 质 了 。 我 们 将 
从 描述 固体 一 一 即 晶 体 一 一 开始 。 当 物质 中 的 原子 运动 得 并 不 太 厉害 时 ,它们 逐渐 粘 在 一 
起 并 把 它们 自己 安排 在 一 个 尽 可 能 低 的 能 量 位 形 中 。 如 果 某 处 的 原子 已 找到 了 一 个 似乎 具 
有 低能 量 的 图 样 ,那么 在 别处 的 原子 大 概 也 会 做 出 同样 的 安排 。 为 了 这 些 缘故 ,在 固体 材料 
中 我 们 就 有 重复 的 原子 图 样 。 

换 句 话说 ,晶体 中 的 情况 是 这 样 的 :晶体 里 某 一 特定 原子 的 周围 环境 具有 某 种 安排 ,而 
倘若 你 在 更 向 前 的 另 一 处 又 看 到 一 个 相同 种 类 的 原子 ,那么 你 将 会 发 现 它 的 环境 与 前 面 的 
完全 相同 。 如 果 你 再 向 前 同样 的 距离 选取 一 个 原子 ,你 将 会 发 现 情况 又 是 完全 相同 。 这 图 
样 将 一 次 又 一 次 地 重复 一 一 这 当然 是 在 三 维 之 中 。 

试想 象 设计 一 张 墙纸 或 花 布 ,或 平面 上 的 某 种 几何 图 案 一 一 你 假定 将 有 一 个 一 次 又 一 
次 地 重复 着 的 设计 单元 ,以 致 你 可 以 制 成 一 个 任意 大 的 面积 ,这 就 是 将 要 在 三 维 中 求解 的 晶 
体 问题 的 一 个 二 维 类 比 。 例 如 ,图 30-1(a) 显 示 一 张 常见 的 墙纸 的 设计 图 样 。 在 图 样 中 有 
一 个 能 够 永远 重复 的 单元 。 若 仅仅 考虑 其 重复 性 质 而 不 理会 花朵 本 身 的 几何 图 形 或 其 艺术 
价值 , 则 这 种 墙纸 图 样 的 几何 特性 可 用 图 30-1(b) 来 表述 。 你 若 从 任 一 点 出 发 , 便 可 通过 沿 
箭头 1 的 方向 移动 距离 a 而 找到 一 个 对 应 点 。 如 果 沿 另 一 个 箭头 方向 移动 距离 6, 那么 你 
也 可 获得 一 对 应 点 。 当 然 ,还 有 许多 其 他 方向 。 例 如 ,你 可 以 从 a 点 至 B 点 而 达到 一 个 对 应 
点 ,但 这 样 的 一 步 可 认为 是 这 样 两 步 的 组 合 , 即 沿 方向 1 的 一 步 ,接着 又 沿 方向 2 的 一 步 。 
这 个 图 样 的 一 种 基本 性 质 就 是 可 以 由 达到 邻近 同样 位 置 的 两 个 最 短 步 长 来 描述 。 所 谓 “ 同 
样 " 位 置 我 们 指 的 是 若 你 站 在 其 中 任 一 个 位 置 上 而 晃 望 你 的 周围 ,你 将 看 到 的 事情 与 你 站 在 


FE 


(a) 

















图 30-1 在 二 维 中 的 一 个 重复 图 样 
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另 一 个 位 置 上 所 看 到 的 完全 相同 ,这 就 是 晶体 的 基本 性 质 。 唯 一 不 同 在 于 ,晶体 是 一 种 三 维 
排列 ,而 不 是 二 维 排列 ;而 其 格 点 的 每 个 基 元 自然 就 不 是 那些 花 打 ,而 是 某 些 原子 一 一 也 许 
是 六 个 氢 原 子 和 二 个 碳 原子 一 一 在 某 个 图 样 中 的 某 种 排列 。 晶 体 中 原子 的 图 样 在 实验 上 可 
以 通过 X 射线 衍射 而 找到 。 由 于 以 前 我 们 曾 简短 地 提 到 过 这 种 方法 ,并 且 对 于 大 多 数 简单 
晶体 和 某 些 相当 复杂 的 晶体 来 说 ,它们 的 原子 在 空间 中 的 精确 排列 都 已 经 被 计算 出 来 ,现在 


就 不 再 效 述 了 。 














晶体 的 内 在 图 样 会 在 不 同方 面 显示 出 来 。 首 先 ,原子 在 某 些 方向 的 结合 强度 往往 比 其 
他 方向 的 要 强 ,这 意味 着 通过 晶体 的 某 些 平面 会 比 另 一 些 平面 更 易于 裂 开 ,它们 被 称 为 解 理 
面 。 如 果 你 用 一 小 刀刃 劈 裂 一 块 晶体 , 它 往往 会 沿 这样 的 面 破裂 开 来 。 其 次 ,根据 晶体 的 形 
成 方式 ,其 内 部 结构 还 往往 表现 在 其 表面 上 。 试 想象 晶体 正 从 溶液 中 淀 积 出 来 。 有 一 些 原 








图 30-2 ”天然 晶体 :(a) 石 英 ;(b) 氧 
化 钠 ;(c) 云 母 


子 会 在 溶液 里 各 处 漂浮 ,而 最 后 当 它们 找到 一 个 能 量 最 
低 的 地 方 时 就 淀 积 下 来 (这 好 像 墙 纸 逐 渐 制 成 的 情形 , 花 
采 到 处 漂浮 ,直到 其 中 一 采 偶 尔 漂 到 一 个 地 方 而 给 逐渐 
粘 绊 住 ,之 后 一 个 又 一 个 花 采 都 给 粘 住 , 使 得 该 图 样 逐 渐 
生长 起 来 )。 你 将 体会 到 ,其 中 一 些 方向 的 生长 速率 与 其 
他 方向 的 不 同 ,因而 长 成 某 种 几何 形状 。 由 于 这 种 效应 ， 
许多 晶体 的 外 表 就 会 呈现 原子 内 部 排列 的 某 些 特 征 。 

例如 ,图 30-2(a) 显 示 一 块 典型 石英 晶体 的 形状 , 它 
的 内 部 图 样 为 六 角形 。 如 果 你 仔细 地 考察 这 样 一 块 晶 
体 ,你 将 会 注意 到 , 它 的 外 表 并 不 会 形成 很 好 的 六 边 形 ， 
因为 那些 边 并 非 完 全 等 长 一 一 事实 上 , 它们 往往 很 不 一 
致 。 但 在 一 个 方面 石英 晶体 却 是 十 分 完美 的 六 边 形 ,两 
面 间 所 形成 之 角 恰 好 是 120"。 很 清楚 , 任 一 个 特定 面 的 
大 小 是 生长 中 的 一 个 偶发 事件 ,但 角度 却 是 其 内 车 几 何 
的 一 种 表示 。 所 以 每 一 块 石英 晶体 各 有 其 不 同形 状 , 即 
使 各 对 应 面 之 间 的 角度 总 是 相同 的 。 

一 块 氧化 钠 晶体 的 内 衰 几何 ,从 其 外 表 形状 来 看 ,也 
是 很 显然 的 。 图 30-2(b) 表 示 一 块 典 型 食盐 的 形状 。 这 
种 晶体 不 再 是 理想 立方 体 ,但 其 表面 间 却 严格 互相 垂直 。 

一 种 更 为 复杂 的 晶体 是 云母 , 它 的 形状 示 如 图 
30-2(c) 所 示 。 它 是 一 种 高 度 各 向 异性 的 晶体 ,并 从 这 么 
一 个 事实 就 容易 看 得 出 来 , 即 如 果 你 试图 在 一 个 方向 (图 
中 的 水 平方 向 ) 上 拉 断 它 , 它 表 现 出 十 分 坚韧 ,但 在 另 一 
个 方向 (垂直 方向 ) 上 就 很 容易 把 它 拉 裂 开 来 。 它 常 被 用 
来 获得 十 分 坚韧 的 薄片 。 云 母 和 石英 是 两 种 含有 硅 的 天 
然 矿物 样品 。 第 三 种 含 硅 矿物 样品 则 是 石棉 , 它 具 有 这 
么 一 种 有 趣 性 质 , 即 在 两 个 方向 上 它 很 容易 被 拉 开 ,但 在 
第 三 个 方向 上 就 不 是 这 样 , 它 表 现 为 由 十 分 坚韧 的 线 状 
纤维 所 构成 。 
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$30-2 晶体 中 的 化 学 键 


晶体 的 机 械 性 质 显然 取决 于 原子 间 化 学 成 键 的 类 型 。 云 母 沿 不 同方 向 明显 不 同 的 强度 
取决 于 在 不 同方 向 原子 间 成 键 的 类 型 。 无 疑 ,你 已 经 在 化 学 中 学 到 了 不 同 种 类 的 化 学 键 。 
首先 ,有 离子 键 ,正如 我 们 对 于 氧化 钠 所 做 过 的 讨论 。 一 般 说 来 , 钠 原子 失去 了 一 个 电子 而 
变 成 正 离子 , 氧 原子 则 获得 了 一 个 电子 而 变 成 负离子 。 这 些 正 离子 和 负离子 给 安排 在 一 个 
三 维 的 棋盘 内 并 由 电力 把 它们 维系 在 一 起 。 

共 价 键 一 一 其 中 电子 为 两 个 原子 所 共有 一 一 更 为 常见 而 且 一 般 非 常 强 。 例 如 ,在 金刚 石 
中 , 碳 原子 在 到 其 最 近邻 的 所 有 四 个 方向 上 都 有 共 价 键 ,因而 这 种 晶体 确实 十 分 坚硬 。 在 石英 
晶体 中 , 硅 与 氧 间 也 有 共 价 成 键 ,但 那里 的 键 实际 上 只 是 部 分 共 价 。 由 于 不 存在 电子 的 完全 共 
有 性 ,所 以 那些 原子 部 分 带电 ,因而 该 晶体 有 点 是 离子 性 的 了 。 大 自然 并 不 像 我 们 试图 要 它 变 
成 那么 简单 就 那么 简单 ,实际 上 ,在 共 价 键 与 离子 键 之 间 还 有 一 切 可 能 的 (成 键 ) 层 次 。 

糖 晶体 还 有 另 一 种 成 键 类 型 ,其 中 存在 大 型 分 


子 , 大 型 分 子 中 的 原子 通过 共 价 键 强 有 力 地 结合 在 
一 起 ,因而 每 个 分 子 就 是 一 个 坚固 的 结构 。 但 由 于 
那些 强 键 都 已 完全 被 满足 ,所 以 就 只 存在 分 开 的 、 各 
个 分 子 之 间 的 相对 微弱 的 吸引 力 了 。 在 这 种 分 子 晶 


体 中 ,分 子 们 会 保持 它们 单独 的 身分 ,而 其 内 部 排列 
也 许 像 图 30-3 所 示 。 由 于 分 子 间 并 不 彼此 强 有 力 
地 互相 维系 着 ,这 种 晶体 就 很 容易 破裂。 它们 与 金 
刚 石 很 不 相同 ,后 者 实际 上 是 一 个 巨大 分 子 , 如 果 不 
破坏 其 强 有 力 的 共 价 键 , 就 不 可 能 在 任何 一 处 使 其 机 三 二 :站 于 二 各 的 二 放 


破裂 。 石 蜡 是 分 子 晶体 的 另 一 个 例子 。 

分 子 晶体 的 一 个 极端 例子 存在 于 一 种 像 固态 氨 的 物质 中 。 这 种 物质 的 原子 之 间 只 有 十 分 微 
弱 的 吸引 力 一 一 每 个 原子 就 是 一 个 完全 饱和 的 单 原 子 分 子 。 但 在 非常 低 的 温度 下 , 热 运动 十 分 
微弱 ,因而 原子 间 微小 的 力 就 能 导致 原子 淀 积 成 像 一 堆 紧密 堆积 起 来 的 球体 那样 整齐 排列 。 

金属 构成 一 类 完全 不 同 的 物质 ,其 成 键 属于 完全 不 同 的 类 型 。 在 金属 中 ,成 键 并 非 在 相 
邻 原子 间 进行 ,而 是 整个 晶体 的 一 个 属性 。 那 些 价 电子 并 不 是 附属 于 一 个 或 一 对 原子 而 是 
为 整个 晶体 所 共有 。 每 一 原子 对 公共 的 电子 海 贡献 出 一 个 电子 ,而 那些 原子 型 的 正 离子 则 
驻 留 在 这 个 负电 子 海里 。 这 个 电子 海 像 某 种 胶 质 一 样 把 离子 结合 在 一 起 。 

在 金属 中 ,由 于 不 存在 任何 特殊 方向 上 的 特别 的 键 ,所 以 在 成 键 中 就 不 会 有 强 有 力 的 方 
向 性 。 然 而 ,它们 仍然 是 晶体 ,因为 当 那 些 原子 型 离子 被 安排 成 某 个 确定 的 阵列 时 其 总 能 量 
最 
近似 来 说 ,许多 金属 的 原子 就 好 像 是 尽 可 能 紧密 地 堆积 起 来 的 一 堆 小 球 。 





8$30-3 晶体 生长 


试想 象 地 球 中 晶体 的 自然 形成 情况 。 在 地 球 表面 存在 着 各 种 各 样 原子 组 成 的 巨大 混合 
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物 ,它们 不 断 受 到 火山 活动 . 风 和 水 的 搅拌 一 一 不 断 地 被 激 起 运动 及 互相 混合 。 可 是 ,通过 
某 种 方法 , 硅 原子 逐渐 开始 找到 它 的 伙伴 ,并 找到 了 氧 原子 ,而 形成 石英 。 每 次 当 一 原子 加 
进 其 他 原子 之 中 而 建立 晶体 时 一 一 混合 体 就 变 成 不 混合 了 。 而 在 附近 某 处 , 钠 原子 和 氯 原 
子 又 会 互相 彼此 找到 而 建立 起 食盐 的 晶体 来 。 

当 晶 体 一 旦 开始 形成 ,就 只 允许 一 种 特殊 类 型 的 原子 继续 参加 进去 ,这 是 怎么 回 事 昵 ? 
之 所 以 会 这 样 , 乃 由 于 整个 系统 正在 寻找 最 低 的 可 能 能 量 。 一 块 正在 生长 的 晶体 将 接受 一 
个 新 原子 ,只 要 它 使 得 能 量 尽 可 能 低 。 但 这 块 生 长 中 的 晶体 怎么 会 知道 当 一 个 硅 原 子 一 一 
或 一 个 氧 原子 一 一 处 在 某 一 特定 位 置 时 就 会 导致 最 低 的 可 能 能 量 呢 ? 这 是 通过 尝试 法 而 做 
到 的 。 在 液体 中 ,所 有 原子 都 处 在 永恒 的 运动 之 中 。 每 一 原子 对 其 邻居 每 秒 约 要 碰撞 10” 
次 。 如 果 它 撞 在 生长 晶体 的 正确 位 置 上 ,倘若 能 量 低下 , 那 它 再 跳出 来 的 机 会 就 比较 小 。 在 
数 百 万 年 以 上 的 时 间 中 通过 每 秒 10" 次 连续 不 断 的 尝试 ,原子 们 便 会 在 那些 它们 发 现 能 量 
最 低 的 地 方 逐渐 堆积 起 来 。 最 后 ,它们 生长 成 一 大 块 晶体 。 


$30-4 晶 格 





晶体 中 原子 的 排列 一 一 晶 格 一 一 可 以 取 许 多 种 几何 形态 。 我 们 愿意 先 来 描述 那些 最 简 
单 的 晶 格 ,它们 是 大 多 数 金 属 以 及 由 惰性 气体 所 形成 的 固体 的 特征 。 它 们 是 能 够 以 两 种 形式 
存在 的 立方 晶 格 :如 图 30-4(a) 所 示 的 体 心 立方 ,与 如 图 30-4(b) 所 示 的 面 心 立方 。 当 然 ,图 上 
所 示 的 只 是 晶 格 中 的 一 个 立方 ,你 得 想象 这 种 图 样 在 三 维 中 被 无 限 地 重复 着 。 并 且 , 为 了 使 画 
面 比较 清楚 ,只 表示 了 原子 的 中 心 。 但 在 一 实际 晶体 中 ,原子 更 像 是 互相 接触 着 的 球体 。 图 中 
的 实心 球 和 空心 球 ,一 般 说 来 ,可 以 代表 异类 原子 ,也 可 代表 同类 原子 。 例 如 , 铁 在 低温 时 具有 
体 心 立方 晶 格 ,但 在 高 温 时 则 形成 面 心 立方 晶 格 。 在 这 两 种 结晶 形态 中 其 物理 性 质 很 不 相同 。 








(a) 
图 30-4 立方 晶体 的 晶 胞 :(a) 体 心 立方 ;(b) 面 心 立方 


这 样 的 形态 是 怎样 得 来 的 呢 ? 试 设想 你 有 一 个 要 把 球形 原子 堆积 成 尽 可 能 紧密 的 问 
题 。 一 种 办 法 可 能 是 开始 通过 造成 一 个 “六 角 密 堆积 排列 "中 的 一 层 , 如 图 30-5(a) 所 示 。 
然后 你 就 会 建立 与 第 一 层 相似 的 第 二 层 ,但 在 水 平方 向 上 作 位 移 ,如 图 30-5(b) 所 示 。 此 
后 ,你 还 可 放 上 第 三 层 。 但 要 注意 ! 安放 第 三 层 有 两 种 显然 不 同 的 方式 。 若 你 通过 放 一 个 
原子 于 图 30-5(b) 的 A 处 而 开始 第 三 层 , 则 这 个 第 三 层 中 的 每 一 原子 就 正好 位 于 底层 的 一 
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个 原子 之 上 。 另 一 方面 ,如 果 你 通过 放 一 个 原子 于 位 置 B 而 开始 第 三 层 , 则 这 个 第 三 层 的 
原子 将 恰恰 被 置 在 由 底层 的 三 个 原子 所 形成 的 三 角形 的 中 心 点 上 方 。 任 何其 他 的 初始 位 置 


都 相当 于 A 或 B, 从 而 就 只 有 这 两 种 安放 第 三 层 的 方式 。 





图 30-5 建立 一 个 六 角 密 排 点 阵 


如 果 第 三 层 有 一 个 原子 位 于 B 点 , 则 这 种 晶 格 就 是 面 心 立方 





不 过 是 从 一 个 角度 


去 看 。 似 乎 很 有 趣 , 本 来 你 是 从 一 个 六 角形 开始 的 ,但 到 头 来 却 得 到 一 个 立方 体 。 可 是 


要 注意 , 若 从 角 隅 去 看 ,一 个 立方 体 就 会 有 六 角形 的 轮廓。 
比方 ,图 30-6 就 可 以 代表 一 个 平面 上 的 六 角形 或 一 个 透视 
中 的 立方 体 ! - 

如 果 第 三 层 是 通过 把 一 个 原子 放 在 A 点 上 而 得 加 于 图 
30-5(b) 上 , 则 不 会 有 立方 结构 ,这 个 晶 格 此 时 只 有 六 角 对 
称 。 很 清楚 ,我 们 刚才 所 述 的 这 两 种 可 能 性 都 是 属于 密 堆积 。 

某 些 金属 一 一 诸如 铜 和 银 一 一 选择 第 一 种 可 能 性 , 即 面 
心 立方 。 其 他 一 一 例如 皱 和 镁 一 一 则 选取 另 一 种 可 能 性 , 它 
们 形成 六 角 晶 体 。 很 明显 ,将 出 现 哪 一 种 晶 格 ,不 能 仅仅 取 
决 于 小 球 的 堆积 ,也 必须 部 分 地 由 其 他 因素 确定 。 特 别 是 ， 
这 有 束 于 原子 间作 用 力 的 少量 剩余 的 角 依 存 关系 (或 对 于 金 
属 而 言 , 则 有 赖 于 该 电子 海 的 能 量 )。 你 无 疑 会 在 化 学 课 中 
学 到 所 有 这 些 东 西 。 


$30-5 二 维 对 称 性 


图 30-6 从 一 个 角 上 去 看 ,这 
是 个 六 角形 还 是 个 立方 体 ? 


我 们 现在 愿意 从 内 京 对 称 性 的 观点 来 讨论 晶体 的 某 些 性 质 。 晶 体 的 一 个 主要 特点 是 : 
若 你 从 某 一 原子 出 发 而 移 过 一 个 晶 格 单位 到 达 一 个 对 应 原子 , 则 你 将 再 处 在 同样 一 种 环境 
中 ,这 是 基本 命题 。 但 假如 你 是 一 个 原子 ,也 许 还 有 另 一 种 变化 能 够 把 你 再 带 到 同样 一 种 环 
境 一 一 这 就 是 说 ,存在 另 一 种 可 能 的 “对 称 性 "。 图 30-7(a) 显 示 另 一 种 可 能 的 “墙纸 型 " 设 
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计 ( 虽 则 你 可 能 从 未 见 过 )。 假 设 我 们 要 来 比较 A 和 B 两 点 的 环境 。 起 初 ,你 也 许 认为 它们 
彼此 相同 一 一 但 又 不 完全 相同 。C 和 两 点 与 A 是 等 效 的 ,但 B 点 的 环境 只 有 在 经 过 了 倒 
转 , 诸 如 在 镜面 中 的 反射 , 才 会 像 A 的 环境 。 

在 这 一 图 样 中 还 有 其 他 类 型 的 “等 效 "点 。 比 如 ,点 正和 下 ,除了 一 点 相对 另 一 点 转 过 
90" 之 外 ,它们 具有 “相同 "环境 。 这 一 图 样 很 特别 。 环 绕 顶 点 诸如 A 旋转 90" 或 90" 的 任 一 
整数 倍 , 会 再 给 出 一 个 完全 相同 的 图 样 。 一 块 具有 这 种 结构 的 晶体 在 其 外 表 看 来 该 有 正方 
的 棱角 ,但 其 内 部 比 简单 立方 稍微 复杂 。 

现在 已 描述 了 某 些 特殊 例子 ,让 我 们 尝试 算出 晶体 具有 的 一 切 可 能 的 对 称 性 。 首 先 , 我 
们 考虑 在 一 个 平面 上 发 生 的 情况 。 一 个 平面 晶 格 可 以 通过 两 个 所 谓 基 矢 来 定义 ,这 两 个 矢 
量 是 从 晶 格 中 的 一 点 指向 两 个 最 邻近 的 等 效 点 的 。 图 30-1 中 那 两 个 矢量 1 和 2 就 是 该 晶 
格 的 基 矢 。 图 30-7(a) 中 的 a 和 “两 矢量 则 是 那 种 图 样 的 基 矢 。 当 然 ,我 们 尽 可 以 用 一 a 来 
代替 a ,或 用 一 b 来 代替 b 的 。 由 于 a 和。 的 大 小 相等 并 互相 垂直 ,所 以 90" 角 的 转动 会 将 a 
变 成 5, 并 将 b 变 成 一 a, 这 又 给 出 相同 的 晶 格 。 

我 们 看 到 存在 一 些 具有 “四 次 ”对称 性 的 晶 格 ,而 前 面 则 已 描述 了 一 种 密 堆积 排列 , 它 是 
以 具有 六 次 对 称 性 的 六 角形 为 基础 的 。 对 于 图 30-5(a) 中 排列 的 圆圈 ,环绕 任何 一 个 圆心 
































图 30-7 一 个 高 对 称 性 的 图 样 
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做 一 个 60" 角 的 转动 将 会 把 该 图 样 转 回 到 原来 样子 。 
还 有 哪些 其 他 类 型 的 转动 对 称 性 呢 ? 比方 ,能 否 有 五 次 或 八 次 转动 对 称 性 呢 ? 很 容易 

看 出 那 是 不 可 能 的 。 多 于 四 次 的 唯一 一 种 对 

称 性 就 是 六 次 对 称 。 首 先 ,让 我 们 来 证 明 多 2 


于 六 次 的 对 称 是 不 可 能 的 。 假 设 我 们 试图 想 / 

象 一 种 晶 格 ,其 中 的 两 个 等 长 初 基 矢 做 成 小 -一 一 -一 和 一 2 a 
于 60" 的 内 角 , 如 图 30-8(a) 所 示 。 我 们 必须 多 > 
假定 :B 和 C 两 点 名 等 效 于 A, 而 a 和 便 是 \ /Po 

从 A 点 至 其 等 效 邻 点 的 两 个 最 短 矢量 。 但 这 “一 一 一 一 一 7 CR 
显然 是 错误 的 ,因为 在 B 与 C 两 点 间 的 距离 四 


比 从 其 中 任 一 点 至 A 点 的 距离 还 要 短 。 因 此 
就 必定 有 一 个 与 A 点 等 效 的 ` 而 较 B 点 或 C 
点 近 的 邻 点 DD。 我 们 本 来 就 应 当选 取 以 作为 
我 们 的 初 基 矢 之 一 ,所 以 两 个 基 矢 所 夹 之 角 
必然 是 60" 或 更 大 。 八 次 对 称 根本 没有 可 能 。 
关于 五 次 对 称 又 怎么 样 呢 ? 若 我 们 假定 
该 初 基 矢 a 和 具有 相等 长 度 , 并 且 做 成 一 
个 等 于 2x/5 = 72" 的 角度 , 如 图 30-8(b) 所 
示 , 那 么 在 D 处 也 就 应 有 一 个 等 效 格 点 与 C 。 图 30-8 (a) 多 于 六 次 的 转动 对 称 是 不 可 能 的 ; 
作成 72* 角 。 但 此 时 从 EE 至 DD 的 矢量 b 比 b (b) 五 次 转动 对 称 性 也 没有 可 能 
短 , 因 而 5 就 不 是 一 个 初 基 矢 了 ,这 样 五 次 对 
称 就 不 可 能 存在 。 不 至 于 使 我 们 陷入 这 类 困难 中 去 的 可 能 性 只 有 0 二 60", 90 或 120"。0 或 
180" 显 然 也 都 可 能 。 对 上 述 结果 的 一 种 提 法 是 :通过 转动 一 个 整 圈 ( 即 完全 不 变动 )、 半 圈 、 
三 分 之 一 、 四 分 之 一 或 六 分 之 一 圈 , 图 样 能 够 保持 不 变 。 而 这 些 就 是 在 一 个 平面 上 所 有 可 能 
的 转动 对 称 性 一 一 总 共有 五 种 。 如 果 0 = 2 /n, 我 们 就 说 这 是 一 个 “n 次 ( 度 )" 对 称 性 。 我 
们 说 ,一 个 n 等 于 4 或 6 的 图 样 比 一 个 等 于 1 或 2 的 图 样 具 有 “ 较 高 的 对 称 性 ”。 

回 到 图 30-7(a) ,我 们 看 到 这 个 图 样 具有 四 次 转动 对 称 性 。 在 图 30-7(b) 中 曾 画 出 一 个 
与 图 (a) 具 有 相同 对 称 性 的 另 一 个 图 样 。 那 些 像 逼 点 模样 的 小 图 形 是 用 来 在 每 个 方块 中 定 
义 该 图 样 对 称 性 的 一 个 不 对 称 的 东西 。 注 意 在 相 邻 方块 中 的 逗 点 都 是 彼此 反 转 的 ,因而 单 
胞 比 每 一 方块 要 大 。 假 如 没有 那些 逼 点 ,该 图 样 仍然 会 有 四 次 对 称 , 但 单 胞 就 会 小 些 。 图 
30-7 的 图 样 也 还 有 别 的 对 称 性 。 例 如 ,对 任何 虚线 R-R 的 反映 会 再 产生 相同 的 图 样 来 。 

图 30-7 的 图 样 还 有 另 一 类 对 称 性 。 若 该 图 样 对 Y-Y 线 反映 并 向 右 ( 或 向 左 ) 移 过 一 个 
方块 , 则 我 们 将 得 到 原来 的 图 样 。 这 Y-Y 线 称 为 “ 滑 移 " 线 。 

这 些 就 是 在 二 维 中 所 有 的 可 能 对 称 性 。 还 有 一 种 空间 对 称 操作 , 它 与 在 二 维 中 的 180” 
转动 等 效 ,但 在 三 维 中 却 是 一 个 很 特殊 的 操作 ,这 就 是 反 演 。 所 谓 反 演 我 们 意 指 从 某 一 原点 
[比方 ,图 30-9(b) 中 的 A 点 ] 做 出 的 位 移 矢 量 R 所 指 的 任 一 点 被 移 至 一 R 的 另 一 点 。 

图 30-9 的 图 样 (a) 通 过 反 演 产生 出 一 个 新 的 图 样 ,但 图 样 (b) 的 反 演 又 再 产生 出 相同 
的 图 样 。 对 于 一 个 二 维 图 样 来 说 (正如 你 可 以 从 图 上 看 出 来 的 ) ,通过 A 点 对 图 样 (b) 的 
反 演 与 环绕 同一 点 做 180" 的 转动 等 效 。 然 而 ,假设 通过 想象 将 每 一 小 逗 点 都 各 加 上 一 个 











411 


412 


费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 es app 


从 页面 上 指出 来 的 “箭头 "以 便 使 图 30-9(b) 的 图 样 变 成 个 三 维 的 图 样 。 在 经 历 了 三 维 中 
的 反 演 之 后 ,所 有 的 箭头 都 将 倒 向 ,因而 该 图 样 就 不 会 再 现 。 若 我 们 分 别 用 点 和 叉 来 代 
表 箭头 和 箭 尾 , 则 能 造成 一 个 如 图 30-9(c) 所 示 的 那 种 三 维 图 样 ,在 反 演 下 它 是 不 对 称 
的 ,或 者 造成 一 个 像 图 (d) 所 示 的 图 样 , 那 就 具有 反 演 对 称 性 了 。 注 意 ,用 转动 的 任何 组 
合 来 模拟 三 维 中 的 反 演 是 不 可 能 。 





图 30-9 反 演 对 称 性 。 若 把 R 变 成 一 R, 图 样 (b) 将 保持 不 变 , 但 图 样 (a) 却 将 改变 。 在 三 维 中 ， 
图 样 (d) 具 有 反 演 对 称 性 而 图 样 (c) 则 没有 


如 果 我 们 用 刚才 所 描述 的 那些 类 型 的 对 称 操 作 来 标志 一 个 图 样 一 一 或 晶 格 一 一 的 “对 
称 性 ”, 那 么 结果 弄 清楚 ,对 于 二 维 可 能 有 17 种 不 同 的 图 样 。 我 们 曾 在 图 30-1 中 画 出 一 个 
对 称 性 可 能 最 低 的 图 样 , 而 在 图 30-7 中 又 画 出 一 个 对 称 性 高 的 图 样 。 把 17 种 可 能 图 样 都 
画 出 来 ,作为 游戏 留 给 你 们 。 

在 这 17 种 可 能 的 图 样 中 ,只 有 密 密 几 种 才 被 用 来 制作 墙纸 和 织物 , 那 是 有 点 奇怪 的 。 
人 们 始终 只 看 到 那 三 四 种 基本 图 样 。 这 是 因为 设计 者 缺乏 想象 力 ,还 是 因为 许多 可 能 的 图 
样 都 不 悦目 呢 ? 


$30-6 三 维 对 称 性 


迄今 我 们 所 谈 到 的 都 只 是 有 关 二 维 的 图 样 。 然 而 ,我 们 实际 感 兴趣 的 却 是 三 维 中 的 原 
子 图 样 。 首 先 , 很 明显 的 就 是 一 块 三 维 晶体 将 具备 三 个 基 矢 。 于 是 ,如 果 我 们 问 起 在 三 维 中 
的 可 能 的 对 称 操作 , 则 将 发 现 共有 230 种 不 同 的 可 能 对 称 性 ! 为 了 某 些 目的 ,这 230 种 类 型 
还 可 归纳 成 七 类 ,它们 绘 在 图 30-10 中 。 那 对 称 最 少 的 一 种 晶 格 称 为 三 斜 类 , 它 的 单 胞 是 平 
行 六 面体 。 基 矢 的 长 度 各 不 相同 ,而 它们 间 的 夹 角 也 不 会 有 任何 两 个 相等 ,所 以 没有 任何 转 
动 或 反映 对 称 的 可 能 。 然 而 ,仍然 有 两 种 可 能 的 对 称 性 一 一 即 通过 对 项 点 的 反 演 能 使 单 胞 
改变 或 不 改变 [在 三 维 中 所 谓 反 演 我 们 的 意思 仍然 是 空间 位 移 R 由 一 R 代替 一 一 换 句 话说 ， 
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就 是 从 (z,，>，z) 变 成 (一 z, 一 ,一 =)]。 因 此 ,三 斜 晶 格 就 只 有 两 种 可 能 的 对 称 性 ,除非 在 
那些 基 矢 之 间 存 在 某 种 特殊 关系 。 例 如 , 若 所 有 的 基 矢 长 
度 都 相等 并 以 相同 角度 分 隔 开 , 则 人 们 便 有 图 中 所 示 的 三 
角 晶 格 。 这 个 图 形 可 以 有 一 个 附加 的 对 称 性 ,通过 对 体内 
的 长 对 角 线 的 转动 它 可 以 保持 不 变 。 

如 果 其 中 一 个 基 矢 ,比如 说 e, 垂 直 于 其 他 两 个 , 则 我 们 
得 到 一 个 单 斜 的 单 胞 。 一 个 新 的 对 称 性 成 为 可 能 一 一 就 是 
围绕 着 e 转 过 180"。 六 角 单 胞 是 一 种 其 中 a 和 bb 两 矢量 长 
度 相等 而 其 夹 角 则 为 60" 的 特殊 情况 ,因而 围绕 着 < 所 作 的 
60", 120° 或 180" 转 动 就 重复 相同 的 晶 格 (对 于 某 些 内 迁 对 
称 性 而 言 )。 

如 果 所 有 三 个 基 矢 都 互 成 直角 ,但 长 度 不 同 , 则 将 得 
到 一 个 正 交 单 胞 。 这 一 图 形 在 环绕 那 三 根 轴 中 任 一 根 轴 
转 过 180" 时 都 是 对 称 的 。 对 于 其 中 三 个 基 矢 都 互相 正 交 
而 其 中 又 有 两 个 彼此 等 长 的 四 方 单 胞 , 则 可 能 有 较 高 级 的 
对 称 性 。 最 后 ,还 有 立方 单 胞 , 那 就 是 所 有 晶体 之 中 对 称 
性 最 多 的 了 。 

全 部 关于 对 称 性 的 这 种 讨论 其 要 点 在 于 晶体 的 内 豪 对 
称 性 ,有 时 会 以 巧妙 的 方式 表现 在 晶体 的 宏观 物理 性 质 中 。 
例如 ,晶体 一 般 都 有 一 个 张 量 性 电极 化 率 , 如 果 我 们 用 极 化 
椭 球 来 描写 该 张 量 , 则 应 当 预 期 某 些 晶 体 对 称 性 也 可 能 会 
表现 在 该 椭 球 中 。 例 如 ,立方 晶体 相对 于 围绕 三 个 正 交 方 
向 之 一 的 90" 转 动 都 是 对 称 的。 很 明显 ,具有 这 种 性 质 的 唯 
一 椭 球 就 是 贺 球 。 因 而 立方 晶体 就 必然 是 各 向 同性 的 电 
介质 。 

另 一 方面 ,四 方 晶体 具有 四 次 转动 对 称 性 ,所 以 它 的 
椭 球 就 必定 具有 两 个 等 长 的 主轴 ,而 其 第 三 根 轴 必 与 晶 轴 
平行 。 同 理 , 由 于 正 交 晶体 对 三 根 正 交 轴 都 有 二 次 转动 对 
称 性 ,所 以 它 的 这 些 轴 就 必然 与 极 化 椭 球 的 轴 相合 。 与 此 
相似 , 单 斜 晶体 中 的 二 根 轴 必 然 平行 于 这 一 椭 球 的 三 根 主 
轴 之 二 ,尽管 我 们 对 其 他 两 轴 不 能 说 些 什么 。 由 于 三 斜 晶 
体 不 具有 转动 对 称 性 ,所 以 其 椭 球 就 可 以 具有 完全 任意 的 
取向 了 。 

正如 你 所 能 见 到 的 ,对 算出 各 种 可 能 对 称 性 并 将 其 与 
各 种 可 能 的 物理 张 量 联系 起 来 ,我 们 可 以 进行 一 场 大 的 游 
戏 。 刚 才 仅仅 考虑 了 极 化 张 量 ,但 对 于 其 他 张 量 一 一 比如 
弹性 张 量 一 一 事情 就 会 变 得 更 加 复杂 。 有 一 门 称 为 “ 群 论 ” 
的 数学 分 克 就 是 与 这 些 课题 打交道 的 ,但 通常 用 常识 也 能 
解决 你 所 需要 的 问题 。 图 30-10 七 大 类 晶 格 
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$30-7 金属 强度 


我 们 已 经 说 过 ,金属 通常 具有 一 种 简 立 方 的 晶体 结构 ,现在 要 来 讨论 它们 的 力学 性 
质 一 一 那 是 与 这 一 结构 有 关 的 。 一 般 而 言 金属 十 分 “柔软 ”, 因 为 很 容易 使 金属 晶体 中 的 一 
层 在 另 一 层 上 滑动 ,你 可 能 会 认为 :“ 那 是 滑稽 可 笑 的 ,金属 很 强硬 旷 。 这 可 不 然 ,因为 金属 
单 唱 是 很 容易 变形 的 。 


Ny 
(a) (b) 


图 30-12 一 小 
块 铜 晶体 受 拉 伸 
之 后 的 照片 


长 的 铜 晶 体 在 受到 拉 伸 后 的 照片 ,你 能 够 看 到 滑 移 
发 生 的 那些 不 同 平面 。 
如 果 你 把 一 根 其 中 存在 一 些 大 晶体 的 细 锡 线 
拿 到 耳 边 ,并 拉 伸 它 时 , 则 个 别 晶 面 的 突然 滑 移 会 
很 明显 。 当 那些 滑 移 面 一 个 接着 一 个 噶 地 一 声 移 
至 一 个 新 的 位 置 上 去 时 ,你 会 听 到 一 大 堆 咬 哮 声 。 
在 一 排 原子 中 出 现 一 个 “空位 "的 问题 也 许 比 


图 30-11 曲面 滑 移 


假设 我 们 考察 晶体 中 受 切 向 力作 用 的 两 层 ,如 30-11 的 简 图 所 示 。 
起 初 你 也 许 会 想到 , 整 层 原子 会 阻碍 运动 直到 所 施 之 力 大 到 足以 推动 
整 层 “ 越 过 隆起 ” ,从 而 向 左 移 过 一 个 峡谷 。 尽 管 滑 移 的 确 会 沿 一 个 平 
面 发 生 , 但 实际 却 不 是 那样 的 (假如 是 那样 的 话 , 你 会 算出 金属 比 实际 
的 强度 要 强 得 多 )。 实 际 发 生 的 情况 更 像 是 每 次 只 有 一 个 原子 在 移动 ， 
首先 左边 那个 原子 跳 了 过 去 ,然后 又 轮 到 第 二 个 .第 三 个 等 等 ,如 图 30- 
11(b) 所 示 。 事 实 上 ,是 两 个 原子 间 的 空 穴 迅速 跑 到 右边 ,而 净 结 果 则 
是 整个 第 二 层 都 已 移 过 了 一 个 原子 间隔 。 滑 移 就 是 这 样 进 行 的 ,因为 
每 次 要 把 一 个 原子 抬 高 越过 一 个 隆起 所 需 的 能 量 远 低 于 把 整 排 原子 都 
抬 起 来 所 需 的 能 量 。 一 旦 力 足以 启动 这 一 过 程 ,其 余 的 就 进行 得 非常 
快 了 。 

结果 证 明 :在 一 实际 晶体 中 , 滑 移 将 在 一 个 平面 上 重复 发 生 , 然 后 就 
在 那里 停顿 下 来 , 却 又 在 某 另 一 
个 面 上 开始 。 滑 动 为 什么 会 开 
始 和 停止 ,其 细节 十 分 神秘 。 事 
实 上 , 滑 移 相 继 发 生 的 区 域 , 往 
往 被 相当 均匀 地 分 隔 开 ,这 就 很 
奇怪 了 。 图 30-12 显示 一 块 细 





按照 图 30-11 所 示 的 情形 较 难 实现 。 当 有 更 多 的 图 30-13 晶体 中 的 一 个 位 错 
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层 时 ,情况 就 必然 有 点 像 图 30-13 所 示 的 那样 。 晶 体 中 这 样 的 一 种 不 完整 性 叫做 位 错 。 扒 
测 这 种 位 错 或 是 在 晶体 形成 时 就 存在 ,或 是 在 其 表面 的 某 些 切口 或 裂缝 处 产生 ,一 旦 它们 产 
生 了 ,就 能 够 相当 自由 地 在 晶体 里 移动 。 由 于 大 量 这 样 的 位 错 的 运动 就 形成 了 宏观 的 畸变 。 

位 错 能 够 自由 运动 一 这 就 是 说 ,它们 要 求 极 少量 的 额外 能 量 一 只 要 晶体 的 其 余部 
分 都 具有 理想 最 格 。 但 如 果 位 错 碰 到 晶体 中 别 种 缺陷 的 话 可 能 会 给 “ 粘 住 "。 若 要 位 错 通过 
这 种 缺陷 则 需要 很 大 能 量 ,否则 运动 就 会 停 软 。 这 恰好 就 是 赋予 不 完整 金属 晶体 以 强度 的 
机 制 。 纯 铁 本 来 很 软 ,但 微小 浓度 的 杂质 原子 就 可 以 引起 足够 多 的 缺陷 来 有 效 地 束缚 住 位 
错 。 正 如 你 所 知道 的 , 钢 基本 上 就 是 铁 , 却 十 分 坚硬 。 要 炼 成 钢 , 就 把 小 量 碳 溶解 在 铁水 中 
了 ,如 果 这 熔 体 迅速 冷却 , 碳 便 会 淀 积 成 小 晶 粒 ,在 晶体 里 引起 了 许多 微观 畸变 。 位 错 不 能 
再 到 处 移动 ,因此 金属 就 变 硬 。 

纯 铜 十 分 柔软 ,但 可 以 进行 “加 工 硬化 "。 这 是 通过 色 打 或 来 回 弯 曲 而 做 到 的 。 在 这 种 
情况 下 ,许多 新 的 各 类 位 错 形成 了 ,从 而 彼此 互相 干 
扰 ,减低 了 它们 的 可 动 性 。 也 许 你 曾 看 过 这 样 一 种 特 
技 , 取 一 条 “ 极 软 ”的 铜 带 轻 轻 地 将 其 弯曲 成 围绕 在 某 
人 脑 上 的 手镯。 在 这 一 过 程 中 , 铜 镯 受到 加 工 硬化 , 便 
不 能 轻易 地 再 被 伸 直 ! 像 铜 这 样 受过 加 工 硬化 的 金 
属 ,可 以 通过 高 温 退 火 而 再 变 软 。 原 子 的 热 运动 把 那 
些 位 错 都 “ 慰 平 "了 ,并 再 形成 一 些 大 块 单 晶 。 我 们 迄 
今 仅仅 描述 了 那 种 所 谓 滑 移 位 错 。 还 有 许多 其 他 种 
类 ,其 中 之 一 就 是 如 图 30-14 所 示 的 那 种 螺旋 位 错 。 
这 种 位 错 经 常 在 晶体 生长 中 起 着 重要 作用 。 4 


$30-8 位 错 与 晶体 生长 


长 期 以 来 一 个 重大 难题 就 是 晶体 如 何 才能 合理 生长 。 我 们 已 描述 过 每 一 原子 也 许 
是 在 经 过 了 反复 试验 之 后 才 决 定 是 否 最 好 加 入 到 晶体 中 去 。 但 这 就 意味 着 每 个 原子 
必须 找到 一 个 能 量 低 的 地 方 。 然 而 ,被 置 在 一 个 新 的 表面 上 的 原子 只 受到 来 自 其 下 面 
的 一 个 或 两 个 化 学 键 结合 ,而 不 会 具有 与 被 放 在 一 个 角落 里 受到 三 面 原子 包围 时 所 具 
有 的 相同 能 量 。 假 设 我 们 把 一 块 正在 生长 的 晶体 想象 为 如 图 30-15 所 示 的 一 堆 木 块 。 
若 试图 把 新 的 一 块 放 置 在 比如 A 的 位 置 上 , 它 将 仅 有 最 终 可 能 得 到 的 六 个 邻居 中 的 一 
个 。 既 然 缺 少 那么 多 的 键 ,因此 它 的 能 量 便 不 会 很 低 。 但 若 放 在 位 置 B 上 那 就 会 好 得 
多 ,那里 已 具备 全 部 化 学 键 的 一 半 份 额 。 晶 体 的 确 是 通过 把 新 的 原子 吸附 在 像 B 那样 
的 位 置 上 而 生长 起 来 的 。 

然而 , 当 这 一 行 完成 后 又 将 如 何 呢 ? 为 开始 新 的 一 行 , 结 果 一 个 原子 必须 仅 由 两 个 附着 
的 侧面 来 承担 ,而 这 又 不 太 可 能 了 。 即 使 真 的 是 这 样 , 当 全 层 结束 了 又 该 如 何 呢 ? 怎 能 开始 
一 个 新 的 层 呢 ? 一 个 答案 是 :晶体 喜爱 在 位 错 处 生长 ,比如 围绕 一 个 如 图 30-14 所 示 的 那 种 
螺 型 位 错 生 长 。 当 一 些 块 块 加 到 晶体 之 上 时 ,总 会 有 这 样 的 地 方 ,那里 存在 三 个 可 资 用 的 化 
学 键 。 因 此 ,晶体 喜欢 同 内 部 的 位 错 生长 在 一 起 。 这 种 生长 的 螺旋 形 图 样 如 图 30-16 所 示 ， 
那 是 一 块 石蜡 单 晶 的 照片 。 
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图 30-15 晶体 生长 图 30-16 一块 曾 围绕 着 一 个 螺 型 位 错 而 生长 起 来 的 石蜡 晶体 


$30-9 布拉格 - 奈 晶 体 模型 


我 们 当然 不 能 看 到 各 个 原子 在 晶体 中 所 经 历 的 过 程 。 并 且 , 正 如 你 现在 所 认识 的 ,有 许 
多 复杂 现象 是 不 容易 作 定量 处 理 的 。 布 拉 格 杉 士 和 奈 曾 想 出 一 种 方案 来 制作 金属 晶体 的 模 
型 * ,这 种 模型 能 以 令 人 惊奇 的 方式 表现 出 许多 据 信 是 在 实际 金属 中 发 生 的 现象 


* 原 书 复制 了 这 种 模型 的 原始 文献 (Proceedings of the Royal Society of London, Vol. 190, Septem- 
ber 1947，pp. 474 一 481)。 由 于 此 附件 过 于 繁复 ,没有 译 出 。 译 者 注 
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$31-1 极 化 张 量 


物理 学 家 总 有 这 么 一 种 习惯 , 即 取 任 何 现象 的 最 简单 例子 并 称 之 为 “物理 学 ”, 而 把 那些 
更 复杂 的 例子 留 给 其 他 学 科 一 一 诸如 应 用 数学 、 电 工学 化学、 晶体 学 等 一 一 去 处 理 。 甚 至 
固体 物理 几乎 只 算得 半 个 物理 学 ,因为 它 对 一 些 特殊 物质 操心 得 太 多 。 所 以 在 这 些 讲演 中 
我 们 将 常常 漏 掉 许多 有 趣 的 东西 。 例 如 ,晶体 一 一 或 大 多 数 物质 一 一 的 重要 性 质 之 一 就 是 
它 的 电极 化 率 在 不 同方 向 上 并 不 相同 。 如 果 你 在 任 一 方向 加 上 电场 , 则 原子 的 电荷 将 会 移 
动 一 点 点 而 产生 出 一 个 电 偶 极 矩 ,可 是 这 偶 极 矩 的 大 小 在 很 大 程度 上 却 取 决 于 场 的 方向 。 
当然 ,这 是 相当 复杂 的 。 但 在 物理 学 中 我 们 一 般 通过 谈论 极 化 率 在 一 切 方向 都 相同 的 特殊 
情况 开始 ,目的 在 于 使 生活 过 得 容易 些 。 其 他 情况 则 都 留 给 别 的 部 门 。 因 此 ,在 这 一 章 中 将 
要 论 及 的 东西 ,对 于 我 们 今后 的 工作 来 说 是 完全 不 需要 的 。 

张 量 数学 对 于 描述 随 方向 而 变 的 那些 物质 性 质 特别 有 用 一 一 尽管 这 只 是 其 用 途 的 一 个 
方面 。 由 于 你 们 中 大 多 数 人 不 准备 成 为 物理 学 家 ,但 将 会 进入 各 种 事态 都 与 方向 密切 相关 
的 现实 世界 中 ,所 以 你 们 迟早 需要 用 到 张 量 。 为 了 不 遗漏 任何 东西 ,我 们 即将 描述 张 量 , 即 
使 不 是 十 分 详尽 也 罢 。 你 们 要 有 物理 学 处 理 问 题 是 完整 的 那 种 感觉 。 例 如 ,我 们 的 电动 力 
学 是 完整 的 一 一 正如 同 任何 电磁 学 课程 甚至 研究 院 课程 那么 完整 。 我 们 的 力学 不 够 完整 ， 
因为 当 过 去 学 习 力学 时 ,你 们 还 不 具备 高 水 平 的 数学 技巧 ,因而 不 能 讨论 像 最 小 作用 原理 、 
拉 格 朗 日 函数 哈密 顿 函数 等 那 类 课题 ,这 些 都 是 描述 力学 的 更 精致 的 方法 。 然 而 ,除了 广 
义 相对 论 之 外 ,我 们 的 确 已 有 了 一 整套 力学 定律 。 我 们 的 电磁 学 是 完整 的 ,而 一 大 堆 其 他 东 
西 也 很 完整 。 自 然 ,量子 力学 还 谈 不 上 一 一 我 们 得 留 一 些 东西 在 后 头 。 可 是 ,你 至 少 应 该 知 
道 张 量 是 什么 。 

我 们 曾 在 第 30 章 中 强调 过 ,结晶 物质 的 特性 在 不 同方 向 上 是 不 同 的 一 一 我 们 说 它们 是 
各 向 异性 的 。 感 生 偶 极 矩 随 所 加 电场 的 方向 而 改变 的 情况 ,只 是 我 们 将 作为 张 量 应 用 的 一 
个 例子 。 我 们 讲 , 对 于 某 个 给 定 方向 的 电场 ,单位 体积 内 的 感 生 偶 极 矩 与 这 外 加 电场 EE 
的 强度 成 正比 (如 果 巨 不 太 大 ,这 对 于 许多 物质 来 说 都 是 个 很 好 的 近似 )。 我 们 将 称 这 个 比 
例 常 数 为 ” 。 现 在 要 来 考虑 与 外 加 场 方 向 有 关 的 那 类 物质 ,诸如 像 方解石 那样 的 晶体 ， 
当 你 通过 它 看 物体 时 会 看 到 双 像 。 

假定 在 某 一 特定 晶体 中 ,我 们 已 发 现在 方向 的 电场 正 , 在 工 方向 产生 一 个 极 化 强度 








* 在 第 10 章 中 ,我 们 曾 按照 通常 惯例 并 写 出 P = coxE, 而 称 x(“khi") 为 "电极 化 率 "。 这 里 采用 一 个 
单独 字母 将 更 方便 ,所 以 就 把 cx 写成 a。 对 于 各 向 同性 的 电介质 来 说 ,a 二 (x 一 1)co，, 其 中 «为 介 电 常量 
( 见 §10-4)。 
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P,。 然 后 又 发 现在 y 方向 有 一 个 与 E, 同等 强度 的 电场 E, , 却 在 y 方向 产生 一 个 不 同 的 极 


SS 


E 
(b) 
图 31-1 在 一 块 各 向 异性 
的 晶体 中 , 极 化 强度 的 矢量 
加 法 


化 强度 P: 。 如 果 我 们 把 电场 置 于 45" 角 上 又 将 如 何 呢 ? 噢 , 那 
是 沿 z 与 沿 y 两 种 场 的 簿 加 ,因而 极 化 强度 尸 便 将 是 已 与 P 
的 矢量 和 ,如 图 31-1(a) 所 示 。 极 化 强度 不 再 与 电场 同方 向 了 。 
你 可 以 看 出 这 结果 如 何 才 会 出 现 。 可 能 有 些 电 荷 很 容易 上 下 移 
动 ,但 对 于 侧 向 运动 则 相当 困难 。 当 力作 用 于 45" 角 时 ,电荷 就 
会 向 上 动 得 比 向 侧面 远 一 些 。 位 移 并 不 沿 外 力 方向 ,因为 存在 
非 对 称 的 内 部 弹性 力 。 

当然 ,对 于 45" 并 没有 什么 独特 意义 。 晶 体 的 感 生 极 化 强度 
不 在 电场 的 方向 上 是 普遍 正确 的 。 在 上 述 例子 中 ,我 们 碰巧 对 
于 z 和 y 轴 做 了 一 个 侥幸 选择 , 即 对 该 两 轴 来 说 P 都 沿 着 E。 
要 是 晶体 相对 于 坐标 轴 有 了 转动 , 则 在 > 方向 上 的 下 , 就 可 能 产 
生 一 个 含有 工分 量 也 含有 y 分 量 的 极 化 强度 P。 同 理 ,起 因 于 zx 
方向 电场 的 极 化 强度 也 会 有 zx 和 y 两 个 分 量 。 那 么 极 化 强度 就 
该 如 图 31-1(b) 所 示 , 而 不 再 像 (a) 那 种 模样 了 。 事 情 变 得 较为 
复杂 一 一 但 对 于 任何 场 E 来 说 ,P 的 大 小 仍然 正比 于 E 的 大 小 。 

我 们 现在 要 处 理 晶体 相对 于 坐标 系 有 任意 取向 的 那 种 普遍 
情况 。 沿 z 方 向 的 电场 将 产生 一 个 具有 z,，> 和 <z 各 分 量 的 极 


化 强度 P ,我 们 可 以 写 为 
P: = asE,, P, = axE,, P. = asE,. (31.1) 


这 里 我 们 正在 讲述 的 一 切 就 是 : 若 电场 处 在 z 方向 , 则 极 化 


强度 不 一 定 在 同一 方向 ,而 是 含有 zx, > 和 = 各 分 量 一 一 每 个 分 量 都 正比 于 E,。 我 们 分 别 
称 这 些 比例 常数 为 a ,ay 和 aw (第 一 个 字母 告诉 我 们 P 包含 的 分 量 , 末 一 个 字母 则 表明 电 
场 的 方向 )。 

同 理 , 对 于 一 个 沿 y 方 向 的 场 ,我 们 可 以 写成 


P: = avE,, P, = ayE,, P. = avE,; 
而 对 于 一 个 沿 z 方 向 的 场 , 则 有 
P, = anE,, P, = axE., P. = anE.. 


(31.2) 


(31.3) 


原来 我 们 已 经 说 过 , 极 化 强度 线性 地 依赖 于 场 ,因而 若 有 一 个 兼 有 zx 和 y 分 量 的 电场 E, 则 
最 后 得 到 的 P 的 z 分 量 将 等 于 式 (31.1) 和 (31. 2) 的 两 个 P。 之 和 。 如 果 瑟 具有 沿 z, > 和 z 
的 各 分 量 , 则 最 后 得 到 的 P 的 分 量 将 等 于 式 (31.1)、(31.2) 和 (31. 3) 的 三 个 贡献 之 和 。 换 
名 话 说 ,P 将 由 下 列 诸 式 给 出 : 

了 ausE, -+avEytomE,s 


P, = arE- 十 avE, 十 crE。， (31.4) 


卫 . = asE,: +avE, +awE.. 





Re 第 31 章 张 量 


于 是 晶体 的 介 电 行为 就 由 这 九 个 量 (ac= , as,, a , ar ，…) 完 整地 描述 ,我们 可 用 mw 这 
个 符号 来 作 代表 (每 个 下 脚 标 i 和 j 各 代表 三 个 可 能 字母 x, y 和 z 中 的 任 一 个 )。 一 个 任意 
电场 EE 可 以 分 解 为 分 量 E:, E, 和 EE,, 从 这 些 我 们 就 能 够 用 as 来 求 出 P;, P, 和 PP., 它 们 一 
起 给 出 总 极 化 强度 P。 由 这 九 个 系数 mw 构成 的 一 组 数 称 为 张 量 一 一 在 本 例 中 , 即 指 极 化 张 
量 。 正 如 我 们 所 说 三 个 数 (E,，E,，, E. ) 会 “构成 矢量 巨 "那样 ,我 们 也 可 讲 这 九 个 数 (= ， 
aw，"…)“ 构 成 张 量 as ”。 


$31-2” 张 量 分 量 的 变换 


你 知道 , 当 我 们 变换 到 另 一 个 坐标 系 z'，y’，z 时 ,EE 矢量 的 分 量 E; ,Ey 和 已 ,将 完全 
不 同一 P 的 分 量 也 是 如 此 。 所 以 对 于 不 同 坐 标 系 ,系数 ,将 不 相同 。 事 实 上 ,你 可 以 通 
过 用 适当 办 法 改变 已 和 忆 的 分 量 而 看 出 那些 应 该 怎样 被 改变 ,因为 如 果 我 们 在 该 新 坐标 
系 里 描述 原来 的 物理 电场 ,就 仍 应 得 到 原来 的 极 化 强度 。 对 于 任 一 个 新 的 坐标 系 , Pv 是 
P.，P, 和 PP, 的 一 个 线性 组 合 : 

P: = aP,+bP, + cP., 
而 对 于 其 他 各 分 量 也 是 如 此 。 如 果 你 利用 式 (31. 4) 由 那些 EE 来 代替 P,，P, 和 P.， 则 可 获得 

Py = a(asEs+avE,+anE.)+b(asE: +awE, 二 …)+c(asE, 二 … 十 …). 
然后 再 用 Es ,Ey 和 ,来 写 出 已 -，E, 和 E., 例 如 

E. =aE, +bE, +cE:, 
式 中 a', 以 ，c 与 a, b,c 有关 ,但 彼此 不 相等 。 因 此 你 就 有 了 以 分 量 Ee， Ey 和 Ew 表示 的 
P。 的 式 子 , 也 就 是 说 ,你 已 有 一 套 新 的 wi 。 这 一 步骤 相当 繁复 ,但 却 十 分 直截了当 。 

当 谈论 改变 坐标 轴 时 ,我们 正 假定 晶体 在 空间 保持 不 动 。 若 晶体 跟着 坐标 轴 转 动 , 则 那 
些 a 就 不 会 改变 。 反 之 ,假如 晶体 的 取向 相对 于 坐标 轴 变 了 , 则 我 们 就 理应 有 一 套 新 的 a。 
但 如 果 这 些 对 于 晶体 的 任何 取向 为 已 知 , 则 对 于 任何 其 他 取向 就 都 可 以 通过 刚才 所 述 的 
那 种 变换 求 得 。 换 句 话说 ,晶体 的 介 电 性 质 可 以 通过 给 出 相对 于 任意 选 定 的 坐标 系 的 极 化 
率 张 量 oy 而 做 出 完整 的 描述 。 正 如 我 们 可 以 把 一 矢量 速度 "一 (ww ,vw,, vw.) 与 一 个 粒子 联 
系 起 来 那样 ,只 要 改变 坐标 轴 就 知道 这 三 个 分 量 将 按照 某 一 特定 方式 改变 ,所 以 对 于 晶体 来 
说 ,我 们 也 将 它 与 它 的 极 化 张 量 a 联系 起 来 ,如 果 坐标 系 改变 , 则 这 九 个 分 量 将 按照 革 一 规 
定 方式 变换 。 

式 (31.4) 中 所 写 出 的 与 间 的 关系 可 以 用 更 简洁 的 符号 表示 ， 


P= DasE,, (31.5) 





这 里 应 理解 i 代表 xz, y 或 z, 而 在 求 和 符号 中 的 j 则 取 j 二 x, y 和 xz。 为 了 与 张 量 打交道 ， 
已 经 发 明了 许多 种 独特 的 符号 表示 法 ,但 每 一 种 方法 只 对 于 有 限 几 类 问题 较 方便 。 一 个 共 
同 的 惯例 是 省 略 掉 式 (31. 5) 中 的 求 和 符号 ( >) ), 而 留 下 一 个 默认 :每 当 同 一 个 下 脚 标 (这 
里 是 7 出 现 两 次 时 ,就 要 对 它 求 和 。 由 于 我 们 对 张 量 用 得 那么 少 ,所 以 就 无 需 去 关心 采用 
任何 这 种 独特 的 符号 表示 法 或 规则 了 。 
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$31-3 能 量 椭 球 


现在 想 要 取得 有 关 张 量 的 某 些 经 验 。 假 定 我 们 提出 一 个 有 趣 问题 :要 使 晶体 极 化 需要 

多 少 能 量 (除了 我 们 已 知 的 电场 中 单位 体积 能 量 co /2 以 外 )? 暂时 考虑 那些 正在 发 生 位 
移 的 原子 电荷 。 使 电荷 移动 距离 dz 所 做 的 功 为 9E-dz, 而 倘若 单位 体积 中 有 N 个 电荷 , 则 
所 做 总 功 为 gE:Ndz。 但 9Ndz 又 是 单位 体积 中 的 偶 极 矩 变 化 dP ,因而 单位 体积 所 需 的 能 
量 就 是 

EdP,. 
把 场 的 三 个 分 量 所 做 的 功 合 起 来 ,就 可 得 到 单位 体积 的 功 为 

E. dp. 


由 于 P 的 大 小 正比 于 E, 因 此 在 使 P 从 0 增 大 至 P 时 对 单位 体积 所 做 的 功 就 是 对 E， dP 的 
积分 。 把 这 个 功 叫 作 志 ,就 可 写 出 


E.P= $DEP: (31.6) 
现在 可 以 根据 式 (31.5) 用 EE 表示 P, 因 而 有 
up = Ep BayEiE,. (31.7) 


这 能 量 密度 up 是 一 个 与 坐标 轴 的 选择 无 关 的 数值 ,因此 是 一 个 标量 。 这 样 , 张 量 便 有 这 么 
一 种 性 质 , 即 当 它 对 其 中 一 个 下 脚 标 ( 即 对 一 矢量 ) 求 和 时 ,会 给 出 一 个 新 的 矢量 ;而 当 它 对 
两 个 下 脚 标 ( 即 对 两 个 矢量 ) 都 求 和 时 , 则 会 给 出 一 个 标量 。， 

张 量 w 实际 上 应 称 为 “二 阶 张 量 ", 因 为 它 有 两 个 下 脚 标 。 矢 量 一 一 带 有 一 个 下 脚 标 一 一 
是 一 阶 张 量 ,而 标量 一 一 完全 没有 下 脚 标 一 一 则 是 零 阶 张 量 。 因 此 我 们 讲 ,电场 E 是 一 阶 
张 量 ,而 up 则 是 零 阶 张 量 。 有 可 能 把 张 量 的 概念 推广 到 三 个 或 四 个 下 脚 标 ,因而 形成 了 高 
于 二 阶 的 张 量 。 

极 化 张 量 的 下 脚 标 取 遍 三 个 可 能 的 数字 ,这 是 三 维 中 的 张 量 。 数 学 家 会 考虑 在 四 维 、 
五 维 或 更 多 维 中 的 张 量 。 我 们 在 对 电磁 场 的 相对 论 性 描述 中 已 采用 过 一 个 四 维 张 量 已。 
(第 26 章 )。 

极 化 张 量 ww 具有 一 个 有 趣 的 性 质 , 即 它 是 对 称 的 ,这 就 是 说 , as, = ax， 而 对 于 任何 
对 下 脚 标 都 是 如 此 (这 是 实际 晶体 的 一 种 物理 性 质 ,而 对 一 切 张 量 并 不 一 定 如 此 )。 你 可 
以 通过 在 下 述 循环 中 计算 晶体 的 能 量变 化 而 自己 去 证 明 那 必然 是 正确 的 :(1) 在 z 方 向 
加 一 电场 ;(2) 在 y 方 向 加 一 电场 ;(3) 除 去 尚方 向 的 场 ;(4) 除 去 沿 > 方向 的 场 。 现 在 
晶体 已 回 到 原来 出 发 时 的 那个 状态 ,因而 在 极 化 过 程 中 所 做 的 净 功 必须 回 到 零 。 然 而 ， 
你 能 够 证 明 ,要 此 事 成 立 ,ae 必须 等 于 a 。 当 然 , 相 同 种 类 的 论证 也 可 对 a 等 等 进行 。 
因而 极 化 张 量 是 对 称 的 。 


* 由 电场 产生 极 化 而 做 的 功 ,不 应 与 永 偶 极 矩 po 的 势能 一 p。* E 互相 混淆 。 
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这 也 就 意味 着 , 极 化 张 量 可 以 通过 只 测量 在 不 同方 向 上 使 晶体 极 化 所 需 的 能 量 而 加 以 
测定 。 假 设 我 们 加 上 一 个 只 有 z 和 > 分量 的 E 场 ,那么 按照 式 (31.7) ,就 有 


up = [esEs + (ew + es)E,E, +asE;]. (31.8) 


仅 用 一 个 E; 场 ,就 可 以 测定 ez ; 仅 用 一 个 E, 场 , 则 可 以 测定 ev ; 若 同 时 用 E, 和 EE, 两 者 ， 
还 可 得 到 由 含有 (av 十 ax ) 这 一 项 而 引起 的 附加 能 量 。 由 于 与 ax 相等 ,所 以 这 一 项 为 
2c。 ,并 且 可 以 与 能 量 联系 起 来 。 

式 (31.8) 的 能 量 表示 式 具有 漂亮 的 几何 解释 。 假 设 我 们 问 起 对 应 于 某 一 给 定 能 量 密 
度 一 一 比如 说 w 一 一 该 有 什么 样 的 场 E. 和 EE,, 那 恰好 就 是 求解 下 列 方程 式 的 数学 问题 : 


auE3 十 2avE.E, 十 anE3 = 2u. 
这 是 一 个 二 次 方程 ,因此 如 果 我 们 把 E, 和 E, 画 成 曲线 , 则 这 一 方程 的 解 便 是 在 一 个 椭圆 
上 的 所 有 各 点 (图 31-2)( 它 必须 是 个 椭圆 ,而 不 是 一 条 抛物 线 或 双 曲 线 ,因为 任何 场 的 能 量 
总 是 正 的 而 且 是 有 限 的 )。 具 有 分 量 下 和 EE, 的 矢量 E 可 以 从 椭圆 的 原点 画 到 椭 贺 上, 因 
此 , 像 这 样 的 一 个 “能 量 椭 贺 " 就 是 使 极 化 张 量 “形象 化 "的 一 种 巧妙 方法 。 


x 
> 








图 31-2 提供 恒定 极 化 能 的 矢量 图 31-3 极 化 张 量 的 能 量 椭 球 
EE = (E,, E,) 的 轨迹 


如 果 我 们 现在 推广 至 包括 所 有 三 个 分 量 的 情况 , 则 所 需 在 任何 方向 提供 单位 能 量 密度 
的 电场 矢量 E 就 会 在 椭 球 表面 上 给 出 一 点 ,如 图 31-3 所 示 。 这 个 恒定 能 量 椭 球 的 形状 唯 
一 地 表示 着 张 量 极 化 率 的 特征 。 

原来 椭 球 具有 这 么 一 个 有 趣 性 质 , 即 它 总 是 可 以 简单 地 通过 给 出 三 个 “主轴 ”方向 以 及 
沿 这 些 轴 的 椭圆 直径 而 加 以 描述 。“ 主 轴 " 的 方向 就 是 最 长 直径 与 最 短 直径 的 方向 以 及 与 两 
者 都 正 交 的 另 一 方向 。 它 们 由 图 31-3 中 a, 5b 和 * 三 根 轴 所 标明 。 相 对 于 这 些 轴 , 椭 球 具有 
特别 简单 的 方程 

qsaE? + awE? + acE? = 2uo. 

因此 ,相对 于 这 些 轴 , 介 电 张 量 就 只 有 三 个 不 等 于 零 的 分 量 :a。。, ass 和 ace。 这 就 是 说 ， 

不 管 晶体 如 何 复杂 ,总 能 够 选取 一 组 坐标 轴 ( 不 一 定 是 晶体 本 身 的 轴 ) ,在 其 中 极 化 张 量 只 有 
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三 个 分 量 。 用 这 样 一 组 坐标 轴 , 式 (31. 4) 便 简单 地 变 成 
P. = weE。，P, 一 awnE,, P. 一 acE.. (31.9) 


沿 任何 一 个 主轴 的 电场 将 产生 沿 同一 个 轴 的 极 化 ,当然 这 三 条 轴 的 系数 可 能 是 不 同 的 。 
人 们 往往 这 样 来 描述 张 量 , 即 把 那 九 个 系数 列 在 一 个 方 括号 内 : 


am am am S 
六 wy -| (31.10) 
i yg 


对 于 主轴 a, 5 和 c 来 说 ,只 有 那些 对 角 线 的 项 才 不 等 于 零 ,这 时 我 们 就 说 “ 张 量 是 对 角 的 ”。 


整个 张 量 为 
a 0 0 
' ss "| (31.11) 
0 0 a 


重要 之 处 在 于 ,任何 极 化 张 量 (实际 上 ,在 任何 维 数 中 凡 属于 二 阶 的 任何 对 称 张 量 ) 都 可 以 通 
过 选取 适当 的 一 组 坐标 轴 而 写成 这 种 形式 。 
若 对 角形 极 化 张 量 的 三 个 元 素 都 相同 , 即 如 果 


au 一 au 一 ace 一 ay (31. 12) 


则 能 量 椭 球 就 变 成 贺 球 , 极 化 率 在 所 有 方向 都 相同 ,这 种 材料 就 是 各 向 同性 的 。 在 张 量 符号 
表示 法 中 ， 





ay = ads, (31.13) 


0 0 
=|0 1 中 (31. 14) 
交合 全 


(31.15) 


式 中 8 为 单位 张 量 


当然 ,这 意思 是 : 





65 二 0， 若 i 关 j 


这 个 6 张 量 通常 称 为 “ 克 罗 内 克 5”"。 你 可 以 这 样 来 自己 取乐 , 即 证 明 : 若 把 坐标 系 改变 成 
任何 其 他 的 直角 坐标 系 , 则 张 量 式 (31. 14) 仍 然 具 有 完全 相同 形式 。 式 (31. 13) 的 极 化 张 
量 会 给 出 

Pi 一 evE, 一 aog,， 


这 个 式 子 意味 着 与 我 们 以 前 关于 各 向 同性 电介质 的 结果 
P=aE 


相同 。 
极 化 椭 球 的 形状 和 取向 有 时 可 与 晶体 的 对 称 特性 联系 起 来 。 我 们 曾 在 第 30 章 中 说 过 ， 


i 


三 维 晶 格 共有 230 种 不 同 的 可 能 内 部 对 称 性 ,而 对 于 许多 目的 来 说 ,它们 可 以 按照 单 胞 的 形 
状 方 便 地 归纳 成 七 类 。 现 在 这 极 化 椭 球 就 应 该 分 享 晶体 的 这 些 内 豪 几 何 对 称 性 。 例 如 ,三 
斜 晶体 具有 低级 对 称 一 一 其 极 化 椭 球 将 有 互 不 等 长 的 轴 , 而 每 一 轴 的 方向 一 般 都 没有 与 晶 
轴 排 成 一 线 。 另 一 方面 , 单 斜 晶体 具有 这 样 的 特性 , 即 如 果 晶 体 对 其 中 的 一 轴 转 过 180”, 它 
的 性 质 不 会 改变 。 所 以 在 经 过 了 这 样 一 个 转动 之 后 极 化 张 量 应 仍然 相同 。 结 果 是 , 极 化 椭 
球 在 经 过 了 180" 转 动 后 就 必须 回 到 其 本 身 , 这 只 有 在 该 椭 球 的 一 根 轴 与 晶体 的 对 称 轴 的 方 
向 相同 时 才能 发 生 。 除 此 之 外 ,这 个 椭 球 的 取向 和 大 小 都 不 受 限制 。 

可 是 对 于 正 交 晶体 ,该 椭 球 的 诸 轴 就 必须 都 对 应 于 各 晶 轴 ,因为 围绕 三 个 轴 中 任 一 轴 的 
180" 转 动 都 将 重复 同一 晶 格 。 如 果 我 们 涉及 四 方 晶 体 , 则 椭 球 必须 具有 相同 的 对 称 性 ,因而 
就 必然 会 有 两 根 相等 的 直径 。 最 后 ,对 于 立方 晶体 来 说 , 椭 球 的 所 有 三 根 直径 都 必须 等 长 ， 
它 变 成 了 一 个 球 ,而 晶体 的 极 化 率 在 所 有 方向 就 都 相同 。 

对 晶体 的 一 切 可 能 对 称 性 算出 各 种 可 能 有 的 张 量 类 型 将 是 一 场 大 型 游戏 ,这 称 为 “ 群 
论 "分 析 法 。 但 对 于 极 化 张 量 的 简单 情况 ,要 看 出 其 中 关系 应 该 会 怎么 样 ,还 是 相对 容易 的 。 


$31-4 其 他 张 量 ; 惯 量 张 量 


还 有 许多 其 他 张 量 的 例子 出 现在 物理 学 中 。 例 如 ,在 金属 或 任何 导体 中 ,人 们 经 常 发 现 
电流 密度 j 近似 地 正比 于 电场 ,比例 常 数 称 为 电导 率 o: 


j=0ok. 


可 是 ,对 于 晶体 来 说 ,j 与 E 的 关系 就 比较 复杂 了 ;电导 率 并 非 在 所 有 方向 都 是 一 样 的 。 电 
导 率 乃 是 一 个 张 量 ,因而 可 以 写成 








= DE;. 


物理 张 量 的 另 一 个 例子 是 转动 惯量 。 在 第 1 卷 第 18 章 中 我 们 曾经 见 过 ,一块 固体 绕 某 
一 固定 轴 旋转 时 就 有 一 个 与 角速度 成 正比 的 角 动 量 工 ,而 我 们 称 这 个 比例 因数 了 为 转动 


惯量 : 
L= Ilo. 
对 一 任意 形状 的 物体 ,转动 惯量 与 物体 相对 于 转动 轴 的 取向 有 __ o 
关 。 例 如 ,一 块 矩 形 板 对 于 它 的 三 个 正 交 轴 的 转动 惯量 就 各 不 相 
同 。 现 在 角速度 w 和 角 动 量 L 两 者 都 是 矢量 。 对 于 绕 每 一 根 对 和 


称 轴 的 转动 ,它们 彼此 互相 平行 。 但 如 果 对 于 三 根 主轴 转动 惯量 

各 不 相同 , 则 一 般 说 来 ,w 和 工 就 不 会 在 同一 个 方向 上 (图 31. 4)。 

它们 以 类 似 于 E 和 P 间 关 系 的 方式 互相 联系 着 。 一 般 说 来 ,我 们 

应 当 写 出 
工 - = Taws tt Tyw,y + Taw:, Be 
L, = Lows Lswy + Lewes (31. 16) 图 31-4 一 般 说 来 ,一 块 


固体 的 角 动量 工 并 不 平 
L. = Lews + Iow, + Taw., 行 于 其 角速度 四 
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这 九 个 系数 称 为 惯量 张 量 。 按 照 与 极 化 的 类 似 性 ,任何 角 动量 的 动能 理应 为 角速度 分 量 
we， wy 和 w: 的 某 种 二 次 型 : 


KE 一 Dw. (31.17) 
5 


我 们 可 利用 能 量 来 定义 惯量 椭 球 。 并 且 ,关于 能 量 的 论证 也 可 用 来 证 明 该 张 量 是 对 称 的 , 即 
1 = Iio 


若 一 刚性 物体 的 形状 为 已 知 , 则 该 物体 的 惯量 张 量 便 可 以 算出 来 。 我们 只 需 写 下 该 物 
体 中 所 有 粒子 的 总 动能 。 一 个 质量 为 m 而 速度 为 v 的 粒子 具有 动能 二 mr ,而 总 动能 就 不 
过 是 对 该 物体 中 所 有 粒子 的 动能 求 和 
了 和 
每 个 粒子 的 速度 v 与 固体 的 角速度 。 有 关 。 现 在 假定 ,物体 在 绕 我 们 认为 静止 的 质心 旋转 。 
那么 , 若 r 是 从 质心 到 粒子 的 位 移 , 则 其 速度 v 由 w Xr 给 出 。 因 此 总 动能 为 


KE= 5D) $m(oxr)’. (31.18) 
眼前 必须 做 的 就 是 用 w, w,, w: 各 分 量 和 zx，y, z 写 出 w Xr, 并 将 这 一 结果 与 式 (31. 17) 
做 一 比较 ,通过 识别 各 项 以 找 出 I; 。 在 进行 代数 运算 时 ,我们 写 出 


(@Xr)’: = (oxXr)i+(wXr);+ (woXr): 
= (wz — wy)! (wr — wz) + (wy 一 ax) 
=+ wz — 2wywszy + oy + ox’ — ZoewsTz + oz? + wy’ — 2wsw yyT + wsr?, 


对 这 一 方程 乘 以 m/2, 对 所 有 的 粒子 求 和 ,并 同 式 (31.17) 做 比较 ,我 们 见 到 ,例如 I 由 下 式 
给 出 : 
Is = Dm(y +e). 


这 就 是 我 们 以 前 (第 1 卷 第 19 章 ) 曾 经 得 到 过 的 关于 物体 绕 zx 轴 的 转动 惯量 公式 。 由 于 
到 一 民 十 多 十 对 ,也 可 将 这 一 项 写成 


Is = Dm(r—z). 
算出 所 有 其 他 各 项 , 则 惯量 张 量 便 可 以 写成 
Dm zr) Dmy — Dmzz 
=| Dm Dn) -Dm |. (31.19) 
— 2 me — Dmy Dmr—*) 
如 果 你 乐意 的 话 ,还 可 以 按 “ 张 量 符号 表示 法 "写成 
= Dm(r6s —rr;), (31.20) 


式 中 ri 是 某 个 粒子 位 置 矢 量 的 (zx, y, z) 分 量 ,而 >》) 则 意味 着 对 所 有 粒子 求 和 。 于 是 转动 
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惯量 就 是 一 个 二 阶 张 量 ,其 中 各 项 代表 物体 的 一 种 属性 ,并且 通过 下 式 将 工 与 w 联系 起 来 : 
Tes Sey (31.21) 


对 于 不 管 什么 形状 的 任何 物体 ,我 们 都 能 够 找到 惯量 椭 球 ,从 而 找到 三 个 主轴 。 对 于 这 
些 轴 来 说 ,该 张 量 将 是 对 角 的 ,所 以 对 于 任何 物体 就 总 存在 三 个 互相 正 交 的 轴 , 绕 这 些 轴 的 
角速度 与 角 动量 互相 平行 。 它 们 被 称 为 惯量 主轴 。 


8$31-5 又 积 


我 们 应 当 指 出 ,从 第 1 卷 第 20 章 后 我 们 就 已 经 应 用 过 二 阶 张 量 了 。 在 那里 ,我 们 曾 用 
下 式 定义 过 “平面 上 的 转 矩 ”, 诸 如 rn : 


ro = ZF, — yF:. 
推广 到 三 维 的 情况 ,可 以 写成 
ty = riF,— nF. (31. 22) 


w 这 个 量 就 是 一 个 二 阶 张 量 。 为 了 看 清楚 这 个 张 量 就 是 这 样 的 形式 ,一 种 办 法 就 是 通过 把 
zi 同 某 个 矢量 相 结合 ,比方 说 按照 下 式 同 单位 矢量 相 结合 ， 


ce 
7 


如 果 这 个 量 是 一 矢量 , 则 r 必然 会 像 张 量 那样 变换 ,这 是 我 们 关于 张 量 的 定义 。 把 有 关 my 
的 式 子 代入 , 便 得 


rie = DriFjes— DreF =r(F:e)— (reF,.. 


由 于 那些 点 积 都 是 标量 ,所 以 右边 两 项 都 是 矢量 ,因而 它们 之 差 也 是 矢量 。 因 此 rm 就 是 一 
个 张 量 。 
但 是 一 种 特殊 类 型 的 张 量 , 它 是 反对 称 的 , 即 


本 一 一 mi 


所 以 它 只 有 三 个 不 等 于 零 的 项 一 一 rs , tx 和 rs。 在 第 1 卷 第 20 章 中 我 们 已 能 够 证 明 , 这 
三 项 几乎 是 由 于 “偶然 " 才 会 像 矢量 的 三 个 分 量 那样 变换 ,以 致 我 们 可 以 定义 : 


ve i es Tp 


我 们 所 以 说 “偶然 ,是 因为 它 只 发 生 于 三 维 中 。 例 如 ,在 四 维 中 ,一 个 二 阶 的 反对 称 张 量 就 
多 达 六 个 不 等 于 零 的 项 ,因而 肯定 不 能 由 具有 四 个 分 量 的 矢量 来 代替 它 。 

正如 轴 矢 量 + 二 +rXF 实际 上 是 一 个 张 量 那样 ,所 以 每 个 由 两 个 极 矢量 构成 的 叉 积 也 是 
张 量 一 一 与 上 述 相同 的 一 切 论证 也 都 适用 。 可 是 ,出 自 幸运 ,它们 也 可 用 矢量 (实际 上 是 一 
种 庚 矢 ) 来 表达 ,因而 数学 就 给 我 们 带 来 了 方便 。 

从 数学 方面 讲 , 若 a 和 4b 是 任意 两 个 矢量 , 则 那 九 个 量 az 会 形成 一 个 张 量 (尽管 它 可 
能 没有 任何 有 用 的 物理 目的 )。 这 样 ,对 于 位 置 矢 量 r 来 说 ,rir; 就 是 一 个 张 量 ,而 由 于 6 也 
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是 一 个 张 量 ,我 们 便 明白 式 (31. 20) 的 右边 确 是 一 个 张 量 。 同 样 , 式 (31. 22) 也 是 一 个 张 量 ， 
因为 其 右边 的 两 项 都 是 张 量 。 


$31-6 应 力 张 量 


迄今 我 们 所 描述 的 对 称 张 量 都 是 在 一 个 矢量 与 另 一 个 矢量 建立 联系 的 过 程 中 作为 系数 
产生 的 。 现 在 我 们 很 想 考察 一 个 具有 不 同 物理 意义 的 张 量 一 一 应 力 张 量 。 假 设 有 一 块 被 施 
以 各 种 力 的 固体 ,我 们 说 其 内 部 会 有 各 种 “应 力 ”, 这 意思 是 指 ,在 材料 中 的 相 邻 部 分 间 存 在 
一 些 内 力 。 当 我 们 在 8$ 12-3 中 考虑 被 伸展 的 膜 中 的 表面 张力 时 ,就 曾 稍微 谈 及 在 二 维 情况 
下 的 这 种 应 力 。 现 在 将 看 到 ,在 三 维 物体 的 材料 中 内 力 可 以 由 一 个 张 量 来 描述 。 

考虑 某 种 弹性 材料 一 一 比如 说 是 一 大 块 果 子 冻 一 一 的 物体 。 如 果 把 这 块 材料 切 开 , 则 
切面 每 一 边 的 物质 一 般 都 会 受到 内 力作 用 而 引起 位 移 。 在 切 开 前 ,材料 中 的 两 部 分 间 必 然 
有 力 把 材料 维持 在 其 固定 位 置 ,我 们 可 以 用 这 些 力 来 定义 应 力 。 假 设 我 们 正在 考察 一 块 垂 
直 于 xz 轴 的 假想 平面 一 一 像 图 31-5 中 的 o 面 一 一 并 询问 在 这 个 面 上 穿 过 小 面积 Ay Az 的 
力 。 设 在 这 一 面积 左边 的 材料 施 力 AF, 于 其 右边 的 材料 ,如 图 (b) 所 示 。 当 然 ,还 有 一 个 反 
作用 力 一 An 施 于 左边 的 材料 上 。 如 果 该 面积 足够 小 , 则 我 们 预期 AF, 与 面积 AyAz 成 正 
比 。 





图 31-5 “平面 左边 的 材料 穿 过 面积 图 31-6 穿 过 与 z 轴 正 交 的 面积 元 Ay Az 的 力 
Ay Az 施 力 AF, 于 该 平面 右边 的 材料 上 AF, 可 分 解 成 三 个 分 量 AFs , AF 和 AF 


你 已 经 熟悉 了 应 力 中 的 一 种 一 一 静止 液体 中 的 压强 。 在 那里 , 力 等 于 压强 乘 面 积 并 与 
面积 元 垂直 。 对 于 固体 一 一 也 对 于 运动 中 的 黏 滞 性 液体 一 一 来 说 , 力 就 不 一 定 与 该 面 垂 直 ， 
除了 压强 ( 正 的 或 负 的 ) 之 外 还 会 有 剪 切 力 (所 谓 “ 剪 切 力 ”, 指 的 是 穿 过 面 的 力 的 切 向 分 量 )。 
力 的 所 有 三 个 分 量 都 必须 计算 在 内 。 也 应 该 注意 ,如 果 我 们 在 某 个 其 他 取向 的 平面 上 切割 ， 
则 这 些 力 将 不 相同 。 对 于 内 应 力 的 完整 描述 需要 有 一 个 张 量 。 

我 们 按照 下 述 办 法 对 应 力 张 量 下 定义 :首先 ,我 们 想象 一 个 垂直 于 z 轴 的 切面 并 把 穿 
过 这 切面 上 的 力 AF, 分 解 成 它 的 分 量 AFa , AF 和 AF。, 如 图 31-6 所 示 。 这 些 力 对 面积 
Ay Az 的 比值 ,分 别 被 称 为 Ss。, Ss 和 Ss。 例 如 ， 
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= AF» 
= AyAz 
第 一 个 下 脚 标 y 指 力 的 分 量 方向 ;第 二 个 下 脚 标 zx 指 垂直 于 该 面积 的 方向 。 如 果 你 愿意 ， 
还 可 以 把 该 面积 Ay Az 写成 Aa; ,表明 是 一 个 垂直 于 z 轴 的 面积 元 。 于 是 
= Fs 
”i 
其 次 ,我 们 设想 一 个 垂直 于 y 轴 的 想象 的 切面 。 穿 过 一 小 面积 ArAz 将 有 力 AF,。 再 把 这 
个 力 分 解 成 三 个 分 量 ,如 图 31-7 所 示 ,并 定义 三 个 应 力 分 量 S。 ，S ，S。, 作为 在 那 三 个 方 
向 上 单位 面积 的 力 。 最 后 ,我 们 做 一 个 垂直 于 z 轴 的 想象 切面 并 定义 三 个 分 量 S= ，S 和 
S-。 因 此 ,我 们 就 有 了 九 个 数值 : 


S. 


S= 
:| (31.23) 





图 31-7 穿 过 垂直 于 y 轴 的 面积 元 图 31-8 把 穿 过 N 面 (其 单位 法 线 
的 力 被 分 解 成 三 个 互相 垂直 的 分 量 为 四 的 力 AF, 分 解 成 各 分 量 


现在 要 来 证 明 , 这 九 个 数值 足以 完整 地 描述 应 力 的 内 部 状态 ,而且 Sv 的 确 是 一 个 张 量 。 
假设 我 们 想 知道 穿 过 一 个 以 某 个 任意 角度 取向 的 面积 的 力 ,能 否 从 Ss 求 得 它 呢 ? 能 ,只 要 
按照 下 述 办 法 :试想 象 一 个 小 小 的 立体 图 形 ,在 另 加 的 面 内 有 一 个 N 面 , 而 其 他 各 面 则 都 重 
直 于 坐标 轴 。 假 如 这 个 N 面 碰巧 平行 手 z 轴 , 则 会 有 如 图 31-8 所 示 的 那个 三 角 图 形 (这 是 
有 些 特 殊 的 情况 ,但 将 足以 充分 说 明 普遍 的 方法 )。 既 然 作用 于 图 31-8 中 那个 小 三 角 体 上 
的 各 应 力 是 平衡 的 (至 少 在 无 限 小 尺寸 的 极限 内 ) ,因而 施 于 其 上 的 总 力 就 必须 等 于 零 。 我 
们 直接 从 Ss 知道 了 在 垂直 于 各 坐标 轴 的 那些 面 上 的 力 ,它们 的 矢量 和 就 应 等 于 作用 在 N 
面 上 的 力 ,因而 我 们 可 用 Ss 来 表示 这 个 力 。 

关于 作用 在 该 小 三 角形 体积 上 的 表面 力 处 于 平衡 这 一 假设 ,其 中 我 们 忽略 了 任何 可 能 
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会 存在 的 其 他 一 些 彻 体力 ,诸如 重力 或 腐 力 ,如 果 我 们 的 坐标 系 不 是 一 个 惯性 坐标 系 的 话 就 
会 存在 唐 力 。 然 而 ,应 该 注意 ,这 种 彻 体力 将 与 那个 小 三 角 体 的 体积 、 因 而 也 与 ArAyAz 成 
正比 ,而 所 有 的 表面 力 则 均 与 诸如 ArAy，AyAz 等 面积 成 正比 。 所 以 ,如 果 我 们 把 模 形 物 
的 尺寸 取得 足够 小 , 则 同 表面 力 相 比 彻 体力 就 总 是 可 以 被 忽略 的 。 

现在 让 我 们 把 施 于 该 小 棉 形 物 上 的 力 都 相 加 起 来 。 首 先 考虑 分 量 , 那 是 五 个 部 分 之 
和 一 一 从 每 一 个 面 各 有 一 部 分 。 然 而 ,如 果 Az 足够 小 ,那么 作用 于 (与 = 轴 垂 直 的 ) 那 两 个 
三 角形 上 的 力 就 会 相等 相反 ,因而 可 以 将 其 忘却 掉 。 作 用 于 底面 矩形 上 的 力 其 z 分 量 为 


AF.: = SvAzAz. 





作用 于 垂直 矩形 上 的 力 为 

AF, = S-AyAz. 
上 述 两 力 必须 等 于 穿 过 N 面向 外 的 力 的 zx 分 量 。 令 m 为 垂直 于 N 面 的 单位 矢量 ,并 令 作 
用 于 此 面 上 的 力 为 AF, ,于 是 我 们 有 


AF., = SAyAz 十 SuArAz. 
穿 过 这 个 平面 的 应 力 的 zx 分 量 S,。 等 于 AF,., 除 以 面积 AzVAz* 十 Ay”, 即 


I 
VAT 十 Ay VAzr 十 Ay 


由 于 Az /WVAz 十 Ay 就 是 与 y 轴 间 夹 角 9 的 余弦 ,如 图 31-8 所 示 , 因 而 我 们 可 把 它 写成 
nw, 即 m 的 y 分 量 。 同 理 , Ay /VAz 十 Ay” 就 是 sin 9 = n,。 我 们 便 可 将 上 式 写成 
SS = Suns + Son,. 
如 果 现 在 推广 至 一 个 任意 表面 元 ,就 该 得 到 
S.。 = Suns+ Syn, + Sans, 
或 一 般 地 ， 
Su = > Sm (31.24) 


我 们 能 够 求 得 以 S, 表示 的 穿 过 任何 面 元 的 力 ,因而 S, 的 确 完整 
地 描述 了 材料 内 部 的 应 力 状态 。 

式 (31. 24) 表 明 , 张 量 S, 使 力 8。 与 单位 矢量 n 相 联 系 ,就 好 
像 w 使 与 已 有 关 那 样 。 既 然 上 和 8。 都 是 矢量 ,所 以 Ss 的 各 
分 量 就 必然 斧 张 量 那样 随 坐 标 系 的 改变 而 作 变 换 。 因 此 , Sy 的 
确 是 一 个 张 量 。 

我 们 也 可 通过 考察 作用 于 一 个 小 立方 体 材料 上 的 力 来 证 明 
s, S, 是 一 个 对 称 张 量 。 假 设 取 一 个 小 立方 体 ,使 其 各 个 面 的 取向 
图 31-9 作用 于 一 小 单位 平行 于 我 们 的 坐标 轴 , 并 从 一 个 截面 上 去 考察 它 ,如 图 31-9 所 
立方 休 的 四 个 面 上 的 力 的 。 示 。 若 令 这 个 立方 体 的 每 个 边 长 为 一 个 单位 , 则 作用 于 与 和 > 

分 量 和 y 分量 轴 正 交 的 那些 面 上 的 力 的 和 > 分 量 就 可 能 如 图 上 所 示 。 如 果 
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该 立方 体 很 小 , 则 一 个 面 上 的 应 力 与 其 相对 的 面 上 的 应 力 就 不 会 有 显著 的 不 同 , 因 而 力 的 分 
量 就 如 图 所 示 的 那样 大 小 相等 而 方向 相反 。 现 在 对 于 该 立方 体 必然 不 会 有 转 矩 作用 ,否则 


它 就 会 开始 转动 。 环 绕 中 心 点 的 总 转 矩 为 (S= 一 S,,) ( 乘 以 立方 体 的 到 单位 边 长 ), 而 由 于 


这 总 转 矩 为 零 ,S, 就 应 等 于 S。 ,因而 这 应 力 张 量 就 是 一 个 对 称 张 量 。 
既然 5; 是 一 个 对 称 张 量 ,因此 它 就 可 以 用 一 个 具有 三 根 主轴 的 椭 球 来 加 以 描述 。 对 于 
与 这 些 轴 正 交 的 面 来 说 ,应 力 特别 简单 一 一 它们 相当 于 与 这 些 面 正 交 的 压力 或 拉力 ,因而 沿 
这 些 面 上 就 不 会 有 剪 切 力 了 。 对 于 任何 应 力 来 说 ,我 们 总 能 够 选择 坐标 轴 使 其 各 切 向 分 量 
为 零 。 如 果 这 椭 球 是 一 圆 球 , 则 在 任何 方向 就 只 有 法 向 力 。 这 相当 于 流体 静 压 强 ( 正 的 或 负 s 
的 )。 因 此 ,对 于 流体 静 压 强 来 说 ,这 个 张 量 就 是 对 角 的 ,而 且 所 有 三 个 分 量 都 相等 ,实际 上 ， 
它们 刚好 等 于 压强 p, 即 可 以 写成 
Ss = p04. (31.25) 


应 力 张 量 一 一 因而 还 有 它 的 椭 球 一 一 一 般 将 在 一 块 材料 中 逐 点 变化 ,要 描述 整 块 材料 ， 
就 需要 给 出 作为 位 置 函 数 的 55 的 每 一 分 量 。 因 此 ,应 力 张 量 就 是 一 个 场 。 我 们 已 经 有 过 标 
县 场 , 像 温度 x,y, z) ,它们 在 空间 每 一 点 都 给 出 一 个 数值 ,以 及 矢量 场 , 像 E(x, y, z)， 
它们 对 每 一 点 给 出 三 个 数值 。 现 在 我 们 又 有 了 张 量 场 ,它们 对 空间 每 一 点 给 出 九 个 数值 
或 对 于 对 称 张 量 Sv 来 说 ,实际 上 是 六 个 数值 。 在 一 块 任意 畸变 的 固体 中 ,对 其 内 力 的 完整 
描述 需要 六 个 各 含有 zx, y 和 z 的 函数 。 


$31-7 高 阶 张 量 


应 力 张 量 Ss 描述 了 物质 中 的 内 力 。 如 果 材 料 是 弹性 的 ,用 另 一 个 张 量 Ti 一 一 称 为 应 
变 张 量 一 一 来 描述 其 内 部 畸变 就 较 方便 。 对 于 像 金属 棒 那 样 的 简单 物体 ,你 知道 长 度 的 改 
变 AL 与 作用 力 近 似 成 正比 ,因而 我 们 说 它 服从 胡 克 定律 : 





AL = 7F. 

对 于 受 了 任意 畸变 的 固态 弹性 体 来 说 ,应 变 T 与 应 力 Sy 是 由 一 组 线性 方程 相 联系 的 : 

Ty = DrowSs. (31.26) 
并 且 , 一 根 弹 簧 (或 一 根 棒 ) 的 势能 为 

1 

云 FAL 一 pA : 
对 于 固体 中 的 弹性 能 量 密度 ,可 推广 为 

Us = DD 寺 xmSuSu。 (31.27) 
所 


因此 晶体 弹性 的 完整 描述 就 必须 用 这 些 系数 ysw ,这 带 来 了 一 个 新 的 、 难 以 控制 的 量 , 它 是 
一 个 四 阶 张 量 , 由 于 每 一 个 下 脚 标 可 取 =, y 或 z 中 任何 一 个 ,共有 3* = 81 个 系数 ,但 实际 
上 却 只 有 21 个 不 同 数值 。 首 先 ,Ss 是 对 称 的 , 它 只 有 6 个 不 同 的 数值 ,因而 在 式 (31. 27) 中 
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就 只 需要 36 个 不 同系 数 。 可 是 ,Ss 和 Sw 可 以 互相 交换 而 不 改变 能 量 ,所 以 交换 坟 和 时 
Yau 必定 是 对 称 的 ,这 样 就 把 不 同系 数 的 数目 又 减少 至 21 个 。 所 以 对 于 可 允许 的 对 称 性 最 
低 的 晶体 来 说 ,要 描述 它 的 弹性 就 需要 21 个 弹性 常数 ! 当然 ,对 于 较 高 对 称 的 晶体 ,这 一 数 
目 还 可 以 减少 。 例 如 ,立方 晶体 只 有 三 个 弹性 常数 ,而 各 向 同性 物质 则 只 有 两 个 弹性 常数 。 
这 后 者 的 真实 性 可 以 这 样 理解 。 如 同一 块 各 向 同性 物质 必然 会 对 称 那样 ,yw 的 各 分 量 
怎么 可 能 与 坐标 轴 的 方向 无 关 呢 ? 答案 是 :只 有 当 它 们 可 用 张 量 2% 表达 时 ,它们 才能 是 与 
坐标 无 关 的 。 有 两 个 可 能 的 表示 式 :656w 和 6a6x 十 6r6x ,它们 都 具备 所 需 的 对 称 性 ,因而 
6sm 就 必须 是 它们 的 线性 组 合 。 因 此 ,对 于 各 向 同性 材料 来 说 ， 


You = a(Gs6u) + b(6a6n + dr6n), 


所 以 这 种 材料 就 需要 两 个 常数 a 和 6 来 描述 它 的 弹性 。 而 立方 晶体 仅 需 要 三 个 常数 ,我 们 
将 把 它 留 给 你 们 去 证 明 。 

作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 举 出 压 电 效应 ,这 次 是 属于 一 个 三 阶 张 量 。 在 应 力作 用 下 , 晶 
体会 产生 一 个 正比 于 这 个 应 力 的 电场 ,因此 ,一 般 说 来 ,其 规律 是 


E= DPuSs, 
人 





式 中 E; 为 电场 ,而 Pi 为 压 电 系数 一 一 或 压 电 张 量 。 你 能 否 证 明 , 若 晶体 有 一 个 反 演 中 心 
(在 xz, >，z 一 一 z， 一 %， 一 z 的 变换 下 保持 不 变 ) , 则 所 有 压 电 系数 都 等 于 零 ? 


$31-8 电磁 动量 的 四 维 张 量 


在 这 一 章 中 ,人 迄今 所 考察 过 的 所 有 张 量 都 是 与 三 维 空间 有 关 的 ,它们 被 定义 为 在 空间 转 
动 下 具有 某 种 变换 性 质 。 在 第 26 章 中 ,我 们 曾 有 机 会 用 到 在 四 维 相对 论 性 时 空中 的 一 个 张 
量 一 一 电磁 张 量 已 ,。 这 样 一 个 四 维 张 量 的 各 分 量 在 洛 伦 兹 坐标 变换 下 以 我 们 算出 的 特殊 
方式 变换 着 (尽管 我 们 并 未 那样 做 ,但 我 们 可 能 已 经 把 洛 伦 兹 变换 认为 是 在 叫 作 闵可夫 斯 基 
空间 的 “四 维 空间 "里 的 一 种 转动 ,那么 与 我 们 这 里 正在 做 的 做 个 类 比 ,就 会 更 加 清楚 了 。) 

作为 最 后 一 个 例子 ,我 们 想 要 考虑 在 相对 论 四 维 (:, z, y, x) 中 的 另 一 个 张 量 。 当 我 们 
在 上 面 写 出 应 力 张 量 时 ,我 们 曾 把 S; 定义 为 穿 过 单位 面积 的 力 的 分 量 。 可 是 力 等 于 动量 的 
变化 率 , 因 此 ,不 说 “S。 是 穿 过 垂直 于 ? 方向 的 单位 面积 力 的 z 分 量 ”, 而 同样 可 以 说 “S。 是 
穿 过 垂直 于 y 方向 的 单位 面积 动量 的 z 分 量 的 变化 率 "。 换 句 话说 ,Si 的 每 一 项 也 各 代表 
通过 垂直 于 /方向 单位 面积 的 动量 的 ; 分 量 流 。 这 些 是 纯 空间 分 量 , 但 它们 却 是 在 四 维 (y 
和 wv 二 + ,x,y, xz) 中 含有 像 5,: ，S,,，S, 等 附加 分 量 的 一 个 “ 较 大 " 张 量 5,, 的 一 些 部 分 ,我 
们 现在 就 试图 找 出 这 些 附 加 分 量 的 物理 意义 。 

我 们 知道 ,那些 空间 分 量 代表 动量 流 。 我 们 可 以 从 研究 另 一 种 “ 流 " 一 一 电荷 流 一 一 来 
获得 如 何 把 它 推广 到 时 间 那 一 维 上 去 的 线索 。 对 于 标量 电荷 来 说 ,其 变化 率 (通过 垂直 于 流 
的 单位 面积 ) 就 是 一 空间 矢量 一 一 电流 密度 了。 我 们 已 经 看 到 ,这 个 流 矢量 的 时 间 分 量 就 是 
那些 流动 物质 的 密度 。 例 如 ,j 可 以 同一 个 时 间 分 量 j, = 一 一 即 电荷 密度 一 一 相 结合 而 
构成 一 个 四 维 矢量 j, 二 (p, j) ,也 就 是 说 , 当 j, 中 的 py 取 t, zx，y,z 各 值 时 , 它 指 的 是 标量 
电荷 的 “密度 ,及 标量 电荷 在 x 方向 的 流动 速率 ,在 y 方 向 的 流动 速率 ,在 z 方 向 的 流动 速率 ”。 


a 


现在 ,与 刚才 所 做 的 关于 一 个 标量 流 的 时 间 分 量 的 说 法 相 类 似 ,我 们 也 许 会 期 待 ,与 描 
述 动量 = 分 量 流 的 S= ，S。 ，S:-- 一 起 ,就 应 该 有 一 个 时 间 分 量 S- , 它 应 代表 正在 流动 的 那 
种 东西 的 密度 ,也 就 是 说 ，S- 应 该 是 z 方向 动量 的 密度 。 所 以 我 们 就 能 够 沿 水 平方 向 把 我 
们 的 张 量 推广 到 包含 一 个 :分量 。 我 们 得 


Sz 一 工 动量 密度 ， 

Su 一 工 动量 的 z 向 流 ， 
Su 二 工 动量 的 y 向 流 ， 
5S,: 二 工 动 量 的 x 向 流 . 


同 理 ,对 于 动量 的 y 分量 我 们 有 三 个 流动 分 量 S-，S，S* 一 一 此 外 还 应 加 入 一 个 第 
四 项 : 





5, 二 y 动量 密度 . 
而 当然 ,在 Ss ,Ss ，S=- 之 外 我 们 也 应 该 加 上 
Su = z 动量 密度 . 


在 四 维 中 还 有 一 个 动量 的 分量 ,我 们 知道 那 就 是 能 量 。 因 此 , 张 量 Sv 应 该 在 垂直 方 
向 上 “用 Se。，Sv 和 Sie 来 推广 ,其 中 


Su 二 能 量 的 zx 向 流 ， 
So 二 能 量 的 y 向 流 ， R (31.28) 
S,: 二 能 量 的 = 向 流 . 


这 就 是 说 ,Se 是 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 z 轴 单 位 面积 的 能 流 , 等 等 。 最 后 ,为 使 张 量 达 到 完 
整 ,还 需要 S. , 那 该 是 能 量 密度 。 我 们 已 把 三 维 的 应 力 张 量 Ss 推广 成 四 维 的 应 力 -能 景 张 
景 S,,。 那 下 脚 标 y 可 以 取 四 个 值 :, z, y 和 >z, 它 们 分 别 指 “ 密 度 "“ 在 x 向 单位 面积 的 流 
动 "“ 在 y 向 单位 面积 的 流动 "“ 在 = 向 单位 面积 的 流动 "。 同 样 地 ,v 取 t, xz， y, z 四 个 值 
就 告诉 我 们 什么 在 流动 , 即 “ 能 量 "“ 沿 z 向 的 动量 "“ 沿 y 向 的 动量 "和 “ 沿 = 向 的 动量 ”。 

作为 一 个 例子 ,我 们 将 讨论 不 是 在 实物 中 ,而 是 在 一 个 存在 着 电磁 场 的 自由 空间 区 域 里 
的 一 个 张 量 。 我 们 知道 ,能 流 就 是 坡 印 亭 矢量 S 二 coc*E XB。 因 此,S 的 z,y 和 x 分量, 从 
相对 论 的 观点 来 看 ,就 是 我 们 的 四 维 应 力 -能 量 张 量 的 分 量 Se ,Ss 和 Se 。 张 量 Ss 的 对 称 
性 也 同样 移 到 了 4 分 量 , 因 而 四 维 张 量 S,, 是 对 称 的 : 


S, 一 So (31.29) 
换 句 话说 ,代表 z, y 和 z 动量 密度 的 S- ，S ，S., 也 等 于 坡 印 亭 矢 量 S , 即 能 流 的 x, y 和 = 
分 量 一 一 正如 我 们 在 前 面 一 章 中 曾 用 不 同 的 论证 所 证 明 过 的 那样 。 


这 电磁 应 力 张 量 5,, 的 其 余 各 分 量 也 可 用 电磁 场 E 和 B 来 表示 。 这 就 是 说 ,必须 把 应 
力 一 一 或 较 少 神秘 性 地 说 成 是 动量 流 一 一 纳入 电磁 场 之 中 。 在 第 27 章 中 与 式 (27. 21) 有 关 





* 这 表明 是 一 个 与 =, y, z 各 轴 都 “ 正 交 ”的 方向 , 即 方向 。 一 一 译 者 注 
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的 地 方 我 们 曾 对 此 有 所 讨论 ,但 还 未 将 其 细节 算出 。 
那些 想 要 在 四 维 张 量 方面 锻炼 本 领 的 人 们 ,也 许 乐于 见 到 用 场 来 表示 的 关于 S,, 的 
公式 ， 





S, —$( DFP. 一 4 已 Free)， 


其 中 对 于 a, 8 的 求 和 是 指 对 于 +, zx, y, z 的 求 和 ,不 过 (如 同 在 相对 论 中 经 常 做 的 那样 ) 我 
们 采用 关于 求 和 符号 >) 与 符号 6 的 特别 含义 。 在 总 和 中 有 关 z, y, z 的 项 都 要 去 掉 , 并 且 
6 二 1, bu- 二 6» 二 62 二 一 1, 对 于 jy 关 v 则 5,, 二 0。 你 能 否 证 实 ( 令 c = 1) 它 会 给 出 能 量 
密度 Su = (ee 2) (EF 十 B*) 和 坡 印 享 矢量 coEXB? 你 能 否 证 明 :在 吾 = 0 的 静电 场 中 ,应 力 
的 主轴 在 电场 的 方向 ,而 且 有 一 个 张 应 力 (ee /2) 忆 沿 电场 方向 ,还 有 一 个 相等 的 压强 垂直 
于 电场 方向 ? 


第 32 章 ”稠密 材料 的 折射 率 
$32-1 物质 的 极 化 


我 们 现在 要 来 讨论 由 稠密 材料 所 引起 的 光 的 折射 一 一 因而 也 包括 光 的 吸收 一 一 现象 。 
在 第 1 卷 第 31 章 中 ,我 们 曾 讨论 过 折射 率 理论 ,但 那 时 由 于 我 们 的 数学 能 力 有 限 ,就 不 得 不 
局 限于 只 是 找 出 诸如 气体 那样 的 低 密度 材料 的 折射 率 。 然 而 ,产生 折射 率 的 物理 原理 却 已 
经 弄 清 楚 了 。 光 波 中 的 电场 使 气体 里 的 分 子 极 化 ,产生 了 振动 着 的 电 偶 极 矩 。 这 些 振动 电 
荷 的 加 速度 又 会 辐射 出 新 的 场 波 。 这 种 新 的 场 与 旧 的 场 相干 ,就 会 产生 一 个 变化 了 的 场 , 它 
相当 于 原来 的 波 受到 某 个 相 移 , 由 于 这 相 移 与 该 材料 的 厚度 成 正比 ,所 以 这 一 效应 就 相当 于 
在 材料 里 有 不 同 的 相 速 度 。 以 前 考察 这 一 课题 时 ,曾经 略 去 了 诸如 新 波 会 改变 振动 偶 极 子 
所 在 处 的 场 这 些 效应 所 引起 的 复杂 性 。 我 们 曾 假定 施 于 原子 中 电荷 上 的 力 仅 来 自 那个 入 射 
波 , 而 事实 上 ,它们 的 振动 不 仅 由 入 射 波 驱 动 ,而 且 也 由 所 有 其 他 各 原子 的 辐射 波 所 推动 。 
当时 要 把 这 种 效应 包括 进去 ,对 于 我 们 来 说 会 有 困难 ,因而 仅仅 研究 了 稀薄 气体 ,在 那里 上 
述 效应 变 成 无 关 紧 要 的 了 。 

然而 ,现在 我 们 将 发 现 , 通 过 利用 微分 方程 来 处 理 这 个 问题 非常 容易 。 这 一 办 法 掩盖 了 
折射 率 的 物理 起 源 (如 来 自 再 辐射 波 与 原来 波 的 相干 作用 ), 但 却 使 有 关 稠 密 材料 的 理论 简 
单 得 多 。 本 章 将 从 以 前 的 工作 中 拼 集 大 量 材料 。 实 际 上 我 们 将 选取 所 需要 的 一 切 东西 , 因 
而 在 引进 的 概念 中 属于 全 新 的 相对 来 说 就 不 多 。 由 于 你 可 能 需要 重新 想起 我 们 将 要 用 的 东 
西 ,因此 我 们 提供 一 个 关于 即将 用 到 的 公式 及 其 出 处 的 清单 ( 表 32-1)。 在 大 多 数 例子 中 ， 
我 们 将 不 再 花 时 间 去 提供 物理 论证 ,而 只 是 要 利用 那些 公式 。 


表 32-1 本 章 的 工作 将 建立 在 下 列 这 些 包含 在 以 前 各 章 中 的 材料 的 基础 上 
| 主 是 | 参 考 方程 式 


阻尼 振动 第 1 卷 第 23 章 m(E+7 oz) 一 下 











Se 
气体 折射 率 第 1 卷 第 31 章 "lt 
n=n in” 
迁移 率 第 1 卷 第 41 章 m 宇 十 pz 二 下 
= Mi 


电导 率 第 1 卷 第 43 章 p= 
极 化 率 第 2 卷 第 10 章 Pat =—V*P 


在 电介质 内 部 第 2 卷 第 11 章 Enu = E+:P 





我 们 从 回忆 气体 折射 率 的 机 制 着 手 。 假 定单 位 体积 内 共有 N 个 粒子 ,而 每 个 粒子 的 行 
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为 像 一 个 谐振 子 , 并 采用 这 样 的 原子 或 分 子 模型 :其 中 的 电子 被 正比 于 其 位 移 的 力 束缚 住 
(好 像 被 弹簧 维持 在 其 位 置 上 似 的 )。 我 们 曾经 强调 ,这 并 非 原子 的 正统 经 典 模型 ,但 以 后 将 
证 明 , 正 确 的 量子 力学 理论 (在 一 些 简单 情况 中 ) 会 给 出 等 效 于 这 一 模型 的 结果 。 在 以 往 的 
处 理 中 ,我 们 从 未 将 原子 振子 中 的 阻尼 力 那 种 可 能 性 包括 进去 ,但 现在 就 要 这 样 来 做 。 这 种 
力 相当 于 对 运动 的 阻力 ,也 就 是 与 电子 速度 成 正比 的 力 。 于 是 运动 方程 为 


下 一 qE 一 mm( 衬 十 并 十 olz)， (32.1) 
式 中 工 是 平行 于 E 方向 的 位 移 ( 我 们 正 假设 一 种 各 向 同性 的 振子 ,其 恢复 力 在 一 切 方 向 都 


相同 。 并 且 ,我 们 目前 也 在 考虑 一 个 线 偏振 波 ,以 致 E 不 改变 方向 )。 如 果 作用 于 原子 上 的 
电场 随时 间 正 弦 地 变化 , 则 可 以 写 出 





E= Ee™. (32.2) 
于 是 位 移 将 以 同样 的 频率 振动 ,因而 可 令 
X= Zoe™. 

将 之 = iuz 和 之 二 一 w?z 代入 式 (32. 1) ,就 能 够 用 下 来 解 出 : 

gm 下 
ti tm 
如 果 已 经 知道 位 移 , 则 可 算出 加 速度 ,并 求 得 引起 折射 率 的 辐射 波 。 这 就 是 以 前 在 第 1 卷 
第 31 章 中 曾经 计算 过 折射 率 的 那 种 办 法 。 


然而 ,现在 想 要 采取 一 种 不 同 的 计算 方法 。 一 个 原子 的 感 生 偶 极 矩 p 为 qz ,或 利用 式 
(32. 3), 即 得 


工 一 (32.3) 


gm 


p= re FE: (32.4) 


由 于 p 与 E 成 正比 ,所 以 我 们 可 写成 
Pp = ca(w)E, (32.5) 
式 中 a 称 为 原子 极 化 率 ”。 采 用 这 一 定义 ,得 


gi /meo 
= + iyw + 
关于 原子 中 电子 运动 的 量子 力学 解 给 出 除了 下 述 一 些 修正 之 外 的 相似 结果 。 每 一 种 原 
子 “ 具 有 若干 个 固有 频率 ,而 每 个 频率 有 其 本 身 的 阻尼 常数 Y。 并 且 ,每 种 振动 模式 的 有 效 
“强度 "各 不 相同 ,这 可 用 每 个 频率 的 极 化 率 乘 以 强度 因子 了 来 表示 ,我 们 预期 了 是 数量 级 
为 1 的 数值 。 对 于 每 个 振动 模式 ,用 oo， 和 ff 代表 那 三 个 参数 w。, 7 和 了 ,并 对 不 同 的 


a= 


(32.6) 


* 在 整个 本 章 中 我 们 将 遵照 第 1 卷 第 31 章 中 的 那 种 符号 表示 法 ,并 令 a 代表 原子 极 化 率 , 如 在 这 里 所 
定义 的 。 在 上 一 章 中 我 们 曾 利用 a 代表 体积 极 化 率 一 一 即 P 对 E 的 比率 ,在 本 章 的 记 法 中 则 应 该 是 P = 
NacoE, 见 式 (32. 8)。 

** ”这 里 按 原文 只 是 “The atoms” ,我 们 将 其 改 成 “每 一 种 原子 ", 似 较 确切 些 。 一 一 译 者 注 
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模式 全 部 求 和 , 则 我 们 可 把 式 (32. 6) 修 改 成 : 


oo = 大 习 一 人 (32.7) 


+i 十 ol 


如 果 N 是 该 材料 内 单位 体积 的 原子 数 , 则 极 化 强度 P 就 恰好 是 Np = co NaE, 并 正比 
于 EE: 





P= Na(w)E. (32. 8) 


换 句 话说 , 当 有 一 正弦 电场 作用 于 材料 上 时 ,就 有 一 个 正比 于 该 电场 的 单位 体积 感 生 偶 极 
矩 一 一 我 们 要 强调 比例 常数 a 与 频率 有 关 。 当 频率 非常 高 时 ,a 很 小 , 即 响应 不 厉害 。 然 
而 ,在 低频 时 ,就 可 能 存在 较 强 的 响应 。 并 且 , 这 个 比例 常数 是 一 复数 ,这 意味 着 极 化 强度 并 
不 完全 跟随 着 电场 变化 ,而 是 其 相位 在 某 种 程度 上 可 能 被 移动 了 。 无 论 如 何 ,总 会 有 一 个 其 
大 小 正比 于 电场 强度 的 单位 体积 极 化 强度 。 


$32-2 在 电介质 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 


物质 中 极 化 现象 的 存在 意味 着 材料 内 部 有 了 极 化 电荷 和 极 化 电流 ,而 为 了 求 场 就 应 该 
把 它们 放 进 完整 的 麦克 斯 韦 方程 组 中 。 我 们 这 回 要 在 这 种 情况 下 求解 麦克 斯 韦 方程 组 , 即 
其 中 的 电荷 和 电流 不 像 在 真空 里 那样 各 等 于 零 , 而 是 由 极 化 矢量 所 隐蔽 地 给 出 。 第 一 步 是 
明确 地 找 出 电荷 密度 p 和 电流 密度 j ,它们 是 对 我 们 过 去 定义 P 时 所 考虑 的 相同 尺度 的 小 
体积 平均 过 的 。 于 是 ,我 们 所 需要 的 p 和 j 能 够 从 极 化 强度 获得 。 

我 们 已 在 第 10 章 中 见 到 , 当 极 化 强度 P 逐 处 变化 时 ,就 存在 由 下 式 给 出 的 电荷 密度 : 


pat =—V*P. (32.9) 


虽然 我 们 当时 处 理 的 是 静 场 ,但 同样 的 公式 也 适用 于 随时 间 变 化 的 场 。 可 是 , 当 P 随时 间 
变化 时 ,就 有 电荷 在 运动 ,因而 也 存在 极 化 电流 。 每 个 振动 电荷 贡献 的 电流 等 于 其 电荷 9。 
乘 以 其 速度 v, 设 单位 体积 共有 N 个 这 样 的 电荷 , 则 电流 密度 j 为 


j = Ngw. 


既然 我 们 知道 v= dz /dt, 那么 j 一 Ngq.(dz /dt) ,这 恰好 就 是 dP /dt。 因此 ,由 变化 着 的 极 化 
强度 引起 的 电流 密度 为 


i 
Jak 一 dr (32. 10) 


我 们 的 问题 现在 既 直 接 而 又 简单 。 利 用 式 (32. 9) 和 (32. 10) ,我 们 要 用 由 P 表示 的 电 
荷 密度 和 电流 密度 来 写 出 麦克 斯 韦 方程 组 (假定 在 该 材料 中 并 没有 别 的 电流 和 电荷 )。 然 后 
再 用 式 (32. 5) 把 P 与 E 联系 起 来 ,并 对 E 和 B 求解 方程 ,寻找 波动 解 。 

在 做 此 事 之 前 ,我 们 想 要 做 一 个 历史 性 的 注解 。 麦 克 斯 韦 原来 写 出 的 方程 式 在 形式 上 
与 我 们 现在 所 用 的 不 同 。 由 于 这 些 方程 在 过 去 许多 年 中 曾 被 写成 这 种 不 同形 式 一 一 而 且 目 
前 还 有 许多 人 按照 那样 来 写 一 一 我 们 将 解释 其 中 的 区 别 。 在 早期 , 介 电 常 量 机 制 还 未 受到 
充分 和 清楚 的 认识 。 原 子 的 本 性 既 未 被 理解 ,材料 的 极 化 也 不 清楚 。 因 此 人 们 并 未 认识 到 
对 电荷 密度 p 会 有 来 自 V ' 己方 面 的 贡献 。 他 们 仅 攒 那些 不 受 原子 束缚 的 电荷 (诸如 在 导线 
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中 流动 的 电荷 或 从 表面 上 擦 去 的 电荷 ) 来 思考 问题 。 
今天 ,我 们 更 喜欢 让 p 代表 总 电荷 密度 ,包括 被 束缚 的 原子 电荷 所 产生 的 那 部 分 。 若 我 
们 把 这 一 部 分 称 为 ak , 则 可 以 写 出 
p= pt 十 PK 他 ， 
式 中 px 就 是 麦克 斯 韦 曾经 考虑 过 的 电荷 密度 ,而 且 是 指 那些 不 会 被 束缚 于 个 别 原子 上 的 
电荷 。 于 是 可 写 出 
VE to 


把 式 (32. 9) 代 入 pak ,得 





或 
V: (woE+P) = px 他 。 2 


在 麦克 斯 韦 方程 组 中 有 关 VX B 的 电流 密度 ,一 般 也 有 来 自 受 束缚 的 原子 电流 的 贡献 ， 
因此 可 以 写 出 
了 一 jak + jxe, 
而 麦克 斯 韦 方程 则 变 成 
AVXB= i +i 十 3 有 (32. 12) 


利用 式 (32. 10) ,我 们 得 
wc VXB= jxet2(oE+P). (32.13) 


现在 你 可 以 明白 ,假如 由 下 式 定义 一 个 新 的 矢量 D: 


D=wE+P, (32. 14) 
则 两 个 场 方程 就 会 变 成 
V:D= px (32.15) 
和 
ce VXB = jxa 十 2 (32.16) 


这 些 实际 上 就 是 麦克 斯 韦 对 于 电介质 所 用 的 形式 。 他 的 其 余 两 个 方程 则 是 


pe 
VXE=—3 


和 
.有 一 0， 
这 些 与 我 们 目前 所 用 的 相同 。 


麦克 斯 韦 以 及 其 他 早期 工作 者 还 遇 到 一 个 与 磁性 材料 (我 们 不 久 即将 加 以 考虑 ) 有 关 的 
问题 。 由 于 他 们 还 不 知道 导致 原子 磁性 的 环行 电流 ,因此 他 们 所 使 用 的 电流 密度 还 缺少 这 


Ron 
另 一 部 分 。 他 们 实际 上 写 出 的 并 非 式 (32. 16) ,而 是 


VxH= 了 + 罗 ， (32.17) 


式 中 的 互 与 cc:B 不 同 之 处 在 于 后 者 已 包括 了 原子 电流 的 效应 * (于 是 六 就 代表 剩 下 的 其 
余 电流 )。 所 以 麦克 斯 韦 拥有 四 个 场 矢量 下, D, B 和 HH,D 和 HH 是 不 关心 材料 内 部 正在 进 
行 着 的 过 程 的 一 种 隐蔽 方法 ,你 会 在 许多 地 方 找到 用 这 种 方式 写 出 的 方程 组 。 
为 了 求解 该 方程 组 ,有 必要 把 症 和 互 与 其 他 的 场 联 系 起 来 ,而 人 们 往往 写成 

D=.E 和 B = lH. (32.18) 
然而 ,这 些 关系 式 对 于 某 些 材料 只 是 近似 地 正确 ,而 且 即 使 如 此 也 只 有 在 场 随时 间 变 化 不 太 
迅速 时 才 行 (对 于 按 正 弦 变 化 的 场 ,人 们 往往 能 够 通过 使 < 和 A 成 为 频率 的 复 变 函 数 而 将 式 
子 按照 这 样 写 出 ,但 对 于 场 的 任意 时 间 变 化 那 就 不 行 )。 所 以 在 求解 这 些 方程 时 往往 受到 各 


种 形式 的 欺骗 。 我 们 认为 ,正确 的 办 法 乃 是 用 目前 所 理解 为 基本 的 那些 量 来 保持 那些 方程 
式 一 一 而 这 正 是 我 们 一 贯 做 的 。 


$32-3 电介质 中 的 波 


我 们 现在 想 要 求 出 : 哪 种 类 型 的 电磁 波 才能 在 这 样 的 电介质 中 存在 ,其 中 除了 束缚 于 原 
子 中 的 电荷 外 并 无 其 他 附加 电荷 ,为 此 我 们 取 p 二 一 V*P 和 j = 9P /3t。 这样 ,麦克 斯 韦 方程 


组 变 成 
(E+) 


to 


(a)V. 已 = 一 了 了，(b) YXB 一 也 
机 4 (32.19) 
(eVYx 下 = 一 噶 ， (d)v.B=0. 


可 按照 以 前 做 过 的 那样 来 求解 这 些 方程 式 , 即 从 取 式 (32. 19c) 的 旋 度 开始 : 


VX (VXE) =—F VXB. 
其 次 ,利用 矢量 恒等式 
VX(VXE)=V(V: E)—VE, 
利用 式 (32. 19b) 并 代替 VX B, 便 得 


上 
VCV .E) 一 VE 一 二 二 -二 二. 


* 这 说 法 从 式 子 的 表面 看 似乎 是 对 的 ,因为 式 左边 只 出 现 H( 而 不 出 现 B) ,右边 只 出 现 六 (而 不 出 现 
四)。 但 实际 上 是 不 包括 原子 电流 效应 的 ,这 可 从 式 (36. 12) 看 出 。D 也 是 不 包括 极 化 电荷 的 效应 的 ,但 
由 于 pak 一 一 V*P, 在 减 去 此 方面 的 效应 时 , 负 负 为 正 得 了 在 中 间 的 一 个 正 号 ( 即 D 二 E+P)。 只 有 EE 
才 是 包括 一 切 电荷 的 电场 ,又 只 有 B 才 是 包括 一 切 电流 的 磁场 。 这 些 正确 观点 在 本 书 中 各 处 都 由 作者 经 
常 加 以 反复 强调 。 一 一 译 者 注 
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对 于 V ' E 则 利用 式 (32. 19a) ,因而 得 





Wo 1 aPp 
VE 六 VCV P) + 5 (32.20) 


所 以 我 们 现在 所 得 到 的 并 非 是 波动 方程 ,而 是 达 朗 贝尔 算 符 作 用 于 EE, 等 于 含有 极 化 强度 P 
的 两 项 。 
然而 ,由 于 P 取决 于 E, 所 以 方程 式 (32. 20) 可 能 仍 存在 波动 解 。 现 在 我 们 将 限于 各 向 
同性 电介质 中 ,因而 P 始终 与 E 同 向 。 让 我 们 尝试 找 出 沿 = 方向 行进 的 波 的 解 ,这 样 电场 也 
许 会 按 ew 所 变化 。 我 们 也 将 假定 波 是 在 方向 偏振 的 , 即 电场 只 有 一 个 x 分量。 我 们 写 出 
E, = Ee ™), (32.21) 
你 知道 , 任 一 个 (z 一 vt) 的 函数 代表 一 个 以 速率 v 传播 的 波 。 式 (32. 21) 的 指数 可 以 写 
成 


-i (< 一 名 :), 


因而 式 (32. 21) 就 代表 一 个 具有 如 下 相 速 的 波 : 
vi = w/k. 
折射 率 ” 是 通过 令 
wm 
而 被 定义 的 ( 见 第 1 卷 第 31 章 )。 这 样式 (32. 21) 就 变 成 
E: = Ere 


因此 ,我 们 可 以 先 求 出 要 使 式 (32. 21) 满 足 适当 的 场 方程 所 需 的 上 值 ,然后 再 应 用 下 式 求 
出 n: 
kc 


n= 一。 (32.22) 
w 


由 于 在 各 向 同性 的 材料 中 ,常常 只 有 极 化 的 一 个 分 量 ,于 是 P 不 会 随 z 坐标 发 生变 化 ,所 
以 VP=0, 这 样 便 消除 了 式 (32. 20) 右 边 的 第 一 项 。 并 且 , 由 于 我 们 现在 假定 电介质 是 线 
性 的 ,所 以 P. 可 能 按 e 变化 ,而 3P。/ae2 = 一 过 P-。 这 样 , 式 (32. 20) 中 的 拉 普 拉 斯 算 符 简 
单 地 变 成 3 E, /az = 一 外 E，, 因而 得 到 


一 BE 十 过 E. = 一 刀 P.. (32. 23) 


现在 让 我 们 暂时 假定 ,由 于 E 按照 正弦 形式 变化 ,所 以 可 以 令 P 正 比 于 EE, 犹 如 式 
(32. 8) 那 样 (以 后 我 们 将 要 回来 讨论 这 一 假定 )。 因 而 写 出 
P, = eo NaE.. 
这 样 ,从 式 (32. 23) 中 除去 E, ,从 而 求 得 


大 二 等 (1+ Na). (32. 24) 
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我 们 已 经 发 现 一 个 像 式 (32. 21) 那 样 的 波 , 其 波 数 & 由 式 (32.24) 所 给 出 ,该 波 将 满足 各 个 场 
方程 。 利 用 式 (32. 22) , 则 折射 率 n 将 由 下 式 给 出 : 
n=1+Na. (32.25) 


让 我 们 把 这 一 个 式 同 在 气体 折射 率 的 理论 (第 1 卷 第 31 章 ) 中 所 得 到 的 式 子 做 比较 。 
在 那里 ,我 们 曾经 得 到 式 (31. 19) , 即 





(32. 26) 


由 式 (32.6) 取 a, 则 式 (32. 25) 应 给 出 
Ng? 
mo — w+iyw t+" 
首先 ,这 里 有 一 个 新 项 iyw, 这 是 由 于 我 们 正 把 振子 的 损耗 包括 进去 的 缘故 。 其 次 ,前 一 个 
式 子 左 边 是 n 而 不 是 nw* ,所 以 又 有 一 个 附加 因数 1 /2。 但 要 注意 ,如 果 N 足够 小 以 致 n 接 
近 于 1( 如 在 气体 中 的 情况 ) , 则 式 (32. 27) 表 明 mw 等 于 1 加 上 一 个 小 数目 : n* = 1 十 co。 于 是 
可 以 写成 一 VI 干 cs1 十 ,而 且 两 个 表示 式 也 就 彼此 等 价 。 这 样 , 我 们 的 新 方法 对 于 气 
体 给 出 与 以 前 相同 的 结果 。 

现在 ,你 或 许 认为 , 式 (32. 27) 也 应 给 出 稠密 材料 的 折射 率 。 然 而 ,由 于 以 下 几 个 原因 它 
需要 做 修正 。 首 先 , 关 于 这 个 式 子 的 推导 曾 假定 作用 于 每 个 原子 的 极 化 场 是 场 E,。 然 而 ， 
这 一 假定 并 不 正确 ,因为 在 稠密 材料 中 也 还 有 附近 其 他 原子 所 产生 的 ,与 E, 相差 不 多 的 
场 。 当 我 们 过 去 学 习 电介质 中 的 静电 场 时 也 曾 考虑 过 相似 的 问题 ( 见 第 11 章 )。 你 会 记得 ， 
我 们 当时 通过 想象 将 一 个 单独 原子 置 于 周围 电介质 的 一 个 球形 空 穴 中 而 估计 它 所 在 处 的 
场 。 在 这 样 一 个 空 穴 的 场 一 一 我 们 曾 称 为 局 部 电场 一 一 比 起 平均 场 E 来 要 超出 P/(3c。) 
(然而 ,应 该 记 住 ,这 一 结果 只 有 在 各 向 同性 材料 一 一 包括 立方 晶体 的 那 种 特殊 情况 一 一 中 
' 才 是 严格 正确 的 )。 

相同 的 论证 对 于 波 中 的 电场 也 会 适用 ,只 要 波长 比 原子 间距 大 得 多 便 行 。 在 这 种 限制 
情况 下 ,我 们 可 以 写 出 


r=1+ 





(32.27) 





Eg = E+ 起. (32. 28) 
这 局 部 电场 应 该 就 是 用 于 式 (32. 3) 中 的 巨 场 ,也 就 是 说 , 式 (32. 8) 应 重新 写成 
P = coNaE nw. (32. 29) 
应 用 式 (32. 28) 的 Emis , 求 得 
P=oNa(E+ 王 ) 
或 


成 = 人 (32. 30) 


换 句 话说 ,在 稠密 材料 中 已 仍旧 正比 于 E( 对 正弦 变化 的 场 来 说 )。 然 而 ,比例 常数 却 不 是 
%Na[ 如 在 式 (32. 23) 下 面 的 式 中 我 们 曾 写 出 的 那样 ] ,而 应 该 是 coNa/[1 一 (Na/3)]。 因 此 
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就 必须 将 式 (32. 25) 改 正 为 he 
9 1+I—(N Ay (32.31) 


如 果 把 这 个 式 写 成 如 下 形式 , 那 就 更 加 方便 : 
i 
3 一 Na， (32. 32) 
在 代数 上 上 两 式 是 等 价 的 ,这 就 是 大 家 熟悉 的 克 劳 修 斯 - 莫 索 提 方程 。 

在 稠密 材料 中 还 有 另 一 种 复杂 性 。 由 于 相 邻 原子 如 此 靠近 ,它们 之 间 便 有 强烈 的 相互 
作用 。 因 此 ,那些 内 部 的 振动 模式 改变 了 。 原 子 振动 的 固有 频率 因 这 些 相互 作用 而 被 扩大 
了 ,所 以 它们 往往 受到 很 严重 的 阻尼 一 一 阻力 系数 变 得 很 大 。 因 此 ,固体 中 的 那些 mw 和 7 
与 在 自由 原子 中 的 相 比 就 很 不 相同 。 虽 然 有 这 些 限 制 ,但 我 们 仍然 至 少 可 以 近似 地 利用 式 
(32.7) 来 表示 a。 于 是 就 有 


nl_ Na: 
5 i Fe 








(32. 33) 


最 后 一 个 复杂 性 。 如 果 稠 密 材料 是 几 种 成 分 的 混合 物 , 则 每 一 种 成 分 都 对 极 化 有 贡献 。 
总 的 a 就 等 于 这 混合 物 中 每 种 成 分 贡献 之 和 [除了 对 有 序 晶体 中 局 部 场 近 似 式 (32. 28) 的 不 
准确 性 一 一 过 去 分 析 铁 电 体 时 我 们 就 曾 讨 论 过 的 效应 一 一 外 ]。 把 每 种 成 分 单位 体积 的 原 
子 数 写成 N, , 便 可 用 下 式 代替 式 (32. 32) : 





3 ($3)= DNa,, (32. 34) 


其 中 每 个 a 将 由 像 式 (32. 7) 那 样 的 表示 式 给 出 。 于 是 式 (32. 34) 就 完成 了 我 们 关于 折射 率 
理论 的 工作 。3(m 一 1) 人 (到 十 2) 这 个 量 由 频率 的 某 个 复 变 函数 给 出 ,而 这 个 函数 就 是 平均 
原子 极 化 率 a(w)。 关 于 稠密 物质 中 a(w) 的 准确 计算 ( 即 要 求 出 f, % 和 wo ) 是 量子 力学 中 
的 困难 问题 ,只 对 于 几 种 特别 简单 的 物质 才 根 据 第 一 性 原理 完成 了 这 种 计算 。 


$32-4 复 折射 率 


现在 要 来 考察 上 述 结果 , 即 式 (32. 33)。 首 先 , 我 们 注意 到 “ 是 一 复数 ,因而 折射 率 ” 也 
必 将 是 一 复数 。 这 意味 着 什么 呢 ? 现在 让 我 们 试 将 ”写成 实 部 与 虚 部 之 和 ; 


n= ng im, (32. 35) 


其 中 m 和 nm 都 是 w 的 实数 函数 。 我 们 在 im 之 前 写 上 一 负 号 ,因此 在 所 有 普通 光学 材料 中 
m 将 是 一 正 值 (在 普通 非 活动 性 材料 一 一 不 像 激 光 器 或 光源 本 身 那 样 的 材料 一 一 中 7 是 正 
数 ,而 使 得 ”的 虚 部 为 负 )。 式 (32. 21) 所 表示 的 平面 波 可 以 用 ” 写 出 ,为 


E. = Ee 
将 n 写 成像 式 (32. 35) 中 的 那样 , 则 有 
E, = 本 cc wh. (32. 36) 
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项 ex" 表示 以 速率 c/nn 传播 的 波 ,因而 ns 就 代表 我 们 正常 所 认为 的 折射 率 。 但 这 个 
波 的 振幅 为 
Bs 

它 随 = 指数 式 地 减弱 。 对 于 m ~ nn /(27) 的 情况 ， 
在 某 一 时 刻 ,电场 强度 作为 = 的 函数 曲线 如 图 32-1 
所 示 。 至 于 折射 率 的 虚 部 则 表示 由 于 在 原子 振子 
中 的 能 量 损耗 而 引起 的 波 的 衰减 。 波 的 强度 与 波 
幅 的 平方 成 正比 ,因而 


强度 cc enerk。 

这 往往 被 写成 
强度 cc ee， 

其 中 有 = 2wn/e 称 为 吸收 系数 。 这 样 在 式 (32. 33) 
中 我 们 就 不 仅 得 到 了 材料 的 折射 率 理论 ,而 且 同样 
也 有 了 材料 吸收 光 的 理论 。 

在 通常 我 们 认为 是 透明 的 材料 中 , 量 c/(wni) 一 一 
具有 长 度量 纲 一 一 比 起 该 材料 的 厚度 来 是 很 大 的 量 。 





图 32-1 在 某 一 时 刻 *，E,(z) 曲 线 ， 
设 m ng 人 (27) 


$32-5 混合 物 的 折射 率 


关于 折射 率 理论 还 有 另 一 个 可 以 用 实验 来 进行 核对 的 预言 。 假 设 我 们 考虑 一 个 含有 两 
种 材料 的 混合 物 。 这 混合 物 的 折射 率 并 非 是 两 种 折射 率 的 平均 值 ,而 应 当 按 式 (32. 34) 所 示 
的 那样 由 两 个 极 化 率 之 和 来 给 出 。 如 果 我 们 问 起 (比如 说 ) 糖 溶液 的 折射 率 ,那么 总 极 化 率 
就 是 水 与 糖 的 两 个 极 化 率 之 和 。 当 然 ,每 个 极 化 率 必须 用 该 种 物质 单位 体积 内 的 分 子 数 作 
为 N 来 计算 。 换 句 话说 , 若 给 定 溶液 中 有 N' 个 极 化 率 为 wm 的 水 分 子 和 N, 个 极 化 率 为 m 
的 蔗糖 (Ca Hz:Ou ) 分 子 , 则 应 该 有 





3(SF)= Na 十 Ne。 (32. 37) 

可 以 通过 测量 不 同 浓度 的 蔗糖 水 溶液 的 折射 率 ,应 用 此 式 对 照 实验 结果 来 检验 我 们 的 
理论 。 然 而 ,这 里 我 们 得 做 几 种 假设 。 上 面 的 公式 假定 当 蔗 糖 溶解 于 水 中 时 并 没有 发 生化 
学 反应 ,而 对 各 个 原子 振子 的 扰动 在 不 同 浓度 中 差异 不 会 太 大 。 所 以 上 述 结果 肯定 只 是 近 
似 的 。 不 管 怎样 ,还 是 让 我 们 来 看 看 这 个 式 子 到 底 如 何 有 效 。 

选取 蔗糖 溶液 这 一 例子 是 因为 在 《化 学 与 物理 学 手册 》( Handbook of Chemistry and 
Physics) 中 有 一 个 关于 折射 率 测量 值 的 很 好 的 表 , 而 且 又 因为 蔗糖 是 一 种 分 子 晶体 ,所 以 在 
其 溶解 过 程 中 并 没有 发 生 过 电离 或 其 他 任何 会 改变 其 化 学 状态 的 事情 。 

我 们 在 表 32-2 的 头 三 行 中 给 出 从 手册 中 查 出 来 的 数据 。A 列 为 蔗糖 按 重 量 计 的 百 分 
比 ,B 列 为 测 得 的 密度 (gcm ) ,而 C 列 则 为 用 589. 3 nm 波长 的 光 时 测 得 的 折射 率 。 对 于 
纯 的 糖 ,我 们 已 经 取得 了 糖 晶体 折射 率 的 测量 值 。 这 种 晶体 并 非 各 向 同性 的 ,因而 所 测 得 的 
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折射 率 沿 各 方向 是 不 同 的 。 该 手册 给 出 三 个 数值 : 
m=1.5376, m 一 1.5651, ms 一 1.5705， 


我 们 取 其 平均 值 。 

现在 我 们 可 以 试 着 算出 每 种 浓度 的 ,但 不 知道 对 a 或 a 取 何 值 。 让 我 们 用 这 种 方法 
来 检验 该 理论 :假定 水 的 极 化 率 (a ) 在 所 有 各 种 浓度 时 都 相同 ,并 利用 n 的 实验 值 及 从 式 
(32. 37) 解 出 wx 从 而 算出 蔗糖 的 极 化 率 。 如 果 这 一 理论 正确 , 则 对 于 所 有 浓度 都 应 得 到 相 
同 的 me。 

首先 ,必须 知道 N 和 N; :让 我 们 用 阿 伏 件 德 罗 数 Ne 来 表示 它们 。 试 取 1 升 (1 000 cm ) 
作为 体积 单位 。 于 是 N, /N。 等 于 每 升 的 质量 除 以 克 分 子 量 。 而 每 升 的 质量 则 是 密度 ( 乘 
1 000 后 获得 每 升 克 数 ) 乘 以 蔗糖 或 水 的 用 分 数 表示 的 含量 。 就 这 样 , 得 到 了 记 在 该 表 D 和 
王 两 列 中 的 N: /Ne 和 Ni /No 。 


表 32-2 项 糖 溢 液 的 折射 率 ,与 式 (32. 37) 的 预言 做 比较 





从 手册 中 查 出 来 的 数据 

























A B C D E F G 
莽 糖 分 数 每 升 蔗 烽 | 每 升水 | mi、| N 
含 最 (以 重 | 密度 | 的 摩尔 数 。 | 的 摩尔 数 | 3( 呈 2) | | 
量 计 ) (gem-?) | (20C) Nz /Ne Ni /No 





55.5 
43.8 
34.15 
12.02 





0.617 
0.698 
0.759 
0. 886 
0.960 



















a 纯 水 ;b 芒 糖 品 体 ie 平均 值 ( 见 书 中 );d 蔗糖 的 分 子 量 一 342ie 水 的 分 子 量 一 18。 


在 F 列 ,我 们 从 C 列 中 的 实验 =” 值 算出 了 3(m 一 1)/(w 十 2)。 对 于 纯 水 来 说 ， 
3(w 一 1) /(w? 十 2) 为 0.617, 那 恰好 是 Niw 。 然 后 我 们 便 能 填 上 G 列 中 的 其 余部 分 ,因为 
对 于 每 一 行 G/E 只 容许 有 相同 的 比值 一 一 即 0. 617 : 55. 5。 从 下 列 减 去 G 列 , 便 得 到 蔗糖 
的 Nsaz 那 一 部 分 贡献 ,如 H 列 所 示 。 把 这 些 数字 用 D 列 中 的 N; /N。 值 来 除 ,我 们 便 得 到 
如 丁 列 所 示 的 Noas 的 值 。 

根据 我 们 的 理论 ,应 该 预计 所 有 的 Necz 值 都 相同 。 它 们 虽然 并 不 完全 相同 ,但 也 相当 
接近 。 可 以 得 出 结论 说 ,我 们 的 想法 是 相当 正确 的 。 而 且 , 我 们 还 发 现 糖分 子 的 极 化 率 似乎 
与 其 周围 环境 的 关系 不 是 太 大 一 一 它 的 极 化 率 在 稀 溶液 与 在 晶体 中 几乎 相同 。 


$32-6 金属 中 的 波 


在 本 章 中 我 们 对 固体 材料 所 建立 的 理论 也 可 应 用 于 像 金属 那 种 良 导体 ,但 要 作 很 小 的 修 
正 。 在 金属 中 , 某 些 电子 缺乏 把 它们 维系 在 任何 特定 原子 上 的 束缚 力 , 而 正 是 这 种 “自由 "电子 
才 引 起 了 导电 性 。 别 的 电子 则 被 受 束缚 着 ,而 上 面 的 理论 对 这 些 电子 是 直接 适用 的 。 然 而 ,这 

















* 本 节 原 文中 有 些 地 方 把 重量 和 质量 搞 混 了 。 一 一 译 者 注 
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些 束缚 电子 的 影响 往往 被 那些 传导 电子 的 效应 所 掩 没 ,我 们 现在 将 只 讨论 自由 电子 的 效应 。 

如 果 一 个 电子 没有 受到 恢复 力作 用 一 一 但 对 其 运动 仍 有 某 种 阻力 一 一 则 它 的 运动 方程 
与 式 (32. 1) 的 差别 就 仅 在 于 缺少 sz 那 一 项 。 所 以 在 其 余 的 推导 过 程 中 我 们 所 必须 做 的 
一 切 就 是 令 点 = 0 一 一 此 外 还 有 一 点 不 同 。 过 去 所 以 必须 要 在 电介质 中 区 别 平均 场 与 局 
部 场 ,是 因为 在 电介质 中 每 个 偶 极 子 的 位 置 是 固定 的 ,从 而 与 其 他 偶 极 子 位 置 就 有 确定 的 关 
系 。 但 由 于 金属 中 的 传导 电子 到 处 运动 ,作用 于 其 上 的 场 平均 说 来 恰好 是 平均 场 已 。 因 此 ， 
我 们 利用 式 (32. 28) 对 式 (32. 8) 所 做 的 修正 ,对 于 传导 电子 就 不 应 该 做 了 。 这 样 , 金 属 的 折 
射 率 公式 ,除了 应 令 wm 等 于 零 之 外 ,看 来 就 应 像 式 (32. 27) , 即 





(32. 38) 


这 只 是 来 自传 导电 子 方面 的 贡献 ,但 我 们 将 假定 对 于 金属 来 说 这 是 主要 项 。 
现在 我 们 甚至 知道 了 怎样 去 找 出 用 于 表示 7 的 值 , 因 为 它 与 金属 的 电导 率 有 关 。 在 第 
1 卷 第 43 章 中 就 曾 讨 论 过 金属 的 电导 率 如 何 起 源 
于 自由 电子 在 穿越 晶体 中 时 的 扩散 。 这 些 电子 从 Ve 
一 次 散射 至 另 一 次 散射 遵循 的 是 锯齿 形 路 径 , 而 
在 两 次 散射 之 间 除 了 由 于 任意 的 平均 电场 所 引起 
的 加 速 之 外 ,它们 的 运动 是 自由 的 (如 图 32-2 所 
示 )。 在 第 1 卷 第 43 章 中 ,我 们 曾 求 得 平均 漂移 在 两 次 碰 擅 之 间 的 平均 时 间 为 + 
速度 恰好 等 于 加 速度 乘 以 两 次 碰撞 间 的 平均 时 间 图 32-2 一 个 自由 电子 的 运动 
Tr。 加 速度 为 g.E /m, 因 而 
ves — Er. (32. 39) 
这 一 公式 曾 假定 已 为 常数 ,从 而 vms 就 是 一 个 恒定 速度 。 由 于 没有 平均 加 速度 ,所 以 阻尼 
力 等 于 外 加 力 。 我 们 已 用 ymv 表示 阻尼 力 [ 见 式 (32. 1)] 而 定义 了 7, 这 个 力 应 当 等 于 q.E， 
因此 就 有 
7= i. (32. 40) 


虽然 我 们 不 能 轻易 地 直接 测 得 r, 但 仍 可 以 通过 测量 金属 的 电导 率 来 确定 它 。 从 实验 
上 发 现 ,金属 中 的 电场 下 会 产生 一 个 密度 为 了 的 电流 (对 于 各 向 同性 材料 而 言 ) : 
j= ok. 
这 个 比例 常数 o 称 为 电导 率 。 这 恰好 就 是 我 们 从 式 (32. 39) 所 预期 的 ,只 要 令 
了 一 Navas. 
于 是 


2 


a (32.41) 


m 


所 以 一 一 因而 > 一 一 就 可 以 同 观测 到 的 电导 率 联系 起 来 。 利 用 式 (32. 40) 与 (32. 41), 还 可 
以 把 折射 率 的 公式 (32. 38) 重 新 写成 如 下 形式 : 


444 | 费 恩 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 一 一 -一 一 ~ 一 pi rcp 


i oho 
= 1+ Ey (32. 42) 
其 中 9 
ee mo 
5 (32.43) 


这 是 关于 金属 折射 率 的 一 个 简便 公式 。 


$ 32-7 ”低频 近似 与 高 频 近 似 ; 趋 肤 深度 与 等 离子 体 频率 


上 述 结果 , 即 关于 金属 折射 率 的 公式 (32. 42) ,预期 对 不 同 频率 的 波 的 传播 会 产生 很 不 
相同 的 特性 。 首 先 让 我 们 看 看 在 非常 低频 时 发 生 的 情况 。 若 w 足够 小 , 则 式 (32. 42) 可 以 
近似 为 : 

w= 一 i (32. 44) 


现在 ,正如 你 能 够 取 下 式 的 平方 而 加 以 核实 * ， 


所 以 对 于 低频 来 说 ， 
n=VoNZow) (1—i). (32.45) 


7 的 实 部 与 虚 部 的 大 小 相同 。 由 于 nn 既 有 这 么 一 个 大 的 虚 部 ,所 以 波 在 金属 中 就 会 迅速 地 
衰减 。 参 见 式 (32. 36) 可 知 ,在 z 方 向 行进 波 的 波幅 是 按照 下 式 递减 的 : 


exp[—Vow 702zucrJz]. (32. 46) 


让 我 们 将 此 式 写 成 
ME (32.47) 
于 是 ,这 里 的 6 是 波幅 被 前 弱 一 个 因子 e-' = 
波幅 1/2.72 一 一 或 约 三 分 之 一 一 时 波 所 经 过 的 距 
离 。 这 样 一 种 波 的 波幅 作为 = 的 函数 ,如 图 32-3 
所 示 。 由 于 电磁 波 将 透 入 金属 仅仅 这 段 距 离 ,所 以 
A 6 称 为 趋 肤 深 度 。 它 由 下 式 给 出 : 


6 =V2oc Now). (32.48) 


0 站 误 二 那么 所 谓 “ 低 " 频 指 的 是 什么 呢 ? 考察 式 

Um (32. 42) 可 以 知道 ,只 要 wr 远 小 于 1, 而 县 oxo/ 也 

图 32-3 一 个 横 电磁波 的 波幅 作为 进入 金 ” 远 小 于 1, 则 它 便 可 由 式 (32. 44) 做 近似 一 一 这 就 
属 中 距离 的 函数 是 说 ,我 们 的 低频 近似 适用 的 条 件 为 : 














* 或 者 写 出 一 i 二 e*?， VY 二 i 一 eh 二 cos x/4 一 isinx/4, 这 会 给 出 相同 的 结果 。 
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oi 


w< i (32.49) 
让 我 们 来 看 看 ,对 于 一 种 像 铜 那样 的 典型 金属 ,与 这 些 条 件 相当 的 是 什么 频率 。 我 们 利 
用 式 (32. 43) 算 出 r, 并 再 利用 观测 得 的 电导 率 以 求 得 ck。 从 手册 中 查 出 下 列 数据 : 
og = 5.76X10' (Qm)-， 
原子 量 =63.5,* 
密度 一 8.9 gcm”， 
阿 伏 伽 德 罗 常 量 = 6. 02 X 102( 克 原子 量 ):. 
如 果 我 们 假定 每 个 原子 中 有 一 个 自由 电子 , 则 每 立方 米 的 自由 电子 数 为 
N= 8.5X10"* m-:. 


利用 
4 =1.6X10"C, 
(0=8.85 X10 Fm- ， 
m=9.11 X10 kg, 
我 们 得 


r=2.4X10™s, 


1 =4.1x10" sr， 
t 
也 一 6.5X108 s 1. 
‘0 


所 以 对 低 于 约 10”* Hz 的 频率 (这 意思 是 指 ,对 于 自由 空间 波长 大 于 0. 3 mm 的 波 一 一 即 波 
长 十 分 短 的 无 线 电波 ) , 铜 将 具有 如 我 们 刚才 所 述 的 那 种 “低频 ”行为 。 
对 于 这 些 波 ,在 铜 内 的 趋 肤 深度 为 





对 每 秒 10 000 MHz 的 微波 来 说 (3 cm 波 ) 
6 = 6.7 X 10 cm. 


说 明 这 个 波 仅仅 透 入 十 分 微小 的 一 段 距离 。 
由 此 我 们 可 以 看 出 ,为 什么 在 研究 空 腔 (或 波导 ) 时 ,我 们 只 需 考虑 空 腔 里 的 场 ,而 不 


* 原文 为 atomic weight 二 63. 5 grams; 似 乎 有 误 , 一 一 译 者 注 
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需 关 心 金属 里 的 或 在 空 腔 外 面 的 场 。 并 且 ,我 们 也 明白 ,为 什么 通过 用 镀 上 一 薄 层 银 或 
金 就 能 降低 空 腔 里 能 量 的 损失 。 损 耗 来 自 电流 ,但 只 有 在 等 于 趋 肤 深度 的 那 一 薄 层 中 它 
才 是 明显 的 。 

假设 现在 考察 像 铜 一 类 金属 在 高 频 时 的 折射 率 。 对 十 分 高 的 频率 来 说 ,由 于 wr 比 1 要 
大 得 多 ,而 式 (32. 42) 可 很 好 地 近似 为 : 


下 一 1 一 一 





pop (32. 50) 
对 于 高 频 波 来 说 ,金属 的 折射 率 变 成 实数 一 一 并 小 于 1。 这 从 式 (32. 38) 来 看 也 是 明显 的 ， 
只 要 含有 7 的 耗 散 项 可 以 被 忽略 (这 对 于 非常 大 的 w 就 可 以 做 到 ) 就 行 。 式 (32. 38) 给 出 

Na: 
meow 
当然 ,这 与 式 (32. 50) 正 好 相同 。 以 前 我 们 曾 见 过 Ne: /(me。) 这 个 量 , 它 曾 被 称 为 等 离子 体 
振动 频率 的 平方 ($ 7-3): 





必 一 1 一 


(32.51) 


2 = Nga; 


ow ’ 
?om 





因此 就 可 以 将 式 (32. 50) 或 (32. 51) 写 成 
“人 

该 等 离子 体 频 率 是 一 种 "临界 "频率 。 

对 于 ww 一 w， 金属 的 折射 率 有 一 虚 部 ,因而 波 被 衰减 ;但 若 w 六 wr, 则 折射 率 是 实数 ,此 
时 金属 变 成 透明 的 了 。 你 当然 知道 ,金属 对 于 X 射线 是 相当 透明 的 ,但 有 些 金属 甚至 在 紫 
外 光 区 也 是 透明 的 。 表 32-3 中 ,给 出 了 几 种 金属 开始 变 成 透明 时 的 实验 观测 波长 。 在 第 二 
列 中 给 出 了 算出 来 的 临界 波长 M* = 2xc /ov。 鉴 于 实验 上 的 波长 值 并 非 十 分 确切 ,所 以 理论 
与 实践 的 这 种 符合 程度 就 是 相当 好 了 。 


表 32-3” 低 于 下 列 各 波长 ,金属 就 变 成 透明 
(实验 值 )(A) 





1550 
2 100 
3150 
3400 





“转录 自 :C.Kittel, Introduction to Solid State Physics, 2nd ed. , 1956, p. 266. 


你 可 能 会 觉得 奇怪 ,为 什么 等 离子 体 频率 会 与 金属 中 电磁 波 的 传播 有 关 。 在 第 7 章 中 ， 
等 离子 体 频率 曾 作为 自由 电子 的 密度 振荡 的 固有 频率 出 现 (一 群 电子 由 于 电力 作用 而 彼此 
互相 排斥 ,又 由 于 这 些 电子 的 惯性 引起 了 一 种 密度 振荡 )。 因 此 ,那些 等 离子 体 纵波 会 在 wy 
处 发 生 共振 。 可 是 现在 我 们 所 谈 的 却 是 横 电磁 波 ,而 又 已 发 现 这 些 横 波 在 低 于 wy 的 频率 时 
被 吸收 (这 是 一 个 有 趣 的 然而 并 不 是 偶然 的 巧合 )。 
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尽管 我 们 谈论 了 金属 中 波 的 传播 ,但 此 刻 你 会 意识 到 物理 现象 的 普 适 性 一 一 无 论 是 金 
属 中 的 电子 ,还 是 地 球 外 面 电离 层 的 等 离子 体 中 的 电子 或 星球 大 气 中 的 电子 ,它们 都 不 构成 
任何 差别 。 为 了 理解 电离 层 中 无 线 电 的 传播 ,我 们 可 以 使 用 同样 的 表示 式 一 一 当然 ,要 采用 
适当 的 N 和 值 。 现 在 我 们 能 够 弄 清楚 ,为 什么 无 线 电 长 波 会 被 电离 层 吸收 或 反射 ,而 短 
波 则 将 一 直 贯 穿 过 去 (如 果 要 同人 造 卫星 通信 ,就 必须 采用 短波 )。 

我 们 已 经 谈论 了 关于 金属 中 波 传播 的 高 频 与 低频 两 种 极端 情况 。 对 于 中 间 频 率 , 那 全 
频段 的 式 子 (32. 42) 就 必须 用 到 了 。 一 般 说 来 ,折射 率 具有 实 部 和 虚 部 , 当 波 传 入 金属 时 会 
受到 衰减 。 对 于 很 薄 的 层 ,金属 甚至 在 光 频 时 也 有 一 点 透明 。 作 为 一 个 例子 ,为 在 高 温 炉 旁 
工作 的 人 们 所 制作 的 特种 护 目镜 就 是 在 玻璃 上 蒸发 一 薄 层 金 制 成 的 。 可 见 光 能 够 相当 好 地 
透 过 它 一 一 带 有 墨绿 色 一 一 但 红外 线 则 强烈 地 被 它 吸收 。 

最 后 ,读者 肯定 会 注意 到 ,这 里 许多 公式 同 第 10 章 中 所 曾 讨 论 过 的 有 关 介 电 常 量 * 的 
那些 公式 在 某 些 方面 相似 。 介 电 常 量 量度 了 材料 对 恒定 场 、 即 对 w = 0 的 场 的 响应 。 如 果 
你 仔细 地 考察 x 和 * 的 定义 ,你 就 会 见 到 * 不 过 是 当 w>0 时 mw 的 极限 。 诚 然 ,在 本 章 的 方 
程 中 , 若 令 w 二 0 和 w 二 *, 就 会 重 现 第 11 章 中 有 关 介 电 常 量 理论 的 那些 方程 。 





第 33 章 表面 反射 


$33-1 光 的 反射 与 折射 


本 章 的 主题 是 光 ( 一 般 地 说 即 是 电磁 波 ) 在 表面 上 的 反射 和 折射 .我们 曾 在 第 1 卷 第 26 
和 33 章 中 讨论 过 反射 与 折射 定律 ,下 面 列 出 曾经 在 那里 得 到 的 一 些 结果 : 
1. 反射 角 等 于 入 射 角 。 若 采用 图 33-1 所 规定 的 那些 角 , 则 


2 一 0. 《33.17 


2. 对 于 入 射 和 透射 波束 ,乘积 nsin 9 彼此 相 
等 (斯 涅 耳 定 律 ): 


msin 0; = nzsin 0 (33.2) 
3. 反射 光 的 强度 取决 于 入 射 角 和 偏振 方向 。 
对 于 EE 与 入 射 面 正 交 的 情况 ,反射 系数 R 为 


sin’ (0. — 0.) 
sin (和 十) 


对 于 下 与 入 射 面 平 行 的 情况 ,反射 系数 尺 为 


1 _ tan(0—0) 
CO 


Ri 一 下 一 (33.3) 





图 33-1 在 表面 上 光波 的 反射 与 折射 
( 波 的 传播 方向 与 各 波峰 生 直 ) 4. 对 于 法 向 入 射 (当然 ,不 论 哪 一 种 偏振 !) ， 


= (ee). (33. 5) 


下 
以 前 ,我 们 曾 用 i 代表 入 射 角 ,r 代表 折射 角 。 由 于 不 能 对 “折射 " 角 和 “反射 " 角 两 者 都 用 ， 
所 以 现在 就 采用 & 一 入 射 角 ,0, 一 反射 角 , 而 .一 透射 角 。 
我 们 以 前 所 讨论 的 内 容 实 际 上 是 任何 人 至 今 正常 跟 上 这 个 课题 所 需要 的 ,但 我 们 现在 
要 用 一 种 不 同 的 方法 完全 重 做 一 遍 。 为 什么 ? 一 个 原因 是 ,以 前 我 们 假定 折射 率 是 实数 (在 
材料 中 没有 吸收 )。 另 一 个 原因 是 ,你 应 该 知道 怎样 从 麦克 斯 韦 方程 组 的 观点 去 处 理 波 在 表 
面 上 发 生 的 情况 。 我 们 将 得 到 与 以 前 相同 的 答案 ,但 目前 却 是 从 波动 问题 的 一 个 直接 解 ,而 
不 是 从 某 些 聪明 的 论证 得 到 的 。 
我 们 要 强调 ,表面 反射 的 振幅 并 不 像 折 射 率 那样 是 材料 的 属性 。 它 是 一 个 “表面 特性 ”， 
严格 地 取决 于 该 表面 是 怎样 构成 的 。 在 折射 率 为 mn 和 ma 的 两 种 材料 之 间 表 面 上 一 薄 层 额 
外 的 杂质 往往 会 改变 反射 的 情况 (这 里 有 各 种 类 型 干涉 的 可 能 性 一 一 像 油 膜 的 五 颜 六 色 。 


nz 二 mn 
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对 某 给 定 的 频率 适当 的 厚度 甚至 可 以 使 反射 波 的 振幅 降低 至 零 , 那 就 是 镀膜 透镜 的 制作 原 
理 )。 我 们 将 要 导出 的 公式 ,只 在 折射 率 的 改变 很 急速 一 一 发 生 在 一 个 与 波长 相 比 很 小 的 距 
离 之 内 一 一 时 才 正 确 。 对 于 光 来 说 ,其 波长 约 为 5 000 A, 从 而 所 谓 “ 光 滑 " 面 我 们 指 的 是 这 
样 一 种 面 :在 面 内 经 过 仅仅 几 个 原子 (或 几 个 入) 的 距离 ,状况 就 改变 。 我 们 的 方程 式 对 于 光 
在 高 度 磨 光 的 表面 上 将 是 有 效 的 。 一 般 说 来 ,如 果 折射 率 是 在 超过 几 个 波长 的 距离 上 逐渐 
改变 的 , 则 根本 就 很 少 反射 。 


$33-2 稠密 材料 中 的 波 


首先 ,要 向 你 们 提起 曾 在 第 1 卷 第 34 章 中 采用 过 的 描述 平面 正弦 波 的 方便 办 法 。 波 中 
任何 场 分 量 (我 们 用 E 作为 例子 ) 可 以 写成 如 下 形式 : 


E= Eee, (33.6) 


其 中 下 表示 上 时 刻 在 (从 原点 算 起 的 ) 点 r 处 的 波幅 。 矢 量 k 指向 波 传播 的 方向 ,而 它 的 大 
小 |k|=k=2x 信 , 即 是 波 数 。 波 的 相 速 度 为 vw 一 从 , 对 于 折射 率 为 ”的 材料 中 的 光波 ， 
vn 二 c/n, 因而 


= on 
k= 各. (33.7) 


假设 上 沿 着 = 方向 ,那么 ,k*r 就 恰好 是 kz ,正如 我 们 经 常用 到 的 那样 。 对 于 在 任何 其 他 方 
向 的 ,应 当 用 来 代替 =, 那 是 在 大 方向 上 从 原 
点 算 起 的 距离 ,也 就 是 说 ,应 该 用 tr: 代替 kz ,前 
者 恰好 是 上 ，r( 见 图 33-2)。 因 此 , 式 (33. 6) 就 是 
波 在 任何 方向 的 简便 表示 式 。 
当然 ,还 必须 记得 
kor = krthyy tkz, 


式 中 心 , &, 和 k. 是 上 沿 三 个 坐标 轴 的 分 量 。 事 
实 上 ,以 前 曾经 指出 过 :(w, &,,&,, &) 是 一 个 四 
维 矢量 ,而 它 与 (1, z, y, z) 的 标 积 则 是 一 个 不 变 
量 。 因 此 , 波 的 相位 是 一 个 不 变量 ,而 式 (33. 6) 
可 以 写成 





E = Eoes%m 


图 33-2 沿 k 方 向 前 进 的 波 ,在 任 一 点 P 
但 是 我 们 目前 还 不 需要 表示 得 那样 漂亮 。 的 相位 为 (wt 一 k* 7) 


对 于 一 个 如 式 (33. 6) 所 示 的 那 种 正弦 波形 式 


的 下 来 说 ,3EAt 等 于 iwE, 而 3E /9zx 等 于 一 达 -E, 其 他 各 分 量 以 此 类 推 。 你 可 以 看 出 ,为 什 
么 当 与 微分 方程 打交道 时 ,运用 式 (33. 6) 那 种 形式 会 十 分 方便 一 一 微分 都 被 乘法 代替 了 。 
还 有 另 一 个 有 用 之 处 : 算 符 V 一 (3/az, 3 /3y, 3[gz) 被 三 个 乘积 (一 达 -， 一 这,， 一 达 -) 所 代 
替 。 但 这 三 个 因子 却 按 矢量 上 的 三 个 分 量变 换 ,因而 算 符 V 就 由 一 认 所 代替 了 : 


9 


二 一 =i， 
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V-~ 一 达 . (33.8) 


这 对 于 V 的 任 一 种 运算 一 一 不 论 是 梯度 、 散 度 或 旋 度 一 一 都 保持 正确 。 例 如 ,VXE 的 z 分 
量 为 
aE, _ 9E, 
az ay 
若 E, 和 EE, 两 者 都 按 e“*… 变 化 , 则 由 上 式 得 


—i,E, + 认 ,E;, 





你 明白 这 是 一 记 XE 的 z 分 量 。 

因此 我 们 就 得 到 非常 有 用 的 普遍 事实 , 即 每 当 你 不 得 不 对 一 个 像 三 维 波 (这 种 波 是 物理 
学 的 一 个 重要 部 分 ) 那 样 变化 的 矢量 取 梯 度 时 ,你 始终 可 凭 记 住 V 运 算 等 价 于 乘 上 一 达 ,就 能 
够 迅速 地 并 几乎 不 需 思 索 地 取得 那些 微 商 。 


例如 ,法 拉 第 方程 
vxE=-2B3 
at 
对 于 波 变 成 
一 证 XE 一 一 iwB. 
这 告诉 我 们 


| (33.9) 
w 


上 式 相 当 于 以 前 我 们 对 自由 空间 里 的 波 所 求 得 的 结果 一 一 波 中 的 B 既 垂 直 于 EE, 也 垂直 于 
波 的 传播 方向 (在 自由 空间 中 ,从 = c)。 你 可 以 从 大 沿 着 坡 印 亭 矢 量 S = 二。c*EXB 的 方向 
这 个 事实 记 住 式 (33. 9) 中 的 符号 。 

如 果 你 对 其 他 麦克 斯 韦 方程 也 运用 同样 的 规则 ,你 就 会 重新 获得 上 一 章 中 的 那些 结果 ， 
而 特别 是 


下 .一 好 一 全 全 (33.10) 


c 





但 既然 我 们 已 经 知道 了 那些 结果 ,就 无 需 再 去 做 它 了 。 

如 果 你 想 要 自己 寻 点 乐趣 ,可 以 尝试 下 述 的 可 怕 问 题 , 回 到 1890 年 代 那 时 研究 生 的 毕 
业 试题 : 当 极 化 强度 PP 与 电场 E 由 一 极 化 率 张 量 相 联系 时 , 试 解 出 麦克 斯 韦 方程 组 以 求 出 
各 向 异性 晶体 中 的 平面 波 。 当 然 ,你 应 该 选取 你 的 坐标 轴 使 其 沿 该 张 量 的 主轴 ,以 致 关系 最 
为 简单 (这 样 P, = a.E,, P, = mE, 和 P. = acE, ) ,但 允许 波 有 任意 的 方向 和 任意 的 偏振 。 
你 应 能 够 求 出 E 与 B 之 间 的 关系 以 及 k 怎样 随 着 方向 和 波 的 偏振 而 变化 ,那么 你 将 理解 一 
块 各 向 异性 晶体 的 光学 性 质 。 最 好 是 先 从 双 折 射 晶体 一 一 像 方解石 一 一 那 种 较 简单 的 情况 
开始 ,其 中 两 个 极 化 率 相等 (比方 说 mw = a.), 并 看 看 你 是 否 能 理解 为 什么 当 你 通过 这 样 的 
晶体 观察 时 会 得 到 双 像 。 如 果 你 已 能 够 理解 这 些 问题 ,那么 便 可 尝试 那 最 困难 的 情况 , 即 三 
个 “都 不 相同 的 那 种 情况 。 这 样 ,你 就 会 明白 你 是 否 已 达到 1890 年 代 研究 生 的 水 平 。 然 
而 ,在 本 章 中 ,我 们 只 希望 讨论 各 向 同性 物质 。 

我 们 从 实验 上 得 知 , 当 一 平面 波 到 达 两 种 不 同 材料 一 一 比如 说 ,空气 和 玻璃 ,或 水 和 
油 一 一 之 间 的 界面 上 时 ,就 有 一 个 反射 波 和 一 个 透射 波 。 假 设 我 们 除 此 之 外 不 再 假定 有 其 
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他 任何 东西 了 ,并 看 看 能 否 算出 些 什 么 。 首 先 ,选取 坐标 轴 使 得 yz 面 就 是 该 界面 ,而 zy 面 
垂直 于 那些 入 射 波 面 , 如 图 33-3 所 示 。 





图 33-3 关于 入 射 \ 反 射 和 透射 波 的 传播 矢量 上， 和 k” 


于 是 入 射 波 的 电 矢量 就 可 以 写成 
E = Eet*n. (33.11) 
既然 上 垂直 于 x 轴 , 因 此 
kor = kr +kyy. (33.12) 
可 册 写成 
RN E, = Ee*"n, (33.13) 


以 致 它 的 频率 为 w' , 波 数 为 ,而 波幅 为 Eo( 当 然 我 们 知道 ,频率 以 及 kW 的 大 小 分 别 与 入 射 
波 的 相同 ,但 甚至 对 此 也 不 打算 做 假定 。 我 们 将 让 它 出 自 数学 设计 )。 最 后 ,对 于 透射 波 还 
可 以 写 出 








E. 一 本 eve (33.14) 
我 们 知道 ,麦克 斯 韦 方程 组 中 的 一 个 方程 会 给 出 式 (33.9) ,因而 对 于 每 个 波 就 有 
B= XB, p,— LXE, .= EE (33.15) 
并 且 , 如 果 把 那 两 种 媒质 的 折射 率 叫 作 mm 和 n, 则 由 式 (33. 10) 可 得 
好 一 且 二 用 一 2 (33.16) 


由 于 反射 波 是 在 同一 种 材料 中 的 ,因此 





kh? = (33.17) 
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而 对 于 透射 波 则 为 








Pa (33.18) 


$33-3 边界 条 件 


迄今 我 们 已 描述 了 三 种 波 , 现 在 的 问题 是 要 用 入 射 波 的 各 参数 算出 反射 波 和 透射 波 的 
各 参数 ,我们 怎样 才能 做 到 这 一 点 呢 ? 上 述 三 个 波 都 满足 在 均匀 材料 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 ， 
但 是 在 两 种 不 同 材料 的 边界 处 麦 氏 方程 组 也 应 该 被 满足 。 因 此 ,现在 就 必须 考察 一 下 正好 在 
边界 处 发 生 的 事情 。 我 们 将 会 发 现 ,麦克 斯 韦 方程 组 要 求 这 三 个 波 应 以 某 种 方式 联系 在 一 起 。 
作为 我 们 意向 的 一 个 例子 ,电场 EE 的 y 分 量 在 边界 两 边 一 定 要 相同 。 这 是 法 拉 第 定律 


a8 
VxE= a (33.19) 


所 要 求 的 ,同样 也 可 以 用 下 述 方法 看 出 。 考 虑 一 个 横越 边界 的 小 矩形 回路 P, 如 图 33-4 所 
示 。 式 (33, 19) 表 明 巨 绕 六 的 线 积分 等 于 通过 该 回路 的 召 通 量 的 变化 率 : 


现在 设想 该 矩形 十 分 狭窄 ,以 致 回路 所 包围 的 面积 
为 无 限 小 。 如 果 B 仍 保持 有 限 大 (没有 什么 理由 
使 它 在 边界 上 应 该 无 限 大 ), 则 通过 该 面积 的 通 量 
为 零 ,因此 EE 的 线 积分 就 必然 为 零 。 若 Eu 和 E, 
为 边界 两 边 的 场 分 量 , 又 若 矩 形 的 长 度 为 1, 则 得 





El— Exl=0 
或 
E = Eyx, (33. 20) 
图 33-4 边界 条 件 EE Es 是 根据 。 正如 我 们 在 上 面 说 过 的 那样 。 这 向 我 们 提供 了 三 
中 下 .de 一 0 获得 的 个 波 的 场 之 间 的 关系 。 


计算 麦克 斯 韦 方程 组 在 边界 处 的 结果 这 一 步骤 
称 为 “确定 边界 条 件 "。 一 般 总 是 这 样 做 的 :通过 对 诸如 图 33-4 的 那个 小 矩形 卫 或 对 跨越 在 边 
界 上 的 小 高 斯 面 做 的 论证 来 找 出 尽 可 能 多 的 类 似 式 (33. 20) 那 样 的 式 子 。 尽 管 那 是 一 种 非常 
完美 的 做 法 ,但 它 给 人 们 的 印象 是 ,对 于 每 一 不 同 的 物理 问题 处 理 边界 问题 的 方法 都 不 相同 。 
例如 ,在 一 个 越过 边界 的 热流 问题 中 ,两边 的 温度 是 怎样 联系 起 来 的 呢 ? 噢 ,你 可 能 争 
辨 说 ,首先 ,从 一 边 流 进 边界 的 热流 应 该 等 于 从 另 一 边 流出 边界 的 热流 。 由 做 出 这 样 的 物理 
论证 以 求 得 边界 条 件 ,通常 是 可 能 的 ,而 且 一 般 也 很 有 用 。 然 而 ,有 时 当 你 在 处 理 某 一 问题 
时 你 可 能 只 有 某 些 方程 式 ,而 还 未 能 立刻 看 出 要 采取 什么 样 的 物理 论证 。 所 以 虽然 我 们 目 
前 感 兴趣 的 只 在 于 电磁 问题 ,其 中 我 们 能 够 做 出 那些 物理 论证 ,但 是 仍 想 要 给 你 们 指出 一 种 可 
用 于 任何 一 种 问题 的 方法 一 一 一 种 直接 从 微分 方程 求 出 在 边界 上 所 发 生 的 情况 的 普遍 方法 。 
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从 写 出 关于 电介质 的 所 有 麦克 斯 韦 方 程 开始 一 一 而 这 次 很 特别 ,将 把 一 切 分 量 都 明显 
地 写 出 ; 




















Re 
ne 
aE: , 9E, , 3E.、 /aP: ,ap, , aP. 
(= (4 {9302 
一 3B 
Vx 下 = 一 宛 
aE。 aE， 3B。 
= (33. 22a) 
aE: 3E. __3B 
Dp (33. 22b) 
aE, _ aE, __ 9B, 
0 (33. 22c) 
V.B=0 
3B | 3B, 9B. -0 (33.23) 
ar ay ”az 
2 laPp aE 
YEE 
a (3B: _ 3Bz)= 1 aP: | aE: 
° (3 | wa (a3.04) 
2 (2B: _ 3B:\_ 1 9P, | 9E, 
rr (33.24b) 
aB, _ 9B, 1 3P。 aE, 
eh 一 一 和 
A a | wm aa 3 


现在 这 些 方程 必须 在 区 域 1( 边 界 左 侧 ) 和 区 域 2( 边 界 右 侧 ) 中 全 都 成 立 。 我 们 已 写 出 
了 在 区 域 1 与 区 域 2 中 的 解 。 最 后 ,它们 也 应 当 在 边界 内 、 即 在 我 们 称 之 为 区 域 3 中 被 满 
足 。 虽 然 人 们 往往 把 边界 想象 成 明显 不 连续 的 区 域 ,事实 却 并非 如 此 。 物 理性 质 很 迅速 地 
变化 ,但 并 不 是 无 限 快 的 。 在 任何 情况 下 ,我 们 都 可 以 想象 在 一 个 我 们 称 之 为 区 域 3 中 的 短 
距离 内 ,折射 率 从 区 域 1 至 区 域 2 的 过 渡 是 非常 快 的 ,但 还 是 连续 的 。 并 且 ,任何 像 P. ，E。 
等 场 量 在 区 域 3 中 也 将 做 相似 的 一 种 过 渡 。 在 这 区 域 里 ,那些 微分 方程 仍 必须 被 满足 ,而 根 
据 这 一 区 域 中 那些 微分 方程 的 结果 我 们 就 能 获得 所 需 的 “边界 条 件 ”。 

例如 ,假设 有 一 个 介 乎 真空 (区 域 1) 与 玻璃 (区 域 2) 之 间 的 边界 。 在 真空 里 没有 什么 可 
极 化 的 东西 ,因而 P, = 0。 假定 在 玻璃 中 有 某 种 极 化 强度 P; ,真空 与 玻璃 之 间 有 一 个 光滑 而 
迅速 的 过 渡 。 如 果 我 们 考察 P 的 任 一 分 量 ,比方 说 P., 则 它 也 许 会 如 图 33-5(a) 所 示 那 样 
变化 。 现 在 假设 取 第 一 个 方程 式 (33. 21), 它 含有 P 的 分 量 对 于 zx, y 和 = 的 微 商 。 对 y 和 
z 的 微 商 我 们 不 感 兴趣 ,在 那些 方向 上 不 会 发 生 什么 特别 事情 。 可 是 P. 的 z 微 商 在 区 域 3 
中 就 将 有 某 一 很 大 值 ,因为 P: 的 斜率 极 大 。 微 商 3P- /az 在 边界 处 将 有 一 明显 的 尖峰 ,如 
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图 33-5(b) 所 示 。 如 果 我 们 设想 将 边界 挤 压 成 更 薄 的 一 层 , 则 该 尖峰 便 会 升 得 更 高 。 如 果 
对 于 我 们 关心 的 波 ,边界 的 确 很 陡 , 则 在 区 域 3 中 
3P: /93z 的 大 小 将 大 大 高 于 从 边界 外 的 波 内 P 
Ps 的 变化 中 可 能 得 到 的 任何 贡献 一 一 这 样 就 可 以 
忽略 除了 由 于 边界 引起 的 以 外 的 其 他 一 切 变化 。 
现在 若 在 式 (33. 21) 右 边 存 在 一 个 巨大 的 尖 
峰 , 则 该 方程 怎么 才能 够 被 满足 呢 ? 除非 在 另 一 便 
也 有 一 个 同样 巨大 的 尖峰 ,在 左边 的 某 种 东西 一 定 
也 很 大 。 唯 一 的 选择 物 是 9E, /az, 因 为 其 他 随 y 
和 随 z 的 变化 都 只 不 过 是 我 们 刚才 所 说 的 波 中 的 
小 效应 。 因 此 ,一 。 (3E, az) 必然 会 如 图 33-5(c) 

! 

1 

1 

1 

1 


he 








区 域 2 


所 示 的 那样 一 一 刚好 是 3P. /az 的 拷贝 。 我 们 有 


(b) 
如 果 把 这 一 方程 对 zx 跨越 区 域 3 积分 , 则 得 出 结论 : 
@(Es 一 正 -: ) 一 一 (P. — Pa). (33.25) 


换 句 话说 ,从 区 域 1 至 区 域 2,oE. 的 跃 变 必然 等 于 
一 P. 的 跃 变 。 
可 以 将 式 (33. 25) 重 新 写成 


FE 十 Pu =oEn+Pa, (33.26) 


这 说 明 在 区 域 1 和 区 域 2 中 量 (oE. 十 P.) 具 有 相 
等 的 值 。 人 们 说 :越过 边界 面 时 量 (%E, 十 P, ) 是 连 
字 。 续 的 。 这 样 ,我 人 有 了 一 个 边界 条 件 。 

尽管 我 们 列举 了 一 个 由 于 区 域 1 是 真空 而 其 
中 P, 是 零 的 情况 ,但 很 清楚 ,这 相同 的 论证 也 适用 
于 在 这 两 个 区 域 中 的 任 两 种 材料 ,因而 式 (33. 26) 
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图 33-5 处 于 区 域 1 与 区 域 2 的 两 种 不 同 
材料 之 间 的 过 渡 区 域 3 中 的 场 


是 普遍 正确 的 。 

现在 仔细 检查 其 余 的 麦克 斯 韦 方程 ,并 看 看 它们 中 的 每 一 个 会 告诉 我 们 什么 。 下 一 步 
我 们 将 选取 式 (33. 22a)。 这 其 中 并 没有 工 微 商 ,因而 不 会 告诉 我 们 任何 东西 ( 记 住 场 本 身 在 
边界 处 不 会 变 得 特别 大 ,只 有 对 于 z 的 微 商 才 可 能 变 得 如 此 巨大 以 致 它们 支配 了 方程 )。 
其 次 ,我 们 考察 式 (33. 22b)。 啊 ! 这 里 有 一 个 z 微 商 ! 在 左边 有 3E. bz, 假定 它 是 一 个 巨 
大 微 商 。 但 请 等 一 等 ! 右 侧 并 没有 什么 东西 与 它 相配 ,因此 E, 在 从 区 域 1 进 至 区 域 2 时 就 
丕 能 有 任何 跃 变 [ 若 果真 有 跃 变 的 话 , 就 会 在 式 (33. 22b) 的 左边 出 现 一 个 尖峰 ,但 在 右边 则 
没有 ,那么 该 方程 式 就 是 错 的 了 ]。 因 此 ,我 们 有 这 么 一 个 新 的 条 件 : 


Ea = Ea. (33.27) 


通过 同样 的 论证 , 式 (33. 22c) 给 出 
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Ey = Ey. (33. 28) 


这 最 后 的 结果 恰好 就 是 根据 线 积分 的 论证 而 获得 的 式 (33. 20) 。 
我 们 继续 讨论 式 (33. 23)。 唯 一 可 能 具有 尖峰 的 项 为 3B. /az, 但 在 该 式 右 侧 却 没有 什 
么 与 之 相配 ,因而 可 以 断定 
Be 一 Bi (33. 29) 
面临 麦克 斯 韦 方程 组 的 最 后 一 个 了 ! 式 (33. 24a) 不 会 给 出 什么 ,因为 并 没有 z 微 商 。 
式 (33. 24b) 中 有 一 个 + 微 商 , 即 一 c*3B. /az, 但 仍旧 没有 什么 与 之 相配 。 因 而 得 


Ba = Ba. (33. 30) 
最 后 一 个 方程 与 此 很 相似 ,并 将 给 出 
Bs = By. (33. 31) 
后 面 三 个 方程 为 我 们 提供 了 B, = B, 。 然 而 ,必须 强调 ,只 有 当 边 界 两 侧 的 材料 是 非 磁 
性 材料 一 一 或 宁可 说 , 当 我 们 可 以 忽略 材料 的 任何 磁 效 应 一 一 时 才 会 获得 这 个 结果 。 除 了 


铁 磁性 材料 之 外 ,对 于 大 多 数 材料 来 说 往往 是 可 做 到 的 (我 们 将 在 以 后 某 些 章节 中 处 理 材料 
的 磁性 )。 


表 33-1 在 电介质 表面 上 的 边界 条 件 


(oF + Pi): = (oFE: + P:), 
(Ei), = (E:), 


(Ei): = (E:): 
B= B: 
(表面 在 yz 平面 内 ) 





上 述 计 划 已 使 我 们 获得 关于 在 区 域 1 与 区 域 2 之 间 场 的 六 个 关系 式 , 已 经 将 它们 汇集 
在 表 33-1 中 。 现 在 可 以 利用 它们 来 匹配 两 个 区 域内 的 波 。 然 而 ,还 要 强调 ,刚才 所 用 到 的 
那 种 概念 在 任何 这 样 的 物理 情况 下 都 适用 。 例 如 你 有 一 些微 分 方程 ,并 想 要 求 得 方程 跨越 
两 区 域 之 间 ( 那 里 某 种 性 质 发 生 了 改变 ) 一 个 明显 的 边界 的 解 ,对 于 我 们 眼前 的 目标 来 说 ,可 
以 利用 关于 在 边界 处 通 量 与 环流 的 那些 论证 轻易 地 推导 出 同样 的 方程 (你 或 许 想 要 看 看 能 
否 按照 那 种 办 法 来 得 到 同样 的 结果 )。 但 现在 你 已 经 看 到 ,每 当 你 遇 到 困难 而 又 不 明白 关于 
在 边界 上 发 生 的 事情 的 物理 方面 的 任何 简易 论证 时 ,你们 便 会 有 一 种 行 之 有 效 的 方法 一 一 
可 以 只 处 理 那些 方程 。 





$33-4 反射 波 与 透射 波 


现在 可 以 把 前 面 的 边界 条 件 应 用 于 8 33-2 中 写 下 的 波 。 我 们 曾 有 : 
E, = Ee 7 ， (33. 32) 
E. = 区 0exkw ,7, (33. 33) 
E, = Ee ， (33.34) 


B = (33.35) 


外 
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B. =———. (33. 37) 


另外 ,还 有 一 点 知识 :对 于 每 一 个 波 ,E 垂直 于 其 传播 矢量 上 。 

结果 将 取决 于 该 入 射 波 的 EE 矢量 方向 (偏振 )。 如 果 我 们 把 入 射 波 具有 平行 于 “入 射 
面 "( 即 xy 面 ) 的 下 矢 量 的 情况 与 入 射 波 具有 垂直 于 入 射 面 的 羽 矢 量 的 情况 分 开 处 理 , 那 
么 分 析 起 来 就 会 简单 得 多 。 任 何其 他 偏振 的 波 都 不 过 是 这 两 种 波 的 线性 组 合 。 换 句 话 
说 ,反射 与 透射 强度 对 于 不 同 的 偏振 是 不 同 的 ,而 最 容易 做 的 是 选 出 这 两 种 最 简单 的 情 
况 而 加 以 分 别处 理 。 

我 们 将 对 一 个 垂直 于 入 射 面 偏振 的 入 射 波 进行 分 析 , 然 后 对 另 一 种 情况 只 给 出 结果 。 
通过 选取 这 种 最 简单 情况 我 们 似乎 未 免 有 点 不 老实 ,但 在 原理 上 两 者 都 是 一 样 的 。 因 此 我 
们 假定 E; 只 有 一 个 < 分 量 ,而 既然 所 有 的 EE 矢量 都 在 同一 个 方向 上 ,就 可 取消 矢量 的 符号 。 

只 要 两 种 材料 都 是 各 向 同性 的 ,那么 材料 里 
电荷 的 感 生 振动 也 将 沿 着 = 方向 ,而 透射 与 反射 
波 的 马场 也 将 各 只 有 一 个 z 分 量 。 因 此 ,对 于 所 
有 的 波 ,E, 和 E, 以 及 P. 和 也, 都 等 于 零 。 那 些 
波 的 E 和 B 矢量 如 图 33-6 所 示 ( 这 里 对 于 原来 想 
要 从 微分 方程 组 得 到 一 切 的 计划 来 说 我 们 是 抄 了 

a 条 近 路 。 这 些 结果 也 可 从 边界 条 件 得 到 ,但 通 
过 利用 物理 论证 我 们 可 以 省 去 许多 代数 运算 。 如 
果 你 有 些 空闲 时 间 , 不 妨 试 试 能 否 从 那些 方程 获 
得 同样 的 结果 。 很 清楚 ,我 们 上 面 所 说 的 一 切 都 
与 那些 方程 相 一 致 ,只 是 我 们 还 没有 证 明 不 存在 








2 别 的 可 能 性 而 已 )。 
图 33-6 当 入 射 波 的 玉 场 垂直 于 入 射 面 现在 从 式 (33. 26) 至 (33. 31) 的 边界 条 件 给 出 
时 ,反射 波 和 透射 波 的 偏振 情形 区 域 1 与 区 域 2 中 EE 和 B 各 分 量 间 的 关系 。 在 区 


域 2 中 只 有 那 透射 波 ,而 在 区 域 1 中 则 有 丙种 波 。 

我 们 要 用 哪 一 种 波 呢 ? 当然 ,在 区 域 1 中 的 场 等 于 入 射 波 与 反射 波 两 个 场 的 县 加 (由 于 每 个 

场 都 满足 麦克 斯 韦 方程 组 ,因而 两 者 之 和 亦 然 )。 所 以 当 我 们 应 用 边界 条 件 时 ,就 必须 用 到 
E= E+E., E, = E,., 

对 于 B 的 情况 来 说 ,也 与 此 相仿 。 


对 我 们 正在 考虑 的 偏振 而 言 , 式 (33. 26) 和 (33. 28) 不 会 提供 任何 新 的 知识 ,只 有 式 
(33. 27) 才 有 用 处 。 它 表明 :在 边界 上 ,也 就 是 在 z 二 0 处 ， 


E+E, = E.. 





因此 我 们 就 有 
Ee + Ee ~ Ese , (33. 38) 
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上 式 必须 对 一 切 的 + 和 所 有 的 y 都 正确 。 假 设 首先 考察 在 y = 0 处 的 情况 ,此 时 我 们 有 
Ee +Ee-' = Erer. 
这 一 方程 表明 ,两 个 振动 项 之 和 等 于 第 三 个 振动 项 ,这 只 有 当 所 有 的 振动 都 具有 相同 频率 时 
才能 出 现 (三 个 一 或 任何 数目 的 一 具有 不 同 频率 的 这 种 项 相 加 在 任何 时 刻 都 为 零 ,这 是 
不 可 能 的 )。 因 此 i 
w=w=w (33.39) 
正如 我 们 过 去 一 直 都 知道 的 那样 ,反射 波及 透射 波 的 频率 与 入 射 波 的 相同 。 
其 实 一 开始 我 们 就 可 以 将 这 一 条 件 放 进去 以 避免 一 些 麻烦 ,但 希望 向 你 们 证 明 它 也 可 
以 从 那些 方程 式 得 出 。 当 你 正在 做 实际 的 问题 时 ,往往 最 好 一 开头 就 把 你 所 知道 的 每 件 事 
都 正确 地 放 到 计算 中 去 ,从 而 使 你 避免 许多 麻烦 。 
根据 定义 ,k 的 大 小 由 * 一 ww / 给 出 ,因而 也 就 有 


kk (33.40) 
现在 我 们 来 考察 + = 0 时 的 式 (33. 38)。 再 度 利用 刚才 所 做 的 相同 类 型 的 论证 ,但 这 一 
次 是 建筑 在 该 方程 必须 对 所 有 y 值 都 满足 这 个 事实 基础 上 的 ,因而 得 
克 二 二 (33.41) 
由 式 (33.40), 即 k? = 马 , 所 以 得 
十 Rr? 二 虹 十 如 。 
将 此 式 与 (33. 41) 相 结合 ,我们 有 
妊 一 村 ， 
即 驴 = 土 &。 正 号 不 构成 任何 意义 , 它 不 会 给 出 反射 波 , 却 给 出 另 一 个 入 射 波 ,而 我 们 一 开 
始 就 说 过 正在 解 只 有 一 个 入 射 波 的 问题 ,所 以 我 们 有 
k= 一 (33.42) 
式 (33.41) 和 (33. 42) 向 我 们 提供 了 反射 角 等 于 入 射 角 的 结论 ,正如 所 期 待 的 ( 见 图 33-3) 那 
样 ,反射 波 为 
E, = Eset tn, (33.43) 
对 于 透射 波 , 则 已 有 
站 = 大 


各 加 、， 基 
所 一 三 ， (33.44) 


因而 我 们 能 够 由 这 两 式 解 出 总 来 ,结果 得 到 
让 二 让 一 让 一 要 


2 
和 一 守 如 一 咎 . (33.45) 


暂时 假定 mm 和 m 都 是 实数 ( 即 两 折射 率 的 虚 部 都 十 分 微小 ) ,那么 所 有 的 也 都 是 实 
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数 ,并 从 图 33-3 求 得 





wm 


笃 一 sinb, 如 一 sing- (33.46) 


又 由 式 (33. 44) ,我 们 得 到 
nzsin 0, 一 msingb， (33.47) 


这 就 是 斯 涅 耳 折射 定律 一 一 又 是 我 们 熟悉 的 某 种 东西 。 如 果 折 射 率 不 是 实数 , 则 波 数 将 是 
复数 ,而 我 们 就 得 用 到 式 (33. 45) [仍然 能 够 通过 式 (33. 46) 来 定义 角度 4 和 0.。 而 式 
(33. 47) 即 斯 涅 耳 方程 大 体 上 也 应 该 正确 。 但 此 时 “角度 "也 是 复数 ,因而 丧失 了 作为 角度 的 
简单 几何 解释 。 于 是 ,最 好 是 通过 它们 的 复数 &, 或 的 值 来 描述 那些 波 的 行为 ]。 

迄今 为 止 ,我 们 没有 发 现任 何 新 的 东西 。 只 是 从 复杂 的 数学 方法 中 得 到 了 某 些 明显 答 
案 而 感到 一 种 纯朴 的 喜悦 。 现 在 我 们 准备 求 出 还 不 知道 的 波幅 。 利 用 关于 w 和 的 结果 ， 
式 (33. 38) 中 的 指数 因子 就 可 以 消去 ,因而 我 们 得 到 


E+E, = E's. (33. 48) 
由 于 Es 和 Es 都 属 未 知 ,所 以 就 需要 另 一 个 关系 式 。 我 们 必须 引用 另 一 个 边界 条 件 。 有 关 


E, 和 巨 , 的 那些 方程 都 无 能 为 力 ,因为 所 有 的 已 都 只 有 一 个 z 分 量 。 因 此 ,必须 用 到 关于 B 
的 那些 条 件 。 让 我 们 试 一 试 式 (33. 29) : 


Ba = Ba. 
根据 式 (33. 35) 至 (33. 37)， 
Ba = LE, B。 = hb:, B= OB: 
站 o 


并 回忆 起 w= w = w 和 如 = 二 ,我 们 便 得 
E+E, = Es. 


但 这 恰好 又 是 式 (33. 48)! 我 们 不 过 在 为 得 到 已 知 的 某 些 东西 而 浪费 时 间 。 
可 以 试 一 试 式 (33. 30) , 即 Ba = Ba , 但 却 没 有 B 的 z 分 量 ! 因此 剩 下 来 的 就 只 有 一 个 
方程 : 即 式 (33. 31), By 一 B,。 对 于 那 三 个 波 : 


ly 
—kE, Bp, —— kB: B, —— KBE:. (33. 49) 
w w bad 


Bu = 
把 上 = 0 处 ( 即 在 边界 上 ) 波 的 表示 式 作为 E,, E, 和 E, 代入 , 则 边界 条 件 为 
Ee + bEsersn 一 Ese 
而 且 所 有 的 w 和 所 有 的 k, 都 相等 ,因而 上 式 将 简化 成 
kEo +k'E, = 双 忆 4. (33. 50) 


这 为 我 们 提供 了 一 个 不 同 于 式 (33. 48) 的 有 关 已 的 方程 。 有 了 这 两 个 式 , 便 可 解 出 Es。 和 E% 
了 。 由 于 帮 : 一 一 和 , 我们 得 
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二 二 由 
B= Eo (33. 51) 
包 十 妈 
El— AE,. (33. 52) 
铺 十 妈 


这 些 , 再 加 上 关于 必 的 式 (33. 45) 或 (33. 46) , 便 向 我 们 提供 了 想 要 知道 的 东西 。 将 在 下 一 
节 中 讨论 这 一 答案 的 后 果 。 

如 果 从 一 开始 就 设 偏振 波 的 已 矢量 平行 于 入 
射 面 , 则 E 将 有 xz 和 y 两 分 量 ,如 图 33-7 所 示 。 
代数 运算 虽然 直截了当 ,但 较为 复杂 点 (在 这 种 情 
况 下 通过 用 全 都 沿 z 方 向 的 磁场 B 来 表示 ,工作 
量 会 稍为 减轻 些 )。 人 们 求 得 


2 四 
v | ks — ntks 
| E。 [= | Eo | (33.53) 


| BY 1|= 5 | E, |. (33.54) 








让 我 们 来 看 看 ,上 述 结果 是 否 与 我 们 以 前 得 


图 33-7 当 入 射 波 的 EE 场 平行 于 入 
到 的 相符 。 式 (33. 3) 就 是 在 第 1 卷 第 33 章 中 我 。 ”人 


们 曾经 算出 来 的 关于 反射 波 与 入 射 波 强度 的 比 。 
然而 ,我 们 当时 只 考虑 了 实数 折射 率 。 对 于 实数 折射 率 (以 及 实数 ) 来 说 ,就 可 以 写成 


wn 


k: = kcos 0. = cosb， 
= Keos 0, = 2cos b. 


把 这 些 代 入 式 (33. 51) 中 , 则 得 
Es _ meosO. — nzcos lh. 
E mcosb 十 mcosb 
看 来 上 式 还 是 与 式 (33. 3) 不 同 。 然 而 ,如 果 我 们 运用 斯 涅 耳 定律 以 消去 那些 n, 则 两 式 就 会 
相同 。 即 令 mm = msin b /sin 9,, 并 对 上 式 中 的 分 子 和 分 母 各 乘 以 sin 0,, 便 得 


Es _ cosbsin 0. — sin b,cos 0. 


E, cosbgsinb sinG.cosO. 
分 子 和 分 母 都 仅 是 一 (89. 一 89.) 和 (9, 十 0.) 的 正弦 ,因而 得 到 
E, __ sin(0.—0.) 


E sin(8+0.)" 


由 于 Es 和 E。 都 在 同一 种 材料 中 ,强度 都 正比 于 其 电场 的 平方 ,所 以 我 们 就 得 到 与 以 前 相 
同 的 结果 。 同 理 , 式 (33. 53) 也 与 式 (33.4) 相 同 。 


(33.55) 


(33.56) 
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对 于 沿 法 向 入 射 的 波 , 8 二 0 和 0. = 0。 式 (33. 56) 便 给 出 0/0, 那 不 是 十 分 有 用 的 。 然 
而 ,我 们 可 以 回 到 式 (33. 55) 上 去 , 它 会 给 出 
4 人 二 Cs 


自然 ,这 一 结果 适用 于 上 述 两 者 中 的 “ 任 一 种 ”偏振 ,因为 对 于 法 向 入 射 来 说 不 存在 特殊 的 
“入 射 面 "。 


$33-5 金属 上 的 反射 


我 们 现在 可 以 引用 上 述 结果 来 理解 从 金属 上 反射 的 有 趣 现象 。 为 什么 金属 会 闪闪 发 亮 
呢 ? 在 上 一 章 中 我 们 曾 看 到 ,金属 的 折射 率 对 于 某 些 频率 来 说 具有 大 的 虚 部 。 让 我 们 来 看 
看 , 当 光 从 空气 (n = 1) 照射 到 n 一 一 im 的 材料 时 我 们 会 得 到 什么 样 的 反射 强度 。 因 此 式 
(33. 55) 给 出 (对 于 法 向 入 射 ) : 


E _ 1+im 
EI1—inm 
关于 反射 波 的 强度 ,我 们 需要 Es 和 E, 的 绝对 值 的 平方 : 
RW Ss 


i 
或 





一 1. (33. 58) 


金属 并 不 会 百分之百 地 反射 ,但 其 中 有 许多 对 可 见 光 的 反射 非常 好 。 换 句 话说 ,它们 的 
折射 率 的 虚 部 很 大 。 但 我 们 已 经 知道 ,折射 率 的 巨大 虚 部 意味 着 强烈 的 吸收 。 因 此 就 有 这 
么 一 个 普遍 法 则 :任何 材料 如 果 对 任何 频率 都 变 成 为 十 分 优良 的 吸收 体 , 则 这 种 波 会 在 其 表 
面 强烈 反射 而 很 少 会 进入 其 内 部 被 吸收 。 你 
可 以 利用 一 些 浓 稠 颜料 看 到 这 个 效应 。 最 浓 
颜料 的 纯 晶 体会 有 一 种 "金属 "光泽 。 也 许 你 
已 注意 到 ,在 一 个 紫色 墨水 瓶 边缘 上 那些 干 
燥 了 的 颜料 会 发 出 一 种 金黄 色 的 金属 反射 ， 
或 干燥 了 的 红 墨 水 有 时 会 给 出 一 种 浅 绿色 的 
金属 反射 。 红 墨水 把 透射 光 中 的 绿色 吸收 掉 
了 ,因而 如 果 该 墨水 很 浓 , 它 就 会 表现 出 对 绿 
色光 那些 频率 的 强烈 表面 反射 。 

你 可 以 用 红 墨 水 涂 于 玻璃 片 之 上 并 让 它 
干燥 后 来 轻易 地 表演 这 一 效应 。 如 图 33-8 所 
图 33-8 ”对 频率 为 w 的 光 会 强烈 吸收 的 材料 也 示 , 如 果 你 用 一 束 白光 从 玻璃 片 后 面 照射 上 去 ， 

能 对 该 频率 的 光 进 行 反射 则 可 得 到 一 东 红 色 透 射 光 和 一 束 绿色 反射 光 。 
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$33-6 全 内 反射 


如 果 光 从 像 玻璃 那样 具有 实数 折射 率 n 大 于 1 的 材料 向 折射 率 等 于 1 的 空气 传播 , 则 
由 斯 涅 耳 定 律 


sinb = mainb。 
可 知 , 当 入 射 角 等 于 由 下 式 所 给 出 的 “临界 角 ”6。 

a (33.59) 
时 ,该 透射 波 的 角 0 会 变 成 90"。 对 大 于 这 临界 角 的 & 又 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 你 知道 将 会 
有 全 内 反射 ,但 那 是 怎么 产生 的 呢 ? 

让 我 们 回 到 式 (33.45) 上 去 , 它 给 出 透射 波 的 波 数 如 。 我 们 应 有 
让 二 入 一 如 
: 
这 里 心 = ksin 0., 而 = wn /e, 因而 
就 一 皮 (1 一 msinzb)， 

c 
如 果 nsin b 大 于 1, 则 k? 就 是 负 的 ,因而 她 是 个 纯 虚 数 ,比方 说 士 i:。 至 此 你 已 明白 那 意 
味 着 什么 了 ! 该 透射 波 ( 式 33. 34) 将 有 这 种 形式 : 

i ei, 

波幅 会 随 z 的 增 大 而 按 指 数 式 地 增加 或 减少 。 很 清楚 ,这 里 所 要 的 是 那个 负 号 。 这 样 在 界 
面 右边 的 波幅 就 将 如 图 33-9 中 所 示 的 那样 递减 。 注 意 所 为 w/c, 它 具有 1 的 数量 级 ,其 


中 ju 为 光 在 自由 空间 中 的 波长 。 当 光 从 玻璃 一 空气 界面 上 发 生 全 内 反射 时 ,在 空气 里 仍 会 
有 场 ,但 只 延伸 到 光波 长 的 数量 级 那么 一 段 距离 。 











图 33-9 全 内 反射 


现在 我 们 可 以 知道 如 何 来 回答 下 述 问题 :如 果 玻璃 中 的 光波 以 一 足够 大 的 角度 到 达 表 
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面 , 则 它 会 被 反射 回来 ,如 果 把 另 一 块 玻璃 移 到 该 表面 上 去 (以 致 “表面 "实际 上 是 消失 了 )， 
则 此 时 光 将 透射 过 去 。 试 问 这 恰好 是 在 什么 时 候 发 生 
的 呢 ? 肯定 地 说 ,必然 存在 从 全 反射 变 成 无 反射 的 连续 
变化 过 程 。 答 案 当然 是 :如 果 该 空气 间隙 如 此 之 小 ,以 
致 波 在 空气 中 的 指数 曲线 的 尾部 在 那 第 二 块 玻璃 中 还 
有 相当 大 的 强度 , 则 它 仍 将 会 在 那里 振动 着 电子 而 产生 
一 个 新 的 波 ,如 图 33-10 所 示 。 某 些 光 将 透射 过 去 ( 显 
然 ,我 们 的 解 是 不 完全 的 ,本 来 应 该 就 两 层 玻璃 间 一 薄 
层 空气 的 情况 再 对 所 有 的 方程 求解 )。 
这 种 透射 效应 可 以 用 普通 光 观察 到 ,只 要 空气 间 阶 
十 分 微小 (属于 光波 波长 的 数量 级 ,诸如 10-scm), 但 如 
果 采 用 三 厘米 波 , 则 不 难 演示 出 来 。 这 时 按 指数 函数 误 
碱 的 场 就 会 伸展 几 个 厘米 。 一 种 能 表现 这 一 效应 的 微 
图 33 各 果 有 一个 沾 风 队 唱 内 。 波 装置 如 图 33-11 所 示 。 从 三 厘米 波 的 小 发 送 机 发 出 
和 波 对 准 一 个 45* 角 的 石蜡 棱镜 。 对 于 这 种 频率 石蜡 的 折 
射 率 为 1. 50 ,因而 临界 角 为 41. 5"。 所 以 波 全 部 从 那个 
45* 的 面 上 反射 而 由 探测 器 A 采集 ,如 图 33-11(a) 所 示 。 如 果 将 第 二 个 石蜡 棱镜 与 该 第 一 
个 棱镜 互相 接触 地 放 在 一 起 ,如 图 33-11(b) 中 所 示 , 则 波 将 笔直 地 贯穿 过 去 而 在 探测 器 B 
那里 被 接收 。 如 果 在 两 个 棱镜 之 间 留 下 几 厘米 厚 的 空 阶 ,如 图 33-11(<) 所 示 那 样 , 则 透射 
波 与 反射 波 两 者 都 同时 并 存 。 在 图 33-11(a) 中 存在 于 该 棱镜 的 45* 面 之 外 的 电场 ,也 可 以 
通过 把 探测 器 B 移 至 离 该 表面 几 厘米 内 而 加 以 鉴定 。 








m=1 mm 


(a) 





(b) 
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发 送 机 
图 33-11 对 内 反射 波 的 贯穿 程度 的 演示 
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第 34 章 物质 的 磁性 


$34-1 抗 磁性 和 顺 磁性 


在 本 章 中 ,我 们 将 要 谈论 物质 的 磁性 。 具 有 最 显著 磁性 的 材料 当然 是 铁 。 与 此 类 似 的 
磁性 材料 还 有 镍 、 钴 ,以 及 一 一 在 足够 低 的 温度 下 ( 低 于 16 ) 一 一 包 和 若干 特种 合金 。 这 
类 被 称 为 铁 磁性 的 磁性 足够 显著 和 复杂 ,所 以 我 们 将 专门 用 一 章 来 加 以 讨论 。 然 而 ,所 有 普 
通 物质 也 确实 会 表现 出 某 些 磁 效 应 ,尽管 十 分 微弱 一 一 比 铁 磁性 材料 中 的 效应 要 小 干 倍 至 
百 万 倍 。 这 里 我 们 将 描述 普通 的 磁性 ,也 就 是 说 ,描述 除了 那些 铁 磁性 物质 以 外 的 其 他 物 
质 的 磁性 。 

这 种 微小 磁性 分 成 两 类 。 有 些 材 料 会 被 引 向 磁场 ,而 其 他 材料 则 被 排斥 。 不 像 物 质 中 
的 电 效应 那样 ,始终 引起 电介质 被 吸 
引 , 而 这 种 磁 效 应 却 有 两 种 符号 。 这 两 
种 符号 可 以 借助 于 一 座 配备 有 一 个 尖 
极 和 一 个 平 极 的 强 电 磁铁 来 轻易 地 加 
以 证 明 , 如 图 34-1 所 示 。 在 尖 极 附近 
的 磁场 比 平 极 附近 的 磁场 要 强 得 多 。 
如 果 一 小 块 物质 由 一 根 长 线 缚 住 并 最 
挂 在 两 极 之 间 , 则 一 般 说 来 ,将 有 一 微 
小 的 力作 用 于 其 上 ,这 个 小 力 可 以 通过 
电磁 铁通 电 时 悬挂 材料 的 微小 位 移 看 





强 电磁 铁 的 两 极 出来。 上 述 那 几 种 铁 磁 材 料 会 十 分 强 
图 34-1 一 块 锦 的 小 柱 体会 被 尖 极 轻微 排斥; 而 一 块 名 。 烈 地 被 吸引 至 该 尖 极 上 去 ,其 他 一 切 材 
则 会 被 吸引 料 只 会 感到 十 分 微弱 之 力 , 有 的 被 轻微 


地 引 向 尖 极 ,有 的 则 轻微 地 被 排斥 。 

用 锐 的 一 个 小 柱 体 最 容易 看 到 这 一 效应 , 它 会 从 强 场 区 域 被 推 开 。 像 这 样 受到 排斥 的 
物质 称 为 抗 磁性 物质 。 铅 就 是 一 种 最 强 的 抗 磁性 物质 ,但 即使 如 此 ,效应 仍然 十 分 微弱 。 抗 
磁性 总 是 十 分 弱 的 。 如 果 一 小 块 铝 被 挂 在 两 极 之 间 , 则 也 会 受到 一 微小 之 力 ,但 却 是 指向 该 
尖 极 的 。 像 铝 这 类 物质 称 为 顺 磁 性 物质 (在 这 么 一 个 实验 中 , 当 电磁 铁通 电 或 断路 时 会 发 生 
一 些 涡流 力 ,而 这 些 力 就 能 够 引起 强烈 冲击 。 所 以 你 必须 小 心地 测 出 该 悬挂 物体 静止 后 的 
净 位 移 )。 

现在 我 们 要 来 简略 地 描述 这 两 种 效应 的 机 制 。 首 先 ,在 许多 种 物质 中 的 原子 都 不 具有 
永久 磁 矩 ,或 者 姓 宁 说 ,每 个 原子 里 面 的 磁体 都 互相 抵消 了 以 致 该 原子 的 净 磁 矩 等 于 零 。 电 
子 自 旋 及 其 轨道 运动 都 完全 给 抵消 掉 了 ,使 得 任何 特定 的 原子 都 不 具有 平均 磁 矩 。 在 这 种 
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场合 下 , 当 你 把 磁场 开动 时 ,由 于 感应 在 原子 里 产生 了 一 个 小 小 的 额外 电流 。 按 照 楞 次 定 
律 ,这 些 电流 处 在 反抗 正在 增长 着 的 磁场 这 样 一 种 方向 ,所 以 原子 的 感 生 磁 矩 的 指向 就 与 磁 
场 的 指向 相反 ,这 就 是 抗 磁性 的 机 制 。 

另外 ,还 有 某 些 物质 ,其 中 原子 确实 具有 永久 磁 矩 一 一 各 电子 的 自 旋 和 轨道 运动 具有 不 
等 于 零 的 净 环流 。 所 以 除了 抗 磁性 (这 始终 会 存在 ) 之 外 ,还 存在 把 各 个 原子 的 磁 矩 排列 整 
齐 的 可 能 性 。 在 这 一 种 情况 下 , 磁 矩 试图 随同 磁场 整齐 排列 (正如 电介质 中 的 永久 电 偶 极 子 
会 被 电场 排 齐 一 样 ) ,因而 这 感 生 磁 场 就 有 加 强 原来 磁场 的 倾向 。 这 一 类 物质 就 是 顺 磁 性 的 
物质 。 顺 磁性 一 般 都 相当 弱 ,因为 那些 使 其 排列 整齐 的 力 比 起 那些 来 自 企图 扰乱 秩序 的 热 
运动 之 力 相 对 较 微 小 。 由 此 也 可 以 推断 说 , 顺 磁性 通常 都 对 温度 较 敏感 (由 造成 金属 导电 性 
的 自由 电子 的 自 旋 所 引起 的 顺 磁 性 则 是 个 例外 。 我 们 将 不 在 这 里 讨论 这 种 现象 )。 对 于 普 
通 的 顺 磁性 ,温度 越 低 ,效应 就 越 强 。 在 低温 下 当 碰 撞 引 起 的 混乱 效应 较 少 时 就 会 有 较 整齐 
的 排列 。 另 一 方面 , 抗 磁性 几乎 与 温度 无 关 。 在 任何 具有 固有 磁 矩 的 物质 中 抗 磁 和 顺 磁 两 
种 效应 同时 存在 ,但 顺 磁 效应 却 往往 占 优 势 。 

在 第 11 章 中 ,我 们 曾 描述 过 一 种 铁 电 性 材料 ,其 中 所 有 电 偶 极 子 都 被 它们 本 身 共 有 的 
电场 所 排 齐 。 也 有 可 能 设想 这 种 铁 电 性 的 磁性 模拟 ,其 中 所 有 的 原子 磁 矩 都 会 排列 整齐 并 
连接 在 一 起 。 如 果 你 对 这 种 情况 如 何 会 发 生 进行 计算 , 则 你 就 会 发 现 由 于 磁力 比 电力 小 得 
那么 多 ,所 以 甚至 在 绝对 温度 十 分 之 几 度 时 热 运 动 就 应 能 把 这 种 排列 冲 散 。 因 此 在 室温 时 
不 可 能 会 存在 任何 磁 矩 的 永恒 排列 。 

反之 ,这 恰好 就 是 铁 中 发 生 的 事情 一 一 磁 矩 的 确 得 到 了 整齐 排列 。 在 铁 的 不 同 原子 的 
磁 矩 间 有 一 种 比 直接 磁 相 互 作用 要 强 得 多 得 多 的 有 效力 。 这 是 一 种 只 能 用 量子 力学 加 以 解 
释 的 间接 效应 。 它 比 直接 的 磁 相互 作用 约 强 一 万 倍 , 而 这 就 是 把 铁 磁性 材料 中 的 磁 矩 整齐 
排列 起 来 的 力 。 我 们 将 在 后 面 一 章 中 讨论 这 种 特殊 的 相互 作用 。 

既然 我 们 已 经 试 着 向 你 们 提供 了 一 个 有 关 抗 磁性 与 顺 磁性 的 定性 解释 ,因此 我 们 必 
须 纠正 自己 并 且说 明 , 不 可 能 从 经 典 物理 学 的 观点 用 任何 普通 的 方法 来 理解 材料 的 磁 效 
应 。 这 样 的 磁 效 应 完全 是 一 种 量子 力学 现象 。 然 而 , 却 可 以 做 出 某 些 虚假 的 经 典 论 证 而 
获得 关于 事情 将 发 生 的 某 种 概念 。 我 们 也 许可 以 这 样 说 。 你 可 做 出 某 些 经 典 论证 并 得 
到 关于 材料 性 能 的 一 些 猜 测 , 但 这 些 论证 在 任何 意义 上 都 不 是 “合法 "的 ,因为 最 本 质 的 
是 在 每 一 种 这 样 的 磁 现 象 中 都 绝对 涉及 到 量子 力学 。 另 一 方面 ,有 一 些 情况 ,诸如 在 等 
离子 体 中 或 在 含有 许多 自由 电子 的 空间 区 域 中 ,在 那里 电子 的 确 遵 循 经 典 力学 规律 。 而 
在 那些 场合 下 , 某 些 来 自 经 典 磁性 的 定理 才 有 价值 。 并 且 , 由 于 历史 原因 经 典 论证 也 确 
有 某 些 价值 。 人 们 最 初 几 次 能 够 猜测 到 磁性 材料 的 意义 及 其 行为 ,的 确 是 用 了 经 典 论据 
的 。 最 后 ,正如 我 们 上 面 所 指出 的 ,经 典 力学 也 还 能 够 向 我 们 提供 有 关 或 许 会 发 生 的 事 
态 的 某 些 有 用 猜测 一 一 尽管 要 研究 这 一 课题 的 真正 简单 的 方法 应 该 是 先 去 学 习 量子 力 
学 ,然后 再 用 量子 力学 来 理解 磁性 。 

另 一 方面 ,我 们 却 不 想 等 到 彻底 学 习 了 量子 力学 以 后 才 来 理解 像 抗 磁性 这 么 一 种 简单 
东西 。 我 们 不 得 不 依靠 经 典 力学 作为 对 发 生 过 程 的 一 种 不 完全 证 明 , 但 始终 必须 认识 到 , 那 
些 论 证 实际 上 是 不 正确 的 。 为 此 ,我 们 做 出 了 一 系列 会 使 你 们 发 生 混乱 的 有 关 经 典 磁性 的 
定理 ,因为 它们 会 证 明 另 一 些 东西 。 除 了 最 后 那 一 条 定理 外 ,其 他 每 一 条 都 将 是 错误 的 。 而 
且 , 作 为 对 物理 世界 的 描述 它们 全 都 是 错 的 ,因为 量子 力学 被 漏 掉 了 。 
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$ 34-2 ” 磁 抵 与 角 动 量 


我 们 所 要 证 明 的 第 一 个 来 自 经 典 力学 方面 的 定理 如 下 :如 果 电 子 在 一 个 圆周 轨道 上 运 
动 (比方 ,在 有 心力 的 影响 下 绕 核 旋转 ) , 则 磁 矩 与 角 动 量 间 存 在 一 个 确定 的 比率 。 对 于 在 轨 
道上 运动 的 电子 ,让 我 们 称 它 的 角 动量 为 J, 磁 矩 为 上 。 角 动 
- 量 的 大 小 就 是 电子 质量 乘 上 速度 再 乘 以 半径 ( 见 图 34-2), 它 的 
站 方向 与 轨道 的 平面 垂直 ， 
J = mor (34.1) 
(当然 ,这 是 一 个 非 相 对 论 性 的 公式 ,但 它 对 于 原子 却 是 一 种 
”很 好 近似 ,因为 对 于 电子 所 涉及 的 v/c 值 一般 为 e: /ic = 
0 1/137 或 约 1% 的 数量 级 )。 

图 34-2 对 任 一 贺 周 轨道 , 磁 相同 轨道 的 磁 矩 是 电流 乘 以 面积 ( 见 8 14-5), 电 流 等 于 
矩 上 为 9 /2m 乘 角 动量 J 单位 时 间 通 过 轨道 上 任 一 点 的 电量 ,也 即 电荷 q 乘 以 转动 频 

率 ,因为 频率 等 于 速度 除 以 轨道 的 周 长 ,所 以 


四 
Tg 


因 面积 为 xr* ,所 以 磁 矩 为 
“= 空 ， (34.2) 


它 也 指向 与 轨道 平面 垂直 的 方向 ,所 以 了 与 上 处 在 相同 的 方向 : 
4 二 到 (轨道 ). (34.3) 


它们 间 的 比率 与 速度 和 半径 都 无 关 。 对 于 任何 在 圆周 轨道 上 运动 的 粒子 ,其 磁 矩 等 于 角 动 
量 的 9 人 2m) 倍 。 对 于 一 个 电子 来 说 ,电荷 是 负 的 一 一 我 们 把 它 叫做 一 9,, 因 而 有 


4 一 一 六/ 电子 轨 道 ). (34.4) 


那 是 我 们 按照 经 典 理论 所 预期 的 ,但 相当 奇怪 , 它 在 量子 力学 中 却 仍 然 正确 。 它 属于 这 
类 事情 中 的 一 件 。 可 是 , 若 你 继续 应 用 经 典 物理 ,你 就 会 发 现在 其 他 一 些 地 方 ,从 它 得 出 来 的 
答案 乃 是 错误 的 ,因而 试图 记 住 哪些 是 对 的 与 哪些 是 错 的 将 是 一 场 大 的 游戏 。 我 们 也 许可 以 
立刻 向 你 们 提供 在 量子 力学 中 一 般 是 正确 的 东西 。 首 先 , 式 (34.4) 对 轨道 运动 是 正确 的 ,但 那 
并 不 是 唯一 存在 的 磁性 。 电 子 还 有 对 其 本 身 的 轴 自 旋 的 运动 (有 点 像 地球 绕 地 轴 的 转动 ) ,而 
作为 自 旋 的 结果 它 同时 具有 角 动量 和 磁 矩 。 但 由 于 纯粹 是 量子 力学 方面 的 原因 一 一 并 没有 经 
典 方面 的 解释 一 一 所 以 关于 电子 自 旋 的 pp 与 J 的 比率 是 该 自 旋 电子 的 轨道 运动 的 二 倍 , 即 


4 一 一 全 (电子 自 旋 ). (34.5) 


一 般 说 来 ,在 任何 原子 中 既 有 几 个 电子 ,又 有 关于 自 旋 和 轨道 运动 的 某 种 结合 ,从 而 造 
成 一 个 总 角 动量 和 一 个 总 磁 矩 。 尽 管 没 有 经 典 方面 的 理由 可 以 说 明 为 什么 会 这 样 , 但 在 量 
子 力学 中 却 始 终 正确 , 即 (对 于 一 个 孤立 原子 ) 磁 矩 的 方向 恰好 与 角 动量 的 方向 相反 。 这 两 
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者 之 间 的 比率 不 一 定 为 一 g. /mr 或 者 为 一 q, /(2m) ,而 是 介 平 这 两 值 之 间 , 因 为 有 来 自 轨 道 和 
自 旋 两 方面 贡献 的 混合 。 我 们 可 以 写成 
= 一 5( 攻 )， (34.6) 


式 中 & 是 标志 原子 状态 的 一 个 因子 ,对 于 纯 轨 道 矩 它 应 该 为 1, 对 于 纯 自 旋 矩 它 应 该 是 2, 若 
对 于 一 个 像 原子 那样 的 复杂 系统 , 则 g 应 该 处 于 1 与 2 之 间 的 其 他 某 个 数值 。 当 然 , 这 一 公 
式 并 不 会 告诉 我 们 很 多 东西 , 它 只 是 说 磁 矩 平行 于 角 动量 ,但 可 以 有 任意 的 大 小 。 然 而 , 式 
(34. 6) 的 形式 却 很 方便 ,因为 被 称 作 “ 朗 德 g 因子 "的 这 个 g 是 一 个 大 小 为 1 的 量 级 的 无 量 
岗 常数 。 量 子 力学 的 任务 之 一 就 是 对 任何 特定 的 原子 态 预言 这 个 g 因子 。 

你 或 许 也 会 对 核 里 发 生 的 情况 感 兴趣 。 在 核 里 存在 着 质子 和 中 子 ,它们 可 能 在 某 种 轨 
道上 绕 行 ,而 同时 , 像 电子 一 样 ,也 具有 内 京 自 旋 。 磁 矩 再 度 平行 于 角 动量 。 对 于 绕 圆 周 运 
动 的 质子 来 说 ,只 有 现在 这 两 者 之 比 的 数量 级 才 是 你 可 能 想到 的 , 即 式 (34. 3) 中 的 m 应 等 
于 质子 质量 。 因 此 对 于 核 来 说 经 常 写 成 


上 =s( 奴 -)， (34.7) 


Zm; 


式 中 my 为 质子 质量 ,而 g 称 为 核 的 g 因子 ,是 一 个 接近 于 1 的 常数 ,对 每 一 种 核 要 分 别 加 
以 测定 。 

关于 核 的 另 一 个 重要 差别 就 是 质子 的 自 族 磁 乱 并 不 像 电 子 那样 具有 一 个 等 于 2 的 g 因 
子 。 对 于 质子 而 言 , g = 2(2. 79)。 非 常 奇怪 ,中 子 也 有 自 旋 磁 矩 ,而 此 磁 矩 相对 于 其 角 动 量 
则 为 2( 一 1. 93)。 换 句 话说 ,在 磁 的 意义 上 ,中 子 并 不 严格 表现 “中 性 ", 它 好 像 是 个 小 磁体 ， 
而 且 具 有 一 个 旋转 着 的 负电 荷 才 会 有 的 那 种 磁 矩 


$34-3 ”原子 磁体 的 进 动 


磁 矩 与 角 动 量 成 正比 的 后 果 之 一 是 , 放 在 磁场 中 的 一 个 原子 磁体 将 会 进 动 。 首 先 ,我 们 
将 按照 经 典 方式 来 做 论证 。 假 设 在 匀 强 磁场 中 有 一 个 自由 悬 
挂 着 的 磁 矩 p, 它 将 感受 到 一 个 等 于 pp X B 的 力矩 ,该 力矩 试图 
将 它 转 至 场 的 方向 。 但 原子 磁体 是 个 陀螺 仪 一 一 它 具 有 角 动 
量 J。 因 此 ,由 磁场 所 产生 的 力矩 并 不 会 使 该 磁体 排列 整齐 。 im, 
而 是 ,磁体 将 会 进 动 ,正如 我 们 以 前 在 第 1 卷 第 20 章 中 分 析 陀 ES 
螺 仪 时 所 见 到 的 。 角 动量 一 一 以 及 和 它 相 随 的 磁 矩 一 一 相对 证 7 
一 平行 于 磁场 的 轴 进 动 。 我 们 可 以 通过 与 第 1 卷 第 20 章 中 所 md 
用 的 相同 的 方法 求 出 这 个 进 动 速率 。 a 

假设 在 一 小 段 时 间 At 内 角 动 量 从 J 变 至 ,如 图 34-3 9 
所 示 , 而 相对 于 磁场 B 的 方向 始终 保持 一 个 相同 角度 9。 让 我 的 1 
们 称 这 个 进 动 角速度 为 w ,使 得 在 时 间 At 内 进 动 的 角 ( 度 ) 为 


wsAt。 从 图 中 的 几何 形状 就 可 看 出 ,在 时 间 At 内 角 动 量 的 改 。 图 34-3 一 个 具有 角 动 量 了 
变 为 和 与 之 平行 的 磁 矩 py 的 物 
体 被 放 在 磁场 B 中 时 ,将 以 

AJ = (Jsin 6)(w, At). 角速度 wy 进 动 
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因而 角 动量 的 变化 率 为 
时 = w,J sing, (34.8) 
它 必 定 等 于 转 矩 “ 
t= pBsinO. (34.9) 
于 是 进 动 的 角速度 为 
“= $B. (34.10) 
由 式 (34. 6) 代 入 w/ , 则 我 们 见 到 ,对 于 一 个 原子 系统 来 说 ， 
geB 


=g (34.11) 


进 动 频率 与 B 成 正比 。 记 住 下 列 两 个 关系 式 会 很 方便 , 即 对 于 一 个 原子 (或 电子 )， 
万 一 吕 一 (1.4 兆 周 /Gs) 5B， (34.12) 


而 对 于 一 个 核 ， 
f= 2 二 (0.76 千 周 /Gs)gB (34.13) 


(关于 原子 与 核 这 两 公式 不 同 之 处 ,仅仅 是 由 在 这 两 种 情况 下 g 的 不 同 规定 引起 的 ) 。 

这 样 ,按照 经 典 理论 ,原子 中 的 电子 轨道 一 一 和 自 旋 一 一 应 在 磁场 中 进 动 。 按 照 量子 力学 
这 是 否 也 正确 呢 ? 基本 上 是 正确 的 ,但 关于 “ 进 动 " 的 意义 却 有 所 不 同 。 在 量子 力学 中 入 们 不 
能 在 与 经 典 相同 的 意义 上 谈论 角 动量 的 方向 ,尽管 如 此 ,还 是 存在 着 十 分 密切 的 类 似 一 一 类 
似 得 那么 密切 以 致 我 们 仍 称 之 为 “ 进 动 "。 以 后 在 谈论 量子 力学 时 将 对 此 再 作 讨论 。 


$34-4 抗 磁 性 


接 下 来 我 们 从 经 典 观 点 来 考察 抗 磁性 。 它 可 以 用 几 种 方法 算出 ,但 其 中 一 种 巧妙 的 办 
法 则 是 这 样 的 。 假 设 在 一 个 原子 附近 我 们 慢 慢 地 开动 磁场 。 当 磁场 改变 时 ,由 于 磁感应 而 
产生 一 电场 。 按 照 法 拉 第 定律 ,E 环绕 任 一 闭合 路 径 的 线 积分 等 于 穿 过 该 路 径 的 磁 通 量 的 
变化 率 。 假 设 我 们 选取 这 样 一 条 路 径 P, 即 是 与 该 原 
子 中 心 同 心 的 一 个 半径 为 的 圆周 ,如 图 34-4 所 示 。 
环绕 这 一 路 径 的 平均 切 向 电场 已 由 下 式 给 出 ; 


E2xr 一 一 (Brr), 


因而 就 有 一 个 强度 为 





图 34-4 作用 于 原子 中 电子 上 的 感 。” 的 旋转 电场 。 
生 电力 作用 于 原子 中 一 个 电子 上 的 这 个 感 生 电场 会 产生 


ee -第 34 章 物质 的 磁性 | 469 


一 个 等 于 一 q.Er 的 转 矩 , 它 必然 等 于 角 动 量 的 变化 率 dJ /dz: 


上 _ gr dB 
旱 = 喉 吾 (34.14) 





从 零 场 开始 对 时 间 积 分 ,我们 就 求 得 由 于 开动 磁场 而 引起 的 角 动量 改变 
AJ 一 2 (34.15) 


这 就 是 当场 开动 时 由 于 造成 电子 转动 而 引起 的 额外 角 动 量 。 
这 附加 的 角 动 量 产生 附加 的 磁 矩 ,由 于 那 是 一 种 轨道 运动 ,所 以 附加 磁 矩 恰 等 于 
一 9. 人 (2m) 倍 的 角 动量 。 这 感 生 的 反抗 磁 矩 为 


， 
An = 一 号 AJ = 一 和 5B. (34.16) 


式 中 负 号 (正如 你 通过 应 用 楞 次 定律 就 可 以 看 得 出 它 是 正确 的 ) 意 味 着 这 附加 磁 矩 与 磁场 
反 向 。 

我 们 想 要 把 式 (34. 16) 写 成 稍微 不 同 的 形式 。 在 该 式 中 出 现 的 是 指 从 原子 中 通过 
的 平行 于 B 的 轴 量 起 的 距离 的 平方 ,因而 若 B 沿 着 < 方向 , 则 它 为 十。 如 果 我 们 所 考 
虚 的 是 球 对称 原 子 (或 对 固有 轴 在 所 有 方向 的 原子 做 平均 ), 则 x 十 y 的 平均 值 将 是 真正 
从 原子 中 心 点 量 起 的 径 向 距离 平方 的 平均 值 的 2/3 倍 。 因 此 ,把 式 (34. 16) 写 成 下 式 往 
往 更 加 方便 : 


2 
An = 一 此 (PrB. (34.17) 


总 之 ,我 们 已 求 得 一 个 与 磁场 B 成 正比 而 方向 相反 的 、 感 生 的 原子 磁 矩 ,这 就 是 物质 的 
抗 磁性 。 这 个 磁 效应 是 造成 一 非 均匀 磁场 中 作用 于 一 块 锐 上 的 那 种 小 力 的 主要 原因 (你 有 
可 能 通过 下 述 办 法 计算 出 这 个 力 , 即 算出 这 些 感 生 矩 在 磁场 中 的 能 量 , 并 弄 清楚 当 该 材料 移 
进 或 移出 高 场 区 时 这 能 量 究竟 如 何 变化 )。 

我 们 还 剩 下 这 么 一 个 问题 :半径 的 平方 平均 值 ( 亚 )*% 是 什么 ? 经 典 力学 不 能 提供 任何 
答案 。 我 们 必须 回去 并 用 量子 力学 重新 开始 。 在 原子 内 部 我 们 不 能 确实 说 出 电子 在 哪里 ， 
而 只 知道 它 将 位 于 某 处 的 概率 。 若 把 ( 王 )* 理 解 为 距 中 心 距离 的 平方 对 概率 分 布 的 平均 
值 , 则 由 量子 力学 所 给 出 的 抗 磁 矩 就 恰恰 与 式 (34. 17) 相 同 。 当 然 , 这 个 式 子 是 关于 一 个 电 
子 的 磁 矩 。 总 磁 矩 应 由 对 原子 内 所 有 各 电子 求 和 给 出 。 令 人 惊异 的 事情 是 ,经 典 论 证 与 量 
子 力学 都 会 给 出 相同 的 答案 , 虽 则 正如 我 们 将 要 看 到 的 ,给 出 式 (34. 17) 的 经 典 论证 在 经 典 
力学 中 实际 上 并 没有 充分 的 根据 。 

即使 原子 已 经 有 了 永久 磁 矩 ,相同 的 抗 磁 效应 依然 会 发 生 , 此 时 系统 将 在 磁场 中 进 动 。 
当 整 个 原子 进 动 时 , 它 取得 一 个 附加 的 小 角速度 ,而 这 个 缓慢 转动 又 会 产生 一 个 代表 对 该 磁 
矩 修 正 的 小 电流 。 这 不 过 是 用 另 一 种 方式 表示 的 抗 磁 效 应 。 但 我 们 在 谈论 顺 磁性 时 实在 无 
需 为 它 操心 。 如 果 这 抗 磁 效应 像 刚 才 所 做 的 那样 先行 算出 , 则 我 们 不 必 对 来 自 进 动 方面 的 
那个 附加 小 电流 留意 , 它 已 经 包含 在 抗 磁性 项 之 内 了 。 
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$34-5 拉 莫 尔 定理 


从 迄今 所 获得 的 结果 我 们 已 能 够 做 出 某 种 结论 了 。 首 先 ,在 经 典 理论 中 磁 矩 p 始终 正 
比 于 J ,而 对 于 特定 的 原子 就 有 一 个 给 定 的 比例 常数 。 由 于 过 去 谈 及 的 电子 都 没有 自 旋 ,所 
以 ,该 比例 常数 始终 等 于 一 q, 人 2m)。 这 就 是 说 ,在 式 (34. 6) 中 我 们 应 该 令 g = 1。p 对 J 的 
比值 与 电子 的 内 部 运动 毫 无 关系 。 这 样 ,按照 经 典 理论 ,所 有 电子 系统 就 该 以 相同 的 角速度 
进 动 (在 量子 力学 中 这 是 不 正确 的 )。 这 个 结果 与 我 们 现在 要 来 证 明 的 一 个 经 典 力学 定理 有 
联系 。 假 设 我 们 有 一 群 电子 ,它们 都 被 指向 一 中 心 点 的 吸引 力 维系 在 一 起 一 一 就 像 各 电子 
被 核 所 吸引 似 的 。 电 子 之 间 也 彼此 相互 作用 ,因而 一 般 而 言 它们 可 以 有 复杂 的 运动 。 假 设 
你 已 求 出 了 没有 磁场 时 的 运动 ,然后 希望 知道 有 一 弱 磁场 时 运动 又 会 怎样 。 这 一 定理 讲 , 当 
有 一 弱 磁 场 时 运动 总 等 于 无 场 时 的 解 之 一 加 上 一 个 角速度 w. = q.B 人 2m) 的 绕 场 的 轴 的 附 
加 转动 ( 若 g = 1 , 则 这 与 w 相同 )。 当 然 , 会 有 许多 种 可 能 的 运动 。 要 点 是 ,对 于 无 磁场 时 
的 每 个 运动 在 场 中 就 有 一 个 与 之 相对 应 的 运动 , 那 就 是 原来 的 运动 加 上 一 个 均匀 转动 。 这 
称 为 拉 莫 尔 定理 ,而 wx 称 为 拉 莫 尔 频 率 。 

我 们 很 想 说 明 这 定理 如 何 才能 加 以 证 明 ,但 细节 将 留 给 你 们 自己 算出 来 。 首 先 ,考虑 中 
心力 场 中 的 一 个 电子 ,对 它 的 作用 力 只 是 指向 中 心 的 F(r)。 如 果 现在 开动 一 匀 强 磁场 ,就 
有 一 附加 力 qv X B ,因而 合力 为 

下 (r) 十 gr XB. (34. 18) 


现在 让 我 们 从 一 个 转动 坐标 系 来 考察 同样 的 系统 ,该 坐标 系 以 角速度 w 绕 通过 力 心 且 与 如 
平行 的 轴 旋 转 着 。 这 不 再 是 一 个 惯性 系 , 因 而 就 得 放 进 那些 适当 的 唐 力 一 一 在 第 1 卷 第 19 
章 中 所 曾经 谈 及 的 离心 力 及 科 里 奥 利 力 。 我 们 在 那里 发 现 ,在 一 个 以 角速度 w 旋转 着 的 参 
照 系 中 ,会 有 一 个 正比 于 速度 的 径 向 分 量 w 的 表 观 切 向 力 : 


F, =— 2mwv,. (34.19) 
又 有 一 个 由 下 式 给 出 的 表 观 法 向 力 : 
F, = mow’r + 2mwv,, (34. 20) 


其 中 w 是 在 该 转动 着 的 参照 系 中 测 得 的 速度 切 向 分 量 (法 向 分 量 w 则 对 于 该 转动 系统 和 
惯性 系统 是 相同 的 )。 

现在 ,对 于 足够 小 的 角速度 (也 就 是 ,如 果 wr < vw, ) ,我 们 在 式 (34. 20) 中 同 第 二 项 ( 科 
里 奥 利 力 ) 相 比 可 以 忽略 第 一 项 (离心 力 )。 于 是 式 (34. 19) 和 (34. 20) 就 可 以 合并 写成 


下 一 一 2mo Xv. (34.21) 


现在 若 把 转动 和 磁场 联合 起 来 , 则 必须 将 式 (34. 21) 中 的 力 与 式 (34. 18) 中 的 力 相 加 。 合 力 
为 


F()+owXB+2m Xo (34. 22) 
[我 们 颠倒 式 (34. 21) 中 的 叉 积 及 符号 以 便 获 得 这 末 一 项 ]。 考 察 上 述 结果 ,我 们 看 到 , 若 
2mm 一 一 9B ， 
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则 右边 两 项 互相 抵消 ,因而 在 转动 参照 系 中 就 只 有 力 F(r) 了 。 电 子 的 运动 正好 同 没有 磁 
场 一 一 当然 也 就 没有 转动 一 一 时 一 样 。 我 们 已 对 一 个 电子 证 明了 拉 莫 尔 定理 。 由 于 这 个 证 
明 假 定 了 w 较 小 , 那 也 就 意味 着 这 个 定理 只 对 于 弱 磁 场 才 正确 。 我 们 唯一 要 求 你 们 对 此 做 
出 改进 的 事情 就 是 考虑 许多 电子 彼此 相互 作用 的 情况 ,但 是 这 些 电子 都 处 在 相同 的 有 心力 
场 中 ,并 要 求 你 们 证 明 同样 的 定理 。 因 此 ,不管 一 个 原子 多 么 复杂 , 若 它 有 一 个 有 心力 场 , 则 
这 个 定理 就 是 正确 的 。 但 那 是 经 典 力学 的 末日 ,因为 事实 上 原子 是 并 不 会 像 那样 进 动 的 。 
式 (34. 11) 的 进 动 频率 只 有 当 g 碰巧 等 于 1 时 才 会 等 于 wi。 


$34-6 经典 物理 不 会 提供 抗 磁性 或 顺 磁性 


现在 我 们 想 要 来 证 明 ,按照 经 典 力学 完全 不 可 能 有 抗 磁性 或 顺 磁性 。 这 听 起 来 有 点 像 
发 疯 似 的 一 一 起 初 ,我 们 证 明了 存在 顺 磁性 、 抗 磁性 、 进 动 轨道 等 等 ,而 如 今 却 又 要 证 明 那 是 
完全 错 的 。 的 确 ,我 们 将 要 证 明 若 你 跟随 经 典 力学 走 得 足够 远 , 则 不 会 有 这 样 的 磁 效应 , 因 
为 它们 侈 都 抵消 掉 了 。 如 果 你 在 某 处 开始 做 经 典 论证 并 且 不 走 得 太 远 , 则 你 可 以 获得 任何 
想 要 获得 的 答案 。 但 唯一 合理 而 又 正确 的 证 明 却 显示 不 会 有 任何 磁 效应 存在 。 

经 典 力学 的 一 个 结论 是 : 若 你 有 任意 类 型 的 系统 一 一 比如 含有 电子 、 质 子 或 其 他 任何 东 
西 的 气体 一 一 被 保持 在 一 个 箱子 中 以 致 整个 系统 不 能 够 转动 , 则 不 会 有 任何 磁 效 应 发 生 。 
如 果 你 有 一 个 孤立 系统 ,比如 由 其 本 身 维系 在 一 起 的 一 颗 星体 , 当 你 加 上 磁场 时 它 就 能 够 发 
生 转 动 ,那么 就 可 能 有 磁 效 应 。 但 如 果 你 有 一 块 材料 , 它 的 位 置 被 固定 得 不 能 发 生 旋转 , 那 
么 就 不 会 有 磁 效 应 了 。 我 们 所 谓 抑制 自 旋 的 意思 可 以 概括 为 :在 某 一 给 定 温度 下 ,假定 系统 
只 有 一 个 热平衡 状态 。 于 是 定理 讲 :如 果 你 开动 磁场 并 等 待 该 系统 达到 热平衡 状态 , 则 不 会 
有 顺 磁性 或 抗 磁性 一 一 不 会 有 感 生 的 磁 矩 。 证 明 :按照 统 计 力学 ,一 个 系统 将 处 于 任意 给 定 
运动 状态 的 概率 与 e "“ 成 正比 ,其 中 U 为 系统 运动 的 能 量 , 那 么 ,运动 能 量 又 是 什么 呢 ? 
对 于 一 个 在 匀 强 磁场 中 运动 的 粒子 ,其 能 量 等 于 通常 的 势能 加 上 动能 mv /2 ,磁场 并 不 会 附 
加 任何 东西 [你 知道 ,来 自 电磁 场 之 力 为 gq(E 十 rvXB), 而 功率 Fv 正好 就 是 gE v, 并 不 会 
受 磁场 影响 ]。 因 此 一 个 系统 的 能 量 ,不 管 是 否 处 于 磁场 之 中 ,始终 等 于 动能 加 上 势能 。 既 
然 任何 运动 的 概率 仅 取决 于 能 量 一 一 这 就 是 说 ,取决 于 速度 和 位 置 一 一 不 管 是 否 有 磁场 存 
在 都 一 样 。 因 此 ,对 于 热平衡 来 说 ,磁场 并 不 会 有 影响 。 如 果 有 一 个 系统 处 于 箱子 中 ,然后 
有 另 一 个 系统 处 于 第 二 个 箱子 中 ,但 这 回 是 存在 磁场 的 ,那么 处 于 第 一 个 箱子 中 的 任何 一 点 
具有 任何 特定 速度 的 概率 将 与 在 第 二 个 箱子 中 的 相应 概率 相同 。 如 果 在 第 一 个 箱子 中 并 没 
有 平均 环行 电流 (这 将 不 会 出 现 ,倘若 是 与 静止 箱 壁 达成 平衡 的 话 ) , 那 就 不 会 有 平均 磁 矩 。 
由 于 在 第 二 个 箱子 中 一 切 运动 又 都 是 一 样 的 ,所 以 那里 也 没有 平均 磁 矩 。 因 此 ,如 果 温 度 保 
持 不 变 而 热平衡 在 磁场 开动 之 后 又 重新 建立 起 来 , 则 按照 经 典 力学 ,不 可 能 存在 由 磁场 感 生 
的 磁 矩 。 所 以 我 们 只 能 从 量子 力学 方面 得 到 有 关 磁 现象 的 满意 理解 。 

可 惜 ,不 能 假定 你 们 对 量子 力学 已 有 了 充分 理解 ,因而 这 里 不 可 能 是 讨论 这 一 课题 的 场 
所 。 反 之 ,我 们 并 不 总 得 在 学 习 某 些 东西 时 先 学 习 正 确 的 法 则 ,然后 学 习 如 何 把 它们 应 用 于 
不 同情 况 。 在 本 科 中 几乎 所 有 考虑 到 的 每 一 课题 都 曾经 按照 另 一 种 方式 处 理 过 。 对 于 电学 
情况 ,我 们 曾 在 “第 一 页 "就 写 出 了 麦克 斯 韦 方程 组 ,然后 才 推导 出 所 有 的 结果 来 。 那 是 一 条 
途径 。 但 我 们 现在 决 不 试图 去 创立 新 的 “第 一 页 ", 即 把 量子 力学 的 各 个 方程 都 写 下 来 并 从 
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它们 推导 出 一 切 东 西 。 在 你 们 弄 清 楚 其 出 处 以 前 ,我 们 将 只 得 告诉 你 们 某 些 量子 力学 结果 。 
在 这 里 我 们 就 这 样 干 。 


$34-7 ”量子 力学 中 的 角 动 量 


上 面 已 向 你 们 提供 了 关于 磁 矩 与 角 动量 之 间 的 关系 式 。 这 很 令 人 高 兴 。 但 这 磁 矩 和 角 
动量 在 量子 力学 中 又 意味 着 什么 呢 ? 为 了 保证 人 们 懂得 到 底 指 的 是 什么 ,在 量子 力学 中 , 事 
实证 明 最 好 是 用 像 能 量 这 种 概念 来 定义 如 磁 矩 那样 的 东西 。 现 在 ,要 用 能 量 来 定义 磁 矩 并 
不 困难 ,因为 磁 矩 在 磁场 中 的 能 量 按照 经 典 力学 为 六 B。 因 此 ,下 述 定义 已 为 量子 力学 所 
采用 :如 果 我 们 算出 一 个 系统 在 磁场 中 的 能 量 并 发 现 它 正比 于 该 场 强 (对 于 弱 场 来 说 ) ,那么 
这 个 比例 系数 就 称 为 磁 矩 在 该 场 的 方向 上 的 分 量 (目前 我 们 无 需 对 工作 要 求 得 那么 精致 ,可 
以 仍然 按照 那 种 普通 的 、 在 某 种 程度 上 是 经 典 的 意义 来 考虑 磁 矩 ) 。 

现在 我 们 想 要 讨论 量子 力学 中 的 角 动 量 概念 一 一 更 确切 地 说 ,是 量子 力学 中 所 称 为 角 
动量 的 一 些 特性 。 你 知道 , 当 你 着 手 新 型 的 定律 时 ,就 不 能 只 假定 每 一 个 词 都 要 表示 与 以 前 
完全 相同 的 东西 。 比 方 , 你 可 以 这 样 想 :“ 呵 ,我 懂得 了 角 动 量 是 什么 。 它 是 会 受 转 矩 改变 的 
那 种 东西 。" 但 转 和 矩 又 是 什么 呢 ? 在 量子 力学 中 我 们 不 得 不 对 一 些 旧 物理 量 赋予 新 的 定义 。 
因此 ,合理 地 说 ,最 好 就 是 用 诸如 “量子 角 动 量 " 或 其 他 相似 名 称 来 称呼 它 ,因为 它 是 在 量子 
力学 中 定义 出 来 的 角 动 量 。 但 如 果 你 在 量子 力学 中 能 够 找到 一 个 量 ,在 系统 变 成 足够 大 时 
与 我 们 关于 角 动 量 的 古老 概念 相同 , 则 去 发 明 一 个 额外 字眼 就 没有 什么 用 处 了 。 我 们 也 可 
以 同样 叫 它 作 角 动量 。 有 了 这 人 么 一 点 认识 ,即将 加 以 描述 的 这 种 古怪 东西 也 就 是 角 动 量 了 。 
它 是 在 大 系统 中 我 们 用 经 典 力学 观点 认为 是 角 动量 的 那 种 东西 。 

首先 ,我 们 取 一 个 角 动量 守恒 的 系统 ,诸如 完全 处 在 真空 中 的 一 个 孤立 原子 。 于 是 像 这 
样 的 东西 ( 像 绕 自己 的 轴 自 转 的 地 球 ) 在 通常 意义 上 来 说 , 它 有 可 能 环绕 人 们 所 任意 选取 的 
轴 旋转 着 。 而 对 于 给 定 的 自 旋 ,可 能 会 有 许多 不 同 的 状态 ,全 都 具有 相等 能 量 ,每 一 个 “ 态 ” 
相当 于 角 动量 轴 的 一 个 特定 方向 。 所 以 在 经 典 理论 中 ,对 于 给 定 的 角 动 量 , 就 有 无 数 个 可 能 
的 态 ,它们 全 都 有 相同 能 量 。 

然而 ,结果 是 在 量子 力学 中 出 现 了 若干 件 奇 怪 的 事情 。 首 先 ,在 这 样 的 系统 中 能 够 存在 
的 状态 数目 是 受 限制 的 , 即 只 存在 有 限 个 数目 。 如 果 系 统 很 小 ,这 有 限 的 数目 也 很 小 ,但 如 
果 系 统 大 了 , 则 这 个 有 限 的 数目 便 变 得 非常 非常 大 。 其 次 ,我们 不 能 通过 给 出 其 角 动量 方向 
以 描述 一 个 “ 态 ” ,而 只 能 通过 给 出 沿 某 一 方向 一 一 诸如 = 方向 一 一 的 角 动 量 分 量 来 给 予 描 
述 。 按 照 经 典 理论 ,具有 给 定 总 角 动 量 J 的 物体 ,对 于 其 < 分量 该 可 以 有 从 十 本 与 一 了 的 任 
何 数值 。 可 是 按照 量子 力学 , 角 动量 的 = 分 量 只 能 取 某 些 分 立 数值 。 任 何 具有 一 定 能 量 的 
给 定 系统 个 特定 原子 原子核 或 任何 一 种 东西 一 一 都 各 有 一 个 特征 数目 j, 而 它 的 角 
动量 的 = 分 量 就 只 能 有 下 列 这 组 数目 中 的 一 个 : 


1 一 你 = 让 一 jh (34.23) 
最 大 的 < 分量 为 j 乘 记 , 次 大 的 是 减少 一 个 单位 ,一 直 减 少 到 一 六 为 止 。 这 数值 j 叫 作 “该 


系统 的 自 旋 "( 有 些 人 却 叫 它 做 “总 角 动 量 量子 数 ” ,但 我 们 将 称 之 为 自 旋 ”)。 
你 或 许 会 担心 我 们 现在 所 谈 的 可 能 只 对 于 某 一 “特殊 "z 轴 才 正确 ,但 并 非 如 此 。 对 于 
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一 个 自 旋 为 j 的 系统 , 沿 任何 轴 的 角 动量 分 量 只 能 取 式 (34. 23) 中 所 列 数值 之 一 。 虽 然 这 看 
来 很 神秘 ,但 仅 要 求 你 们 暂且 接受 它 , 以 后 我 们 才 回 来 讨论 这 一 点 。 你 至 少 可 能 乐于 听 到 > 
分 量 会 从 某 一 数值 变 到 负 的 相同 数值 ,使 得 我 们 至 少 无 需 去 决定 哪 一 个 是 = 轴 的 正方 向 ( 当 
然 , 假 如 我 们 曾经 说 过 它 要 从 十 j 变 到 负 的 某 个 其 他 数值 ,那么 就 会 是 无 限 神秘 的 ,因为 在 
指明 了 其 他 方向 后 ,我 们 不 可 能 再 定义 = 轴 )。 

于 是 ,如 果 角 动量 的 = 分 量 必须 从 十 ; 起 按 整数 递减 到 一 ) ,那么 了 就 必须 是 整数 了 。 非 
也 ! 并 不 尽 然 ,j 的 二 倍 才 必须 是 整数 ,只 有 在 十 j 与 一 j 之 间 的 差 值 才 必须 是 整数 。 所 以 ， 
一 般 说 来 , 自 旋 j 或 者 是 整数 或 者 是 半 整 数 ,取决 于 21 是 偶数 还 是 奇数 。 例 如 , 像 锂 那样 的 
核 , 它 具 有 3/2 的 自 旋 , 即 j = 3/2, 于 是 绕 = 轴 的 角 动 量 ,以 A 为 单位 ,就 是 下 列 诸 值 之 一 : 


+3p 十 12 一 12 一 3[2. 


总 共有 四 个 可 能 态 , 若 该 核 处 在 无 外 场 的 真空 中 , 则 每 个 态 具 有 相同 能 量 。 如 果 我 们 有 一 个 
自 旋 为 2 的 系统 , 则 按 为 单位 角 动量 的 z 分 量 就 只 能 有 下 列 诸 数 值 : 


A 和 一 


如 果 你 数 一 下 对 给 定 的 7 共有 多 少 个 态 , 则 共有 (2j 十 1) 个 可 能 性 。 换 句 话 说 ,如 果 你 将 能 
量 和 自 旋 j 都 告诉 我 ,结果 表明 ,正好 存在 (2j 十 1) 个 具有 那 种 能 量 的 态 ,每 个 态 相当 于 角 
动量 分 量 的 一 个 不 同 的 可 能 值 。 

我 们 想 要 加 上 另 一 事实 。 如 果 你 随意 选取 一 个 已 知 其 了 值 的 原子 而 测量 其 角 动量 的 = 
分 量 ,那么 你 会 获得 可 能 数值 中 的 任何 一 个 ,而 每 个 数值 是 同样 可 能 的 。 所 有 的 态 实际 上 都 
是 单 态 ,而 每 个 态 同 任意 另 一 个 态 恰恰 是 一 样 。 在 世界 上 每 个 态 都 各 具有 相同 “权重 "(我 们 
假定 并 没有 预先 挑选 出 一 个 特殊 样品 ) 。 顺 便 说 说 ,这 个 事实 有 一 个 简单 的 经 典 类 似 。 如 果 
你 按照 经 典 方式 提出 这 同样 的 问题 : 若 取 一 个 都 具有 相同 总 角 动量 的 随机 系统 样品 ,那么 对 
于 某 个 特定 角 动 量 分 量 的 可 能 性 究竟 如 何 呢 ? 一 一 答案 是 ,从 极 大 至 极 小 的 所 有 数值 都 具 
有 同样 的 可 能 (你 可 以 不 难 把 它 计 算出 来 )。 这 一 经 典 结果 就 相当 于 在 量子 力学 中 ( 2j 十 1 ) 
个 可 能 性 具有 相等 的 概率 。 
从 迄今 我 们 所 得 到 的 结果 ,还 能 够 得 出 另 一 个 有 趣 而 有 点 令 人 吃惊 的 结论 。 在 某 些 经 
典 计算 中 ,最 终结 果 中 出 现 的 量 是 角 动 量 J 大 小 的 平方 一 一 换 句 话说 , 那 就 是 了 J。 结 果 
是 ,通过 利用 经 典 的 计算 结果 和 下 述 的 简单 法 则 :由 j(j 十 1) 大 取代 J = 了 了, 就 往往 能 够 
猜 出 正确 的 量子 力学 公式 。 这 一 法 则 通常 是 有 效 的 ,而且 往往 但 并 非 永远 会 给 出 正确 结果 。 
我 们 可 以 提供 下 面 的 论据 来 证 明 为 什么 你 可 能 预料 到 这 一 法 则 会 起 作用 。 

标 积 J 了 .了 可 以 写成 





了 .JJ 一 天 十 帮 十 三 
由 于 它 是 标量 ,所 以 对 于 自 旋 的 任意 取向 它 都 应 相同 。 假 定 我 们 随机 地 选择 任何 给 定 的 原 
子 系统 的 样品 并 作出 对 三 , 用 或 了 的 测量 ,那么 对 每 一 个 的 平均 值 都 应 该 相同 (对 任何 一 
个 方向 都 不 存在 任何 特殊 区 别 )。 因 此 ,J * J 的 平均 值 就 恰恰 是 任 一 分 量 的 平方 一 一 比方 
说 天 一 一 平均 值 的 三 倍 : 





(J -Tr = 30J:). 
但 由 于 了 .了 对 所 有 一 切取 向 都 相同 ,所 以 它 的 平均 值 当然 也 就 刚好 是 它 的 恒定 值 , 于 是 我 
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们 有 
J :J = 3(1). (34.24) 


如 果 我 们 现在 说 ,对 于 量子 力学 也 将 采用 同样 的 式 子 , 则 可 以 容易 地 求 得 (J)zw。 我 
们 只 需 取 及 的 (2; 十 1) 个 可 能 值 之 和 并 除 以 总 数 : 


《7 -0 t+ C2 (34. 25) 
十 


对 于 一 个 自 旋 为 32 的 系统 ,这 个 式 子 成 为 : 
Uren = 人) 十 LA) + + 3B 5 








我 们 断定 


加 -3XE 如 一 3(3 
了. 了 T 一 30)ra 二 3X 年 名 二 吝 ( 训 二 1) 各 


将 把 它 留 给 你 们 自己 去 证 明 , 式 (34. 25) 加 上 式 (34. 24) 就 会 给 出 这 个 普遍 结果 : 
J T=j(i+ Lk. (34. 26) 
虽然 我 们 可 能 从 经 典 理 论 想 到 J 的 = 分 量 最 大 可 能 值 会 恰好 等 于 J 的 大 小 一 一 也 即 


VJ "J 一 一 但 按照 量子 力学 J 的 极 大 值 却 总 要 比 这 略为 小 些 , 因 为 ji 总 是 小 于 VC 十 1) 所 
的 。 所 以 角 动 量 从 不 “完全 沿 = 方向"。 





$34-8 原子 的 磁 能 


现在 ,我 们 又 要 再 来 谈论 磁 矩 。 上 面 曾经 说 过 ,在 量子 力学 中 一 个 特定 原子 系统 的 磁 矩 
可 通过 式 (34. 6) 用 角 动量 写 出 ， 


A= 一 g( 翅 )， (34.27) 


其 中 一 9 和 m 分 别 表 示 电 子 的 电荷 和 质量 。 
一 个 置 于 外 加 磁场 中 的 原子 磁体 将 具有 额外 能 量 , 这 取决 于 它 的 磁 矩 沿 场 向 的 分 量 。 


我 们 知道 ， 
Us =—4. B. (34. 28) 


选择 x 轴 使 其 沿 B 方向 , 则 
Us =— p.B. (34. 29) 


利用 式 (34. 27) ,我 们 得 
Ua =s( 玫 )7.B. 


量子 力学 表明 ,J。 只 能 有 某 些 值 : 访 , (7 一 1 疙 , …, 一 放 。 因 此 ,原子 系统 的 磁 能 并 不 是 任意 
的 , 它 只 能 有 某 些 值 。 例 如 , 它 的 极 大 值 为 


a( 久 )#jiB. 
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q. 有 A(2m,) 这 个 量 通常 被 赋予 “ 玻 尔 磁 子 "的 名 称 而 被 写成 ua: 


磁 能 的 可 能 值 为 
Us = gpaB 其， 


其 中 了 /hi 取 可 能 值 :1，(7 一 1)，( 一 2)，…，( 一 了 十 1)， 一 7 

换 句 话说 ,一 个 原子 系统 当 被 置 于 磁场 中 时 ,其 能 量 改变 的 值 正比 于 场 ,同时 也 正比 于 
J 了.。 我 们 讲 ,一 个 原子 系统 的 能 量 被 磁场 “分 裂 成 27 十 1 个 能 级 "。 例 如 ,在 磁场 外 时 能 量 为 
Un 而 j 值 为 3/2 的 一 个 原子 , 当 被 置 于 磁场 中 时 ,就 会 有 四 个 可 能 的 能 量 。 我 们 可 以 通过 
像 图 34-5 中 所 画 的 能 级 简 图 来 表明 这 些 能 量 。 任 何 特定 原子 在 任何 给 定 的 磁场 中 只 能 有 
这 四 个 可 能 能 量 中 的 一 个 。 这 就 是 量子 力学 所 说 的 关于 一 个 原子 系统 在 磁场 中 的 行为 。 





图 34-5 自 旋 为 3/2 的 原子 系统 在 磁场 图 34-6 电子 在 磁场 B 中 两 个 可 能 的 
8 中 可 能 具有 的 磁 能 能 量 状态 


最 简单 的 “原子 ”系统 乃 是 单个 电子 。 电 子 的 自 旋 为 1 /2, 因 而 就 有 两 个 可 能 的 状态 : 
J 三 永和 J = 一 上 /2。 对 于 一 个 静止 (没有 轨道 运动 ) 的 电子 来 说 , 自 旋 磁 矩 具有 等 于 2 
的 g 值 ,因而 磁 能 可 以 是 士 paB 中 的 一 个 ,在 磁场 中 的 可 能 能 量 如 图 34-6 所 示 。 大 概 而 言 ， 
我 们 就 说 电子 或 者 具有 “向 上 ”( 沿 场 方向 ) 的 自 旋 , 或 者 具有 “向 下 (道场 方向 ) 的 自 旋 。 

对 具有 较 高 自 旋 的 系统 ,就 会 存在 更 多 的 态 。 我 们 可 以 设想 其 自 旋 是 “向 上 "或 是 “向 
下 ”, 还 是 在 这 两 者 之 间 相 起 某 个 “角度 ", 这 都 要 取决 于 上 值 。 

在 下 一 章 我 们 将 用 这 些 量子 力学 结果 来 讨论 材料 的 磁性 。 
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$35-1 量子 化 磁 态 


上 一 章 我 们 曾 描述 过 在 量子 力学 中 一 物体 的 角 动 量 怎么 会 不 具有 任意 方向 ,而 在 一 给 定 轴 
上 它 的 分 量 却 只 能 取 某 些 间隔 相等 的 分 立 值 , 那 是 一 件 令 人 震惊 而 又 独特 的 事情 。 你 可 能 认为 ， 
在 你 的 智力 达到 更 高 水 平 并 准备 好 接受 这 种 概念 之 前 也 许 不 应 该 探索 这 种 事情 。 实 际 上 ,就 能 
够 轻易 地 接受 这 样 一 件 事情 的 意义 上 来 说 ,你 的 智力 将 永远 不 会 变 得 更 高 级 。 并 没有 任 一 种 描 
述 方法 可 以 使 其 明白 易 懂 , 而 同时 在 其 本 身 的 形式 上 又 不 会 那么 微妙 和 高 级 以 致 比 起 你 企图 要 
加 以 解释 的 东西 更 复杂 。 在 小 尺度 范围 内 的 物质 行为 一 一 正如 我 们 曾经 多 次 提 到 的 一 一 与 通常 
所 熟悉 的 任何 事情 都 不 相同 ,而 且 确实 十 分 奇怪 。 当 我 们 继续 讲解 经 典 物理 时 ,试图 对 小 尺度 范 
围 内 物质 的 行为 得 到 一 个 逐渐 增长 的 感性 认识 ,开始 的 时 候 作为 一 种 缺乏 任何 深刻 理解 的 经 验 ， 
乃 是 一 个 好 主意 。 对 这 些 事情 的 理解 ,在 任何 程度 上 都 是 很 慢 地 达到 的 。 当 然 ,人 们 逐步 变 成 能 
够 更 好 地 懂得 在 量子 力学 情况 下 所 发 生 的 事情 一 一 如 果 这 就 是 所 谓 理解 的 涵义 一 一 那么 人 们 
将 永远 得 不 到 一 个 认为 量子 力学 法 则 是 “自然 的 " 那 种 舒 舒 服 服 的 感觉 。 当 然 那些 法 则 的 确 是 
“自然 的 ", 但 对 于 我 们 本 身 在 普通 水 平 的 经 验 上 来 说 它们 却 不 是 自然 的 。 我 们 对 待 这 一 角 动 
量 的 法 则 的 态度 与 过 去 对 待 许多 曾经 谈 到 的 其 他 东西 的 态度 很 不 相同 ,这 一 点 应 该 有 所 解释 。 
我 们 并 不 试图 解释 “ 它 ”, 但 至 少 必须 告诉 你 们 发 生 的 情况 ,要 对 材料 磁性 进行 解释 而 又 不 提 及 
有 关 磁 性 一 一 包括 角 动 量 和 磁 矩 一 一 的 那 种 经 典 解 释 乃 是 不 正确 的 , 那 可 能 是 不 诚实 的 。 

关于 量子 力学 的 一 个 最 令 人 震惊 而 又 扰乱 人 心 的 特征 在 于 :如 果 你 沿 任 一 根 特 定 轴 取 
角 动 量 , 则 你 会 发 现 它 总 等 于 一 整数 或 半 整 数 乘 以 。 不 管 你 取 的 是 哪 一 根 轴 , 结 果 是 一 样 
的 这 一 奇怪 事实 一 一 你 可 取 任 一 根 其 他 轴 并 发 现在 它 上 面 的 分 量 也 被 固定 在 那 同 一 组 数值 
上 一 一 所 涉及 的 微妙 之 处 我 们 将 留 在 后 面 一 章 中 讨论 ,到 那 时 你 将 会 因 看 到 这 一 表 观 伴 雇 
如 何 最 后 获得 解决 而 感受 到 欢欣 鼓舞 。 

目前 我 们 将 仅仅 接受 这 个 事实 , 即 对 于 每 个 原子 系统 就 有 一 个 数值 j, 称 为 该 系统 的 自 
族 , 它 必须 是 一 个 整数 或 一 个 半 整 数 ,而 沿 任 一 特定 轴 的 角 动 量 分 量 则 将 始终 具有 下 列 从 
十 访 到 一 访 之 间 的 那些 值 之 一 : 








中 二 和 做 (35.1) 
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我 们 也 曾 提 及 每 个 简单 原子 系统 都 有 一 个 与 角 动量 的 方向 相同 的 磁 矩 。 这 不 仅 对 于 原 
子 和 核 正 确 ,而 且 对 于 基本 粒子 也 都 正确 。 每 个 基本 粒子 有 其 本 身 的 特征 值 7 和 磁 矩 (对 于 
某 些 粒子 来 说 ,这 两 者 均 为 零 ) 。 在 这 一 句 话 中 ,所 谓 磁 矩 我 们 指 的 是 ,比方 说 在 一 个 沿 z 方 
向 的 磁场 中 ,对 于 小 磁场 来 说 系统 的 能 量 可 以 写成 一 x.B。 我 们 一 定 要 有 磁场 不 应 太 大 的 
条 件 , 否 则 它 就 可 能 会 干扰 该 系统 的 内 部 运动 ,从 而 能 量 不 会 成 为 磁场 发 动 前 存在 的 那个 磁 
矩 的 一 种 量度 。 但 如 果 场 足够 弱 , 则 由 该 场所 改变 的 能 量 由 量 


AU = 一 mrB (35.2) 


表示 ,而 条 件 是 在 这 个 式 子 里 的 we 要 由 下 
式 来 代替 ， 


=a(B) (35.3) 


其 中 J 就 是 式 (35. 1) 中 那些 数值 之 一 。 

假设 考虑 一 个 自 旋 为 了 = 3 /2 的 系统 。 
在 没有 磁场 时 ,该 系统 就 有 四 个 不 同 的 可 
能 状态 ,这些 状态 对 应 于 那些 不 同 的 上 值 ， 
但 都 具有 完全 相同 的 能 量 。 可 是 一 旦 我 们 
加 上 磁场 ,就 有 一 个 附加 的 相互 作用 能 量 
把 这 些 状 态 分 隔 开 ,形成 四 个 稍微 不 同 的 
能 级 。 这 些 能 级 的 能 量 是 由 某 些 与 B 成 正 
比 而 又 乘 以 J 值 (3/2、1/2、 一 1/2 和 
一 3 及 ) 的 i 倍 给 出 。 关 于 自 旋 分 别 为 1 /2、 
1 和 3/ 的 原子 系统 的 能 级 分 裂 , 如 图 35-1 
的 那些 简 图 所 示 ( 记 住 对 于 电子 的 任何 配 
置 , 磁 矩 始终 与 角 动 量 反 向 )。 

你 将 从 图 上 注意 到 ,那些 能 级 的 “ 重 
心 " 在 有 磁场 和 没有 磁场 时 都 一 样 。 并 且 
注意 到 ,对 于 给 定 磁场 中 的 某 个 给 定 粒子 
来 说 从 一 个 能 级 至 下 一 能 级 的 间隔 总 是 相 
等 的 。 对 于 某 一 给 定 磁场 B 我 们 想 把 能 量 
间隔 写成 iv 一 一 这 仅仅 是 wo 的 定义 。 利 
用 式 (35.2) 和 (35. 3) ,我 们 得 


hw, — gH hiB 


或 

w= # HB: (35.4) 
量 g[q/(2m)] 恰 好 就 是 磁 矩 对 角 动 量 的 
比 一 一 它 是 该 粒子 的 一 种 性 质 。 式 (35. 4) 


"{ 








图 35-1 自 旋 为 j 的 一 个 原子 系统 在 磁场 B 中 具 
有 (2j 十 1) 个 可 能 能 量 ,对 于 小 场 来 说 ,能 量 间隔 与 
B 成 正比 
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与 我 们 在 第 34 章 中 得 到 的 角 动 量 为 了 而 磁 矩 为 上 的 陀螺 仪 在 磁场 中 的 进 动 角速度 的 公式 
相同 。 


$35-2 斯 特 恩 -格拉 赫 实 验 


角 动量 被 量子 化 这 一 事实 是 那么 令 人 惊异 ,所 以 我 们 将 根据 历史 的 观点 对 它 稍微 谈 一 
下 。 从 它 被 发 现 的 那 一 刻 起 就 成 为 一 种 震动 (尽管 在 理论 上 已 预期 到 了 )。 最 初 由 斯 特 恩 - 
格拉 赫 于 1922 年 在 一 个 实验 上 观察 到 。 如 果 你 愿意 的 话 , 尽 可 以 认为 斯 特 恩 -格拉 赫 实验 
就 是 关于 角 动量 量子 化 这 一 信念 的 直接 验证 。 斯 特 轧 和 格拉 赫 设计 了 一 种 测量 个 别 银 原子 
磁 矩 的 实验 。 他 们 通过 在 一 个 热 炉 中 把 银 汽 化 并 让 某 些 银 蒸气 穿 过 一 系列 小 孔 而 产生 出 一 
银 原子 束 。 这 原子 束 对 准 一 块 独特 磁铁 的 极 尖 之 间 的 空隙 ,如 图 35-2 所 示 。 他 们 的 意图 如 
下 :如 果 银 原子 有 磁 矩 p, 则 在 磁场 B 中 它 就 具有 能 量 一 y.B ,这 里 z 为 磁场 方向 。 在 经 典 理 
论 中 ,p: 应 等 于 磁 矩 乘 以 该 矩 与 磁场 间 夹 角 的 余弦 ,因而 在 场 中 的 附加 能 量 该 是 





图 35-2 斯 特 因 -格拉 赫 实验 


AU = 一 pBcos0. (35.5) 


当然 , 当 原子 从 炉 中 跑 出 来 时 ,它们 的 磁 矩 会 指向 每 一 个 可 能 方向 ,因而 会 有 所 有 的 9 值 。 
现在 如 果 磁场 随 = 变化 得 很 快 一 一 有 一 个 很 强 的 场 梯度 一 一 那么 磁 能 也 将 随 位 置 变化 , 因 
而 将 有 一 个 力作 用 于 磁 矩 之 上 ,这 力 的 方向 取决 于 cos 9 是 正 还 是 负 。 原 子 将 被 一 个 正比 于 
磁 能 微 商 的 力 拉 向 上 或 拉 向 下 ,根据 虚 功 原理 ， 


= 3B 
F. 一 下 一 peosg 55. (35.6) 


斯 特 恩 和 格拉 赫 所 制 成 的 磁铁 ,其 中 一 个 极 的 头 部 形成 十 分 尖锐 的 刃 以 便 产 生 迅 速 变 
化 的 磁场 。 银 原子 束 恰好 对 准 沿 这 一 尖锐 的 刃 , 使 得 原子 在 那个 非 均 匀 磁 场 中 会 感受 到 一 
个 垂直 方向 的 力 。 一 个 磁 矩 按 水 平 取向 的 银 原子 不 会 受 任何 力 的 作用 而 将 笔直 地 经 过 该 磁 
铁 。 一 个 其 磁 矩 完全 垂直 向 上 的 原子 则 该 受到 一 个 拉 其 向 上 指向 磁铁 尖 丸 的 力 。 一 个 其 磁 
矩 指向 下 的 原子 则 会 感受 到 一 向 下 的 推力 。 于 是 , 当 这 些 原 子 离开 磁铁 时 ,它们 就 会 按照 其 
磁 矩 的 垂直 方向 分 量 而 被 分 散 开 来 。 在 经 典 理论 中 所 有 的 角度 都 属 可 能 ,以 致 当 这 些 原子 
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由 淀 积 在 玻璃 板 上 而 被 收集 时 ,人 们 应 该 期 望 沿 垂直 方向 出 现 一 条 银 斑 线 。 这 条 银 线 高 度 
应 与 磁 矩 的 大 小 成 正比 。 当 斯 特 恩 和 格拉 赫 看 到 实际 所 发 生 的 情况 时 ,经 典 概念 的 惨败 完 
全 被 揭露 了 。 他 们 在 玻璃 板 上 发 现 了 两 个 明晰 的 斑点 ,那些 银 原子 形成 了 两 束 。 

一 东 自 旋 显然 是 杂乱 取向 的 原子 竟 被 分 裂 成 分 开 的 两 束 ,这 是 最 令 人 感到 惊奇 的 。 磁 
矩 怎么 会 知道 只 允许 它 在 磁场 的 方向 上 取 某 些 分 量 呢 ? 噢 , 那 实际 上 就 是 角 动 量 量子 化 被 
发 现 的 开始 ,而 不 是 试图 给 你 一 个 理论 上 的 解释 ,我 们 只 是 说 你 已 被 这 一 实验 结果 难 住 了 ， 
正如 当年 这 个 实验 刚 被 做 出 来 时 物理 学 家 们 不 得 不 接受 该 结果 那样 。 这 是 原子 在 磁场 中 的 
能 量 会 取 一 系列 分 立 值 的 实验 事实 。 对 于 这 些 数值 中 的 每 一 个 ,能 量 正比 于 磁场 强度 。 因 
而 在 场 变化 的 区 域 中 , 虚 功 原理 告诉 我 们 ,作用 于 原子 上 的 可 能 磁力 将 具有 一 系列 的 分 立 
值 ,由 于 对 每 个 态 所 作用 的 力 不 同 ,因而 原子 束 就 被 分 裂 成 分 开 的 若干 束 。 从 这 些 束 偏 移 的 
尺度 ,人 们 就 能 求 出 磁 矩 的 大 小 来 。 


$35-3 拉 比 分 子 束 法 


现在 我 们 要 来 描述 一 种 由 拉 比 及 其 同事 们 所 发 展 起 来 的 、 经 改进 的 测量 磁 矩 用 的 仪器 。 
由 于 在 斯 特 恩 -格拉 赫 实验 中 原子 的 偏 移 很 小 ,因而 磁 矩 的 量度 并 不 是 很 精确 。 拉 比 的 技术 
使 得 磁 矩 的 测量 有 可 能 达到 难以 想象 的 精度 。 这 一 方法 是 以 这 种 事实 为 基础 的 , 即 原子 的 
固有 能 量 在 磁场 中 被 分 裂 成 有 限 数目 的 能 级 。 一 个 原子 在 磁场 中 的 能 量 只 能 有 某 些 分 立 
值 ,这 件 事实 际 上 并 不 比 原子 一 般 只 具有 某 些 分 立 能 级 的 事实 一 一 我 们 在 第 1 卷 中 曾经 常 
提 及 的 某 些 事情 一 一 更 令 人 详 异 。 为 什么 这 同样 的 事情 对 处 于 磁场 中 的 原子 来 说 就 不 成 立 
呢 ? 它 仍然 成 立 。 但 正 是 希望 把 这 一 事实 与 取向 磁 矩 的 概念 相 联 系 的 意图 才 给 量子 力学 带 
来 某 些 奇 怪 的 含意 。 

当 一 原子 具有 能 量 差 约 为 AU 的 两 个 能 级 时 , 它 可 以 通过 发 射 一 个 频率 为 w 的 光量 子 ， 
从 较 高 的 能 级 跃迁 到 较 低 的 能 级 。w 满足 下 式 


fiw = AU. (35.7) 


处 于 磁场 中 的 原子 也 可 以 发 生 同 样 的 事情 。 只 是 此 时 ,能 量 差 竟 会 那么 小 以 致 该 频率 
与 光 对 应 不 起 来 ,而 是 对 应 于 微波 或 无 线 电 波 。 原 子 从 低能 级 至 较 高 能 级 的 跃迁 ,也 可 通过 
对 光 的 吸收 而 发 生 ,对 于 原子 处 于 磁场 中 的 情况 则 通过 对 微波 能 量 的 吸收 而 实现 。 这 样 , 如 
果 有 一 个 原子 处 于 磁场 中 , 则 我 们 可 以 通过 加 一 频率 适当 的 附加 电磁 场 使 其 从 一 个 态 跃迁 
至 另 一 个 态 。 换 句 话说 , 若 有 一 个 处 在 强 磁 场 中 的 原子 ,而 我 们 用 一 个 弱 的 变化 电磁 场 来 
“扰动 "该 原子 , 则 会 存在 某 个 概率 把 它 撞 到 另 一 个 能 级 上 去 ,只 要 该 频率 接近 于 式 (35.7) 中 
的 w 值 。 对 于 一 个 处 在 磁场 中 的 原子 ,这 个 频率 恰好 就 是 我 们 以 前 曾 称 之 为 ws 的 、 根 据 式 
(35.4) 用 磁场 所 给 出 的 那个 频率 。 若 该 原子 受 一 错误 频率 扰动 , 则 能 够 引起 跃迁 的 机 会 将 
十 分 微小 。 于 是 在 引起 跃迁 的 概率 内 就 有 一 个 在 w, 处 的 尖锐 共振 。 通 过 在 一 已 知 磁场 B 中 
测量 这 个 共振 频率 ,我 们 就 能 以 巨大 的 精度 测 得 量 g[9 人 2m)] 一 一 从 而 也 测 得 了 g 因子 。 

十 分 有 趣 ,人 们 从 经 典 的 观点 也 会 得 出 相同 的 结论 。 按 照 经 典 图 像 , 当 我 们 把 一 个 磁 矩 
为 而 角 动 量 为 J 的 小 陀螺 仪 置 于 一 外 磁场 中 时 ,该 陀螺 仪 将 环绕 平行 于 磁场 的 轴 进 动 
( 见 图 35-3)。 假 设 我 们 要 问 :如 何 改变 经 典 陀螺 仪 相 对 于 场 一 一 也 即 相对 于 z 轴 一 一 的 角 
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度 呢 ? 磁场 会 产生 一 个 绕 水 平 轴 的 转 矩 。 你 会 认为 这 样 的 转 矩 正在 试图 使 该 磁体 与 场 排 成 





图 35-3 具有 磁 矩 
上 和 角 动 量 J 的 原 
子 的 经 典 进 动 


直线 ,可 是 它 却 仅仅 引起 了 进 动 。 如 果 想 要 改变 该 陀螺 仪 相对 于 = 轴 
的 角度 , 那 就 必须 对 它 施 一 环绕 z 轴 的 转 矩 。 倘 若 所 施 的 是 一 个 与 进 
动 同 向 的 转 矩 , 则 该 陀螺 仪 的 角度 将 会 这 样 改 变 以 给 出 一 个 在 = 方向 
较 小 的 了 了 分量。 在 图 35-3 中 ,J 与 z 轴 间 的 夹 角 将 会 增 大 。 若 试图 阻 
止 进 动 ,J 会 朝 着 垂直 方向 运动 。 

对 一 个 在 均匀 场 中 正在 进 动 的 原子 ,如 何 才能 加 上 我 们 所 要 的 那 
种 类 型 的 转 矩 呢 ? 答案 是 ,从 旁 加 一 个 弱 磁 场 。 乍 看 起 来 你 也 许 认为 
这 个 磁场 的 方向 必须 随同 磁 矩 的 进 动 一 起 旋转 ,使 得 它 总 是 垂直 于 磁 
和 矩 ,如 图 35-4(a) 中 由 场 了 所 指出 的 那样 。 像 这 样 的 场 会 工作 得 很 
好 ,但 一 个 交 变 的 水 平 场 几乎 同样 优良 。 如 果 有 一 个 小 的 水 平 场 B ， 
它 总 是 在 ( 正 的 或 负 的 )z 方 向 上 而 且 以 频率 w， 振动 着 ,那么 在 每 个 半 
周期 内 施 于 磁 矩 上 的 力矩 就 将 倒转 方向 ,以 致 它 具 有 一 个 积累 效应 ， 


该 效应 几乎 与 一 转动 的 磁场 同样 有 效 。 于 是 ,从 经 典 方面 说 ,我 们 就 会 期 待 , 若 有 一 个 频率 
恰恰 为 wy 振动 着 的 很 弱 的 磁场 , 则 磁 矩 沿 = 方向 的 分 量 就 应 该 改变 。 当 然 ,按照 经 典 理论 ， 
Ae 应 该 是 连续 变化 的 ,但 在 量子 力学 中 这 磁 矩 的 = 分 量 就 不 能 做 连续 调整 , 它 必 须 从 一 个 
值 突然 跳跃 至 另 一 个 值 。 我 们 已 做 出 了 经 典 力学 与 量子 力学 


两 种 结果 之 间 的 比较 ,为 你 们 提供 在 经 典 理论 中 也 许 会 发 生 的 
某 种 事情 与 在 量子 力学 中 实际 发 生 的 事情 如 何 联系 起 来 的 线 
索 。 顺 便 说 说 ,你 将 会 注意 到 ,该 期 待 的 共振 频率 在 这 两 种 情 


况 下 是 相同 的 。 


又 一 附注 :从 我 们 所 曾 谈 到 的 关于 量子 力学 的 事情 来 看 ， 
并 没有 明显 的 理由 说 明 为 什么 不 能 够 在 2w, 的 频率 也 发 生 跃 
迁 。 碰 巧 在 经 典 情况 下 没有 任何 与 此 类 似 的 东西 ,而 在 量子 力 
学 中 也 不 会 发 生 这 种 跃迁 一 一 至 少 对 于 我 们 刚才 所 述 的 那 种 
独特 诱导 跃迁 的 方法 来 说 是 不 会 发 生 的 。 采 用 一 个 水 平方 向 
的 振动 磁场 ,频率 2w, 引起 同时 跳跃 两 步 的 概率 等 于 零 。 只 有 
在 频率 w, ,无 论 向 上 或 向 下 的 跃迁 才 可 能 发 生 。 

现在 ,我 们 准备 来 描述 有 关 测 量 磁 矩 的 拉 比 方法 。 这 里 将 
仅仅 考虑 对 自 旋 为 1 /2 的 那 种 原子 的 操作 。 仪 器 设备 的 简 图 
如 图 35-5 所 示 。 有 一 个 熔炉 , 它 发 出 的 中 性 原子 流 直 通过 直 
线 排列 的 三 组 磁铁 。 磁 铁 1 几乎 与 图 35-2 中 的 一 样 ,具有 强 
大 的 场 梯度 一 一 比方 说 ,其 3B. /az 为 正 。 如 果 原 子 有 一 磁 矩 ， 
而 且 J 一 十 右 久 , 则 它 会 被 向 下 偏转 ;如 果 J 一 一 声 /2 , 则 将 








被 向 上 偏转 (因为 对 于 电子 来 说 ,p 的 方向 与 J 的 方向 相反 )。 


若 只 考虑 那些 能 穿 过 狭 颖 S, 的 原子 ,就 有 如 图 所 示 的 两 条 可 


图 35-4 一 个 原子 磁体 的 


进 动 角度 ,可 以 通过 始终 垂 


能 轨道 。 凡 了 .一 十 鼎 尼 的 原子 必定 沿 曲线 a 穿 过 该 狭 颖 ,而 凡 。 直 于 的 .如 在 (a) 或 (b) 中 
J = 一 请 /2 的 原子 则 必定 沿 曲 线 5 通 过。 从 熔炉 发 出 来 的 \ 沿 ”的 一 个 振动 着 的 水 平 磁 
其 他 路 径 的 原子 将 不 会 穿 过 该 狭 缝 。 场 来 加 以 改变 
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图 35-5 拉 比 的 分 子 束 仪器 


磁铁 2 产生 一 个 匀 强 场 。 在 这 一 区 域 中 没有 力 施 于 原子 上 ,因而 它们 将 直接 通过 而 进 
入 磁铁 3 中 。 磁 铁 3 恰好 像 磁铁 1 ,但 其 场 是 反 转 过 来 的 ,所 以 3B。 /az 具有 相反 符号 。 那 些 
具有 J = 十 /2 (我 们 讲 “ 自 旋 向 上 ”) 的 原子 ,先前 在 磁铁 1 中 被 推 向 下 的 ,现在 在 磁铁 3 中 
却 被 推 向 上 了 ,它们 将 继续 沿 着 路 径 a 穿 过 狭 缝 S, 到 达 探测 器 。 那 些 具 有 J = 一 /2 ( 即 
“ 自 旋 向 下 ”) 的 原子 ,在 磁铁 1 和 磁铁 3 中 也 各 受到 反 向 的 力 而 沿路 径 6 穿 过 狭 缝 S; 达到 
探测 器 。 

探测 器 可 以 用 各 种 不 同方 式 制 成 ,这 取决 于 被 测量 的 原子 。 例 如 ,对 于 像 钠 一 类 的 碱 金 
属 原子 ,探测 器 可 以 是 一 根 与 一 灵敏 电流 计 相连 接 的 细 热 钨 丝 。 当 钠 原子 到 达 钨 丝 上 时 ， 
Nat+ 离子 被 藻 发 出 去 , 留 下 来 一 个 电子 。 因 此 在 该 导线 上 就 有 一 个 正比 于 每 秒 到 达 的 原子 
数目 的 电流 。 

在 磁铁 2 的 间 阶 中 有 一 组 能 产生 小 的 水 平 磁场 B' 的 线 轿 。 这 组 线圈 由 以 一 可 变频 率 w 
振动 的 电流 所 驱动 ,所 以 在 磁铁 2 的 两 极 间 就 有 一 个 强大 而 恒定 的 垂直 方向 的 磁场 B。 和 一 
个 弱小 的 振动 着 的 水 平 磁场 Bf。 

现在 假设 该 振动 场 的 频率 w 被 调 至 wy 处 一 一 即 处 于 场 B 中 原子 的 “ 进 动 "频率 。 这 交 变 
场 将 使 某 些 从 旁 经 过 的 原子 作出 从 一 个 J 值 至 另 一 个 J 值 的 跃迁 。 一 个 原来 自 旋 “向 上 ” 
(J = 十 有 /2) 的 原子 可 能 给 翻转 “向 下 "(J。 一 一 /2) 。 此 时 这 个 原子 已 把 它 的 磁 抵 方向 倒 
转 了 ,因而 它 将 在 磁铁 3 中 感受 到 一 个 向 下 的 力 并 将 沿 着 路 径 a 运动 ,如 图 35-5 所 示 。 它 将 
不 再 穿 过 狭 颖 S, 而 到 达 探测 器 了 。 同 理 , 有 些 原子 原来 自 旋 是 向 下 (J. = 一 /2) 的 , 当 经 过 
磁铁 2 时 将 被 翻转 向 上 (J = 十 hh /2), 于 是 它们 
将 沿 着 路 径 必 而 不 会 到 达 探 测 器 。 探测 器 流 

若 振动 场 到 的 频率 与 ws 明显 不 同 , 则 它 将 1 
不 会 引起 任何 自 旋 的 倒转 , 因而 各 原子 将 按照 
它们 不 受 干扰 的 路 径 到 达 探测 器 。 因 此 你 可 以 VY 
看 到 ,原子 在 Bo 场 中 的 “ 进 动 "频率 w 可 以 这 | 
样 求 得 , 即 变更 场 B 的 频率 w 直到 抵达 探测 器 人 
的 原子 流 的 减弱 被 观测 出 来 。 原 子 流 的 下 降 将 1 
发 生 在 等 于 w, 的 "共振" 时刻。 探测 器 中 的 一 上 
电流 作为 w 的 函数 曲线 或 许 看 来 像 图 35-6 所 。。 图 3s-6 当 。 一 w, 时 ,在 束 中 的 原子 流 
示 的 那样 。 知 道 了 w ,就 能 得 到 原子 的 g 值 。 就 会 减 忆 
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像 这 样 的 原子 束 、 或 通常 被 称 为 “分 子 " 束 的 共振 实验 ,是 测量 原子 客体 磁性 的 一 种 漂亮 
而 又 精密 的 方法 。 这 共振 频率 w 可 以 用 极 高 的 精度 测 得 一 一 事实 上 , 比 起 我 们 对 (为 了 求 
& 而 必须 知道 的 ) 磁 场 B 可 能 进行 的 测量 要 精确 得 多 。 


$35-4 大 块 材料 的 顺 磁 性 


现在 我 们 很 想 描 述 大 块 材料 的 顺 磁 现象 。 假 设 有 一 种 物质 其 原子 具有 永 磁 矩 ,比如 
像 硫酸 铜 那 样 的 晶体 。 在 这 种 晶体 中 存在 这 样 的 铜 离子 ,其 内 部 的 电子 壳 层 有 一 净 角 动 
量 和 一 净 磁 矩 。 所 以 这 种 铜 离子 就 是 一 个 具有 永 磁 矩 的 物体 。 请 让 我 们 就 这 件 事 说 一 
名 ,有些 原 子 具有 磁 矩 而 有 些 不 具有 。 任 何 比如 像 钠 那 种 含有 奇数 个 电子 的 原子 ,将 具 
有 磁 矩 。 钠 有 一 个 电子 位 于 它 的 未 填 满 的 壳 层 内 ,这 个 电子 给 该 原子 一 个 自 旋 和 一 个 磁 
和 矩 。 然 而 ,通常 当 化 合 物 形成 时 ,在 外 壳 层 中 的 额外 电子 就 会 与 自 旋 方 向 恰巧 相反 的 其 
他 电子 互相 看 合 , 使 得 所 有 价 电子 的 角 动量 和 磁 矩 都 经 常 被 抵消 掉 ,这 就 是 为 什么 分 子 
一 般 都 不 具有 磁 矩 的 原因 。 当 然 , 如 果 是 钠 原 子 气体 , 则 不 会 有 这 样 的 抵消 作用 "。 并 
且 , 如 果 你 有 那 种 在 化 学 中 所 谓 * 自 由 基 " 的 东西 一 一 一 种 具有 奇数 个 价 电子 的 物体 一 一 则 
键 不 会 完全 被 满足 ,因而 就 有 一 个 净 角 动量 。 

在 多 数 大 块 材料 中 ,只 要 存在 其 内 电子 壳 层 未 被 填 满 的 原子 就 具有 净 磁 矩 ,此 时 可 能 会 
有 一 个 净 角 动量 和 磁 矩 。 这 样 的 原子 在 周期 表 中 的 “过 渡 元 素 "部 分 被 找到 了 一 一 诸如 铬 、 
锰 、 铁 、 镍 、 钻 ` 色 和 铂 等 就 是 这 一 类 元 素 。 此 外 ,所 有 的 稀土 元 素 也 都 具有 未 填 满 的 内 这 层 
和 永久 磁 矩 。 还 有 其 他 两 三 种 奇怪 的 东西 会 偶而 具有 磁 矩 ,诸如 液态 氧 ,但 我 们 将 把 它 留 给 
化 学 系 去 解释 原因 。 

现在 ,假设 有 一 个 箱子 充满 了 具有 永久 磁 矩 的 原子 或 分 子 , 比 如 气体 \ 液 体 或 晶体 。 我 
们 想 要 知道 , 当 加 上 一 外 磁场 时 将 会 发 生 什 么 情况 。 当 没有 磁场 时 ,原子 因 热 运动 而 被 到 处 
撞 来 撞 去 ,因而 它们 的 矩 在 所 有 方向 上 转 来 转 去 。 一 旦 有 了 磁场 时 , 它 就 使 那些 小 磁体 整齐 
排列 起 来 ,于 是 趋向 场 的 矩 比 离开 场 的 矩 就 多 些 , 即 该 材料 已 被 磁化" 了。 

我 们 将 把 材料 的 磁化 强度 M 定义 为 单位 体积 中 的 净 磁 矩 , 而 这 指 的 是 单位 体积 内 原子 
磁 矩 的 矢量 和 。 如 果 单 位 体积 中 有 N 个 原子 ,而 它们 的 平均 磁 矩 为 (a?%, 则 M 可 以 写成 
NN 乘 以 平均 原子 磁 矩 : 





M = N(p)s+w. (35.8) 


M 的 定义 相当 于 第 10 章 中 关于 电极 化 强度 P 的 定义 。 
顺 磁性 的 经 典 理论 很 像 第 11 章 中 曾 向 你 们 表明 的 有 关 介 电 常 量 的 理论 。 人 们 假定 每 
个 原子 都 有 一 个 磁 和 矩 p, 它 的 大 小 固定 ,但 其 方向 是 任意 的 。 在 场 B 中 ,其 磁 能 为 一 p* B= 
一 jBcos 9, 其 中 6 为 矩 与 场 之 间 的 夹 角 。 根 据 统计 力学 ,具有 任意 角度 的 相对 概率 为 
em) ,因而 靠近 零度 的 角 比 靠近 x 的 角 更 可 能 出 现 。 同 以 前 在 $ 11-3 中 所 进行 的 步骤 
完全 一 样 ,我 们 会 发 现 ,对 于 小 磁场 来 说 ,M 平行 于 B, 大 小 为 
Ny:B 


M= 37 (35.9) 


* 通常 的 钠 蒸 气 大 多 是 单 原子 的 , 虽 则 也 有 一 些 Nas 分 子 存 在 。 
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[ 见 式 (11. 20)]。 这 一 近似 公式 只 对 pgB /A(XT) 比 1 小 得 多 时 才 正 确 。 

我 们 已 求 得 感 生 磁化 强度 一 一 单位 体积 中 的 磁 矩 一 一 与 磁场 成 正比 ,这 即 是 顺 磁性 现 
象 。 你 将 会 看 到 ,这 效应 在 低温 时 较 强 而 在 高 温 时 较 弱 。 当 我 们 在 该 物质 上 加 一 磁场 时 ,对 
于 弱 场 会 产生 一 个 正比 于 该 场 的 磁 矩 。M 对 B 的 比率 (对 于 弱 场 而 言 ) 称 为 磁化 率 。 

现在 ,我 们 要 从 量子 力学 观点 来 考察 顺 磁性 。 首 先 考虑 原子 自 旋 为 1 /2 的 情况 。 在 没 
有 磁场 的 情况 下 ,原子 具有 某 个 能 量 ; 但 当 处 于 磁场 中 时 ,就 有 两 个 可 能 的 能 量 ,每 一 个 J 
值 对 应 一 个 能 量 。 对 于 J, = 十 /2 ,能 量 被 磁场 改变 的 量 为 

z( 距 )、 去 .8 (35.10) 

(由 于 电子 的 电荷 为 负 * ,因此 对 于 一 个 原子 来 说 能 量 移动 AU, 是 正 的 )。 对 于 J。 = 一 和 /2 ， 
能 量 被 改变 的 量 为 


so (的 ) 二. (51) 
为 了 书写 方便 ,让 我 们 令 
凯 =e( 忠 ). 证， (35. 12) 
于 是 
A = (35.13) 


Am 的 意义 很 明显 :一 yo 是 在 自 旋 向 上 的 情况 下 磁 矩 的 = 分量, 而 十 则 是 在 自 旋 向 下 时 磁 
矩 的 = 分 量 。 
可 是 统计 力学 告诉 过 我 们 ,一 个 原子 处 在 一 个 态 或 另 一 个 态 , 其 概率 正比 于 


@ ( 考 的 能 量 ) /iT 、 
当 没 有 磁场 时 ,这 两 个 态 具 有 相同 能 量 , 所 以 当 在 磁场 中 达到 了 平衡 时 ,概率 就 正比 于 
名 (35.14) 


单位 体积 中 自 旋 向 上 的 原子 数 为 

Na = ae "3, (35.15) 
而 自 旋 向 下 的 原子 数 为 

Na = aehoaAT. (35. 16) 
常数 a 是 被 这 样 确定 下 来 的 , 即 

Nar 十 Nar 一 N， (35.17) 


式 中 N 为 单位 体积 中 的 原子 总 数 。 因 此 就 得 到 


Q 一 (35.18) 


EIT 十 ET 


* 在 上 一 章 $ 34-2 中 曾 令 电子 电荷 为 一 9. ,因此 那 时 9, 是 正 的 。 一 一 译 者 注 


484 | 费 恩 曼 物 理学 讲义 (第 2 卷 ] 一 人 


我 们 所 感 兴趣 的 是 沿 = 轴 的 平均 磁 矩 。 由 于 自 旋 向 上 的 那些 原子 将 各 贡献 一 m 之 矩 ， 
而 自 旋 向 下 的 那些 原子 则 各 贡献 十 wo 之 矩 , 因 而 平均 矩 为 


(Din = Nas pe) Nar (tin). (36.19) 


于 是 单位 体积 中 的 磁 矩 M 就 是 N《y)rw。 利 用 式 (35. 15)、(35. 16) 和 (35. 17), 便 可 
得 到 
tmBAT — Ee-mBAT 


M = Nye Sa Fear. (35. 20) 


这 就 是 关于 j = 1/2 的 原子 其 M 的 量子 力学 公式 。 顺 便 提 及 ,这 个 式 也 可 以 用 双 曲 正切 函 
数 写 得 更 简洁 些 ， 


M= Neotanh lB. (35.21) 


M 作为 B 的 函数 其 曲线 如 图 35-7 所 示 。 当 B 变 得 非常 大 时 , 双 曲 正切 函数 趋 于 1, 因 
而 M 趋 于 其 极限 值 Ne 。 所 以 在 强 场 的 情况 下 ， 
磁化 达到 饱和 。 我 们 可 以 明白 为 什么 会 这 样 , 在 足 
够 强 的 场 中 , 磁 矩 全 部 被 排列 在 同一 个 方向 上 了 。 
换 句 话说 ,它们 全 都 处 于 自 旋 向 下 的 状态 ,因而 每 
一 原子 贡献 一 个 磁 矩 yo。 

在 大 多 数 正常 情况 下 一 一 比如 说 ,对 于 典型 的 
矩 、 室 温 以 及 我 们 通常 能 够 获得 的 场 强 ( 诸 如 
3 和 10 000 Gs) 一 一 比值 weBAT 约 等 于 0. 002。 人 们 





0 1 2 
We: 一 定 要 达到 极 低温 度 时 才能 见 到 饱和 现象 。 对 于 
图 35-7 顺 磁性 磁化 强度 随 磁场 强度 B 的 。 常温 来 说 ,我 们 往往 能 够 用 zz 来 代替 tan h zx, 因 而 
变化 上 式 可 以 写成 
M= MB (35. 22) 


kT 


正如 我 们 曾 在 经 典 理论 中 见 到 的 ,M 与 B 成 正比 。 事 实 上 ,这 个 式 子 几乎 和 以 前 的 完 
全 相同 ,除了 因子 1 /3 似乎 不 见 了 以 外 。 但 我 们 仍 需 要 把 量子 力学 中 的 je 同 式 (35.9) 经 典 
结果 中 出 现 的 y 联系 起 来 。 

在 经 典 公 式 中 ,出 现 的 是 ye 一下" jp, 即 矢量 磁 矩 的 平方 ,也 即 


PE (sE) 7 (35. 23) 


我 们 曾 在 上 一 章 中 指出 ,通过 用 j(j 十 1) 丰 代替 JJ, 你 就 很 可 能 会 从 经 典 的 计算 结果 中 
得 到 正确 答案 。 在 我 们 这 个 特殊 例子 中 , j 一 1/2, 因而 


jG+D) 外 一 二 让 


若 用 此 来 顶替 式 (35. 23) 中 的 了 J, 则 可 得 
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aa= (ze 下) 次 ， 


2m 
或 者 利用 式 (35. 12) 所 定义 的 po ,我 们 得 
pA: p= 3p8. 

用 这 个 结果 代替 经 典 公式 (35. 9) 中 的 ye ,的 确 会 重 现 正确 的 量子 公式 (35. 22)。 

关于 顺 磁性 的 量子 理论 很 容易 推广 到 任意 自 旋 j 的 原子 。 弱 场 磁化 强度 为 

= NeriG+1) piB 
M= Ng Ss (35.24) 

其 中 


一 (35. 25) 


是 一 个 具有 磁 矩 量 纲 的 常数 组 合 。 大 多 数 原子 都 具有 近似 这 种 大 小 的 磁 矩 。 它 被 称 为 玻 尔 
玻 子 。 电 子 的 自 族 磁 矩 就 几乎 正好 是 一 个 玻 尔 磁 子 。 


ps 


$35-5 绝热 退 磁 冷却 法 


关于 顺 磁性 有 一 种 很 有 趣 的 特殊 应 用 。 在 非常 低 的 温度 下 ,有 可 能 把 原子 磁体 在 一 个 
强 磁场 中 整齐 排列 起 来 。 这 时 就 能 够 通过 一 种 所 谓 绝热 退 磁 过 程 来 获得 极端 低 的 温度 。 我 
们 可 取 一 种 顺 磁性 盐 ( 比 方 , 像 硝酸 错 铵 那样 含有 一 些 稀土 原子 的 盐 ) ,并 一 开始 就 在 强 磁场 
中 用 液态 氨 把 它 降低 到 绝对 温度 1 或 2 度 ,这 时 因子 kB AT 就 会 大 于 1 一 一 比如 说 大 概 是 
2 或 3。 大 多 数 自 旋 已 被 整齐 排列 ,因而 磁化 几乎 饱和 。 为 简易 起 见 , 让 我 们 说 ,磁场 很 强 而 
温度 很 低 ,以 致 几乎 所 有 原子 都 被 整齐 排列 。 那 么 ,你 就 把 盐 绝热 隔离 (比如 说 ,通过 移 去 液 
态 毛 并 保留 高 度 真空 ) ,并 将 磁场 撤除 。 盐 的 温度 就 大 大 降低 下 来 。 

现在 假如 你 突然 把 磁场 除去 ,那么 晶 格 内 原子 的 轻微 的 摆动 或 振动 就 会 逐渐 把 所 有 自 
旋 从 整齐 排列 中 接 散 开 来 。 它 们 有 些 自 旋 向 上 ,而 有 些 自 旋 向 下 。 但 若 没 有 磁场 (并 略 去 原 
子 间 的 互 作 用 , 它 只 会 造成 微小 误差 ), 则 翻转 原子 磁体 并 不 需要 能 量 。 所 以 它们 会 在 能 量 
不 发 生 改 变 因而 也 就 没有 任何 温度 变化 的 条 件 下 ,使 本 身 的 自 旋 处 在 随机 分 布 的 状态 。 

然而 ,假定 正当 那些 原子 磁体 被 热 运动 所 翻转 时 还 存在 一 些 磁场 ,那么 当 把 它们 翻转 到 
逆 着 磁场 时 就 需要 作 一 些 功 一 一 它们 必须 反抗 场 而 作 功 。 这 会 从 热 运动 中 取出 能 量 ,从 而 
降低 了 温度 。 因 此 ,如 果 该 强 磁场 并 非 消除 得 太 快 , 则 盐 的 温度 将 降低 一 一 它 是 通过 去 磁 而 
被 冷却 的 。 根 据 量子 力学 观点 ,当场 强 时 所 有 原子 都 处 于 最 低能 态 , 因 为 任何 会 处 于 较 高 能 
态 的 可 能 性 不 可 能 大 。 但 当场 减弱 时 , 热 涨 落 使 原子 处 在 较 高 能 态 的 可 能 性 变 得 越 来 越 大 。 
当 此 事 发 生 时 ,原子 吸收 了 能 量 AU = yo。B。 因此 , 若 场 慢 慢 除去 , 则 这 种 磁 跃迁 会 从 晶体 的 
热 振动 中 取出 能 量 ,因而 就 把 它 冷却 了 。 用 这 种 办 法 能 够 将 温度 从 绝对 温度 几 度 降低 至 干 
分 之 几 度 。 

你 是 否 想 要 制造 甚至 比 这 更 冷 的 东西 ? 事实 证 明 , 自 然 界 已 提供 了 一 条 途径 。 我 们 
曾经 提 到 过 原子 核 也 有 磁 矩 。 关 于 顺 磁 性 的 公式 对 核 也 同样 适用 ,不 同 之 处 仅 在 于 核磁 
和 矩 约 比 原子 磁 矩 小 王 倍 [它们 具有 qh/(2m, ) 的 数量 级 ,其 中 mw 为 质子 质量 ,由 于 电子 质 
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量 与 质子 质量 之 比较 小 ,所 以 核磁 矩 也 较 小 ]。 对 于 这 样 的 磁 矩 ,即使 在 2 K 的 温度 ,因子 
ApB AT 也 只 有 干 分 之 几 。 但 如 果 利用 顺 磁性 的 去 磁 过 程 把 温度 降低 至 干 分 之 几 度 ,那么 
4B AT 就 会 变 成 一 个 接近 于 1 的 数 一 一 在 这 种 低温 下 ,我 们 能 够 着 手 使 核磁 矩 饱和 。 那 很 
幸运 ,因为 此 后 便 可 利用 核磁 性 的 绝热 去 磁 方 法 来 达到 更 低温 度 。 这 样 ,就 有 可 能 做 出 两 级 
的 磁 冷 却 。 首 先 ,利用 顺 磁性 离子 的 绝热 去 磁 达 到 干 分 之 几 度 。 然 后 ,再 利用 这 寒冷 的 顺 磁 
性 盐 来 冷却 某 些 具 有 强 核磁 性 的 材料 。 最 后 , 当 我 们 从 这 一 材料 中 移 去 磁场 时 , 它 的 温度 就 
会 降低 到 绝对 零度 1 度 的 兆 分 之 一 内 一 一 只 要 我 们 非常 小 心地 做 完 每 件 事情 。 








$35-6 核磁 共振 


我 们 曾经 说 过 ,原子 顺 磁性 很 小 ,而 核 的 磁性 甚至 比 它 还 要 小 千 倍 。 然 而 通过 核磁 共振 的 
方法 来 观测 核 的 磁性 相对 而 言 还 是 容易 的 。 假 设 取 一 种 像 水 那样 的 物质 ,其 中 全 部 电子 的 自 
旋 都 完全 抵消 ,以 致 它们 的 净 磁 矩 为 零 。 但 水 分 子 仍 将 有 非常 非常 微小 的 磁 矩 , 那 是 由 氨 核 的 
核磁 矩 引 起 的 。 假 设 将 水 的 一 个 小 样品 放 在 磁场 下 之 中 。 由 于 ( 氧 的 ) 质 子 具 有 1/2 的 自 旋 ， 
所 以 它 将 有 两 个 可 能 的 能 态 。 如 果 水 处 于 热平衡 状态 , 则 将 有 较 多 一 点 的 质子 处 在 那 较 低能 
态 一 一 它们 的 磁 矩 方向 平行 于 场 的 方向 。 在 每 个 单位 体积 中 就 有 一 个 小 的 净 磁 矩 。 由 于 质子 
磁 矩 仅仅 约 等 于 原子 磁 失 的 干 分 之 一 ,表现 为 yr 的 磁化 强度 一 一 应 用 式 (35. 22) 一 一 大 约 只 
有 典型 原子 顺 磁性 强度 的 兆 分 之 一 (这 就 是 为 什么 我 们 得 先 挑选 一 种 不 具有 原子 磁 矩 的 材 
料 )。 如 果 你 把 它 算出 来 ,那些 自 旋 指向 上 的 质子 数目 与 那些 自 旋 指 向 下 的 质子 数目 相差 只 有 
10 一 个 ,因而 这 效应 的 确 十 分 微小 ! 然而 , 它 仍然 可 以 按 下 述 办 法 观测 出 来 。 

假设 用 一 个 能 产生 小 水 平 振动 磁场 的 小 线圈 把 样品 水 包围 起 来 。 如 果 这 个 场 以 频率 
ws 振动 , 则 它 将 在 两 个 能 态 之 间 诱 导 跃迁 一 一 正如 在 § 35-3 中 我 们 曾 对 拉 比 实验 所 描述 的 
那样 。 当 质子 从 较 高 能 态 跃迁 至 较 低能 态 时 , 它 将 放出 能 量 wB ,而 这 正如 我 们 曾经 见 到 
的 , 它 等 于 iowx。 如 果 它 是 从 较 低能 态 跃 迁 到 较 高 能 态 , 则 它 会 从 线圈 那里 吸收 能 量 让 own。 
由 于 处 在 较 低 态 上 的 质子 数目 略微 多 于 处 在 较 高 态 上 的 ,所 以 将 从 该 线圈 吸收 净 的 能 量 。 

尽管 该 效应 十 分 微弱 ,但 很 小 的 能 量 吸收 可 以 用 


/| 轴 助 线 图 一 台 灵 敏 的 电子 放大 器 观测 到 。 
磁极 正如 在 拉 比 的 分 子 束 实验 中 那样 ,这 能 量 的 
下 吸收 将 仅 当 振动 场 处 于 共振 时 、 也 即 当 


水 一 A Wn w= =g(2R@-)B 


Zr 








时 才 会 被 看 到 。 通 过 保持 w 固定 不 变 而 变更 B 来 
寻找 共振 往往 较为 方便 。 能 量 吸收 显然 将 在 


时 出 现 。 
一 台 典 型 的 核磁 共振 仪器 如 图 35-8 所 示 。 一 
图 35-8 一 台 核 磁 共 振 仪器 个 高 频 振 荡 器 驱动 着 置 于 一 对 大 电磁 铁 两 极 间 的 一 
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个 小 线圈 。 两 个 绕 于 极 尖 上 的 小 辅助 线圈 由 60 Hz 的 电流 驱动 着 ,以 便 整 个 磁场 围绕 其 平均 
值 作 十 分 微小 的 “摆动 "。 例 如 ,假设 该 磁铁 的 主 电流 被 调 至 会 产生 一 个 等 于 5 000 Gs 的 磁 
场 ,而 辅助 线圈 则 围绕 这 一 值 产生 士 1 Gs 的 变化 。 如 果 该 振荡 器 被 调 至 21. 2 MHz, 那 么 当 
场 每 次 扫 过 5 000 Gs 时 它 就 会 处 在 质子 的 共振 范围 内 了 [应 用 式 (34. 13) ,对 于 质子 要 用 
g= 5.58]。 

这 振荡 器 电路 还 被 安排 得 能 够 给 出 一 个 附加 的 输出 信号 ,这 信号 与 从 该 振荡 器 所 吸收 
的 功率 的 任何 改变 成 正比 。 把 这 一 信号 馈 入 示波器 垂直 方向 偏转 放大 器 中 。 示 波 器 的 水 平 
扫描 在 该 磁场 摆动 的 每 一 周 中 被 触发 一 次 (更 一 般 的 是 ,这 水 平 偏转 被 制 成 与 该 摆动 场 的 大 
小 成 正比 )。 

在 样品 水 还 未 放 进 该 高 频 线圈 内 之 前 ,从 振荡 器 所 吸收 的 功率 为 某 个 值 ( 它 不 会 随 磁场 
改变 )。 然 而 , 当 一 小 瓶 水 放 进 线圈 中 时 ,示波器 上 就 出 现 一 个 如 图 所 示 的 信号 。 我 们 见 到 
由 于 质子 翻转 所 引起 的 功率 被 吸收 的 一 个 图 像 ! 

在 实践 中 ,很 难 掌握 如 何 把 主 磁场 恰恰 调 至 5 000 Gs。 人 们 所 做 的 是 将 主 磁 电流 调 至 
使 共振 出 现在 示波器 上 为 止 。 结 果 证 明 ,这 是 目前 对 磁场 强度 做 出 精密 测量 的 最 方便 办 法 。 
当然 ,过 去 为 了 测定 质子 的 g 值 有 人 不 得 不 精确 测量 磁场 和 频率 。 但 现在 这 件 事 已 经 完成 
了 ,因此 如 图 所 示 的 质子 共振 仪 就 可 用 作 "质子 共振 磁 强 计 " 了 。 

应 该 提 一 句 关 于 该 信号 的 形状 。 假 如 磁场 十 分 缓慢 地 摆动 ,就 会 期 待 看 到 一 条 正常 的 
共振 曲线 。 当 wy 恰好 达到 振荡 器 频率 时 ,能 量 吸收 就 会 显示 出 一 个 极 大 值 。 在 附近 的 频率 
处 也 有 一 些 吸 收 , 因 为 并 不 是 所 有 质子 都 处 在 完全 相同 的 场 内 一 一 而 不 同 的 场 就 意味 着 稍 
微 不 同 的 共振 频率 。 

顺便 说 说 ,人 们 也 许 会 怀疑 ,在 共振 频率 是 否 真 的 会 看 到 任何 信号 。 我 们 应 否 期 望 该 高 
频 场 会 使 那 两 个 态 的 粒子 数 相等 一 一 使 得 除了 水 刚 放 入 时 之 外 就 该 没有 任何 信号 ? 不 完全 
是 这 样 , 因 为 尽管 我 们 试图 使 该 两 个 粒子 数 相等 ,但 热 运动 方面 却 力图 保持 对 于 温度 T 的 
粒子 数 的 适当 比率 。 如 果 处 于 共振 态 , 则 被 核 所 吸收 的 功率 恰好 就 消耗 在 热 运动 上 。 然 而 ， 
在 质子 磁 矩 与 原子 运动 之 间 只 有 相对 微弱 的 “ 热 接 触 "。 质 子 被 相对 彻底 地 隔离 于 电子 分 布 
的 中 心 。 因 此 在 纯 水 中 ,该 共振 信号 实际 上 往往 太 小 ,难于 被 观察 到 。 要 增加 吸收 ,就 必须 
加 强 “ 热 接触 "。 这 通常 是 在 水 中 添加 一 点 点 氧化 铁 而 做 到 的 。 这 些 铁 原子 像 小 磁体 一 样 ， 
当 它们 以 其 热舞 蹈 的 方式 到 处 跳动 时 ,就 会 在 质子 上 造成 一 种 微小 的 摆动 磁场 。 这 些 变化 
着 的 场 会 把 质子 磁体 与 原子 振动 “耦合 "起 来 并 往往 会 建立 起 热平衡 。 正 是 通过 这 一 “ 厅 
合 ", 才 使 处 于 较 高 能 态 上 的 那些 质子 能 够 消耗 它们 的 能 量 ,以 便 再 有 可 能 从 振荡 器 吸取 能 量 。 

实际 上 核 共 振 仪 的 输出 信号 看 来 并 不 像 一 条 正常 的 共振 曲线 。 经 常 是 一 个 更 复杂 的 还 
含有 一 些 振动 的 信号 一 一 像 图 上 所 画 出 的 那样 。 这 种 信号 的 出 现 是 由 于 变化 磁场 引起 的 。 
解释 应 该 由 量子 力学 来 提供 ,但 也 可 以 证 明 , 在 这 种 实验 中 有 关 进 动 磁 矩 的 那些 经 典 概念 总 
会 给 出 正确 的 答案 。 按 照 经 典 理 论 ,我 们 应 该 说 , 当 到 达 共振 时 就 开始 同步 地 驱动 大 量 进 动 
着 的 核磁 体 。 当 这 样 做 时 ,就 使 它们 二 起 共同 进 动 。 当 这 些 核磁 体 全 部 一 起 转动 时 ,将 在 振 
荡 器 线圈 中 建立 起 一 个 频率 为 we 的 感 生 电 动 势 , 但 由 于 磁场 正 随 着 时 间 增 加 ,所 以 进 动 频 
率 也 将 随 着 提高 ,因而 这 感 生 电 压 立 即 就 会 处 在 比 振 功 器 频率 稍微 高 一 点 的 频率 上 。 当 这 
感 生 电动 势 与 振荡 器 间 交 蔡 地 处 于 同 相 与 异 相 时 ,该 “被 吸收 "功率 就 会 交替 地 变 成 正 或 负 。 
因而 在 示波器 上 我 们 就 会 见 到 在 质子 频率 与 振荡 器 频率 之 间 的 那 种 拍 音 。 由 于 质子 频率 并 
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非 全 都 相同 (不 同 质子 会 处 在 稍微 不 同 的 磁场 上 ) ,而 也 可 能 由 于 来 自 水 里 氧化 铁 的 干扰 , 那 
些 自由 进 动 着 的 磁 矩 不 久 就 会 异 相 ,从 而 该 拍 的 信号 也 消失 了 。 

这 些 磁 共振 现象 已 有 广泛 应 用 ,作为 寻找 关于 物质 的 新 情况 的 工具 一 一 特别 是 在 化 学 
和 核 物理 上 。 不 用 说 关于 核磁 矩 的 数值 会 告诉 我 们 有 关 核 的 结构 。 在 化 学 中 ,许多 知识 是 
从 共振 的 结构 (或 形态 ) 中 弄 清楚 的 。 由 于 附近 的 核 所 产生 的 磁场 , 核 共振 的 准确 位 置 稍微 
有 点 移动 ,这 取决 于 任 一 特定 核 本 身 所 处 的 环境 。 测 量 出 这 些 移动 会 帮助 人 们 去 确定 哪些 
原子 靠近 其 他 哪些 原子 ,并 帮助 解释 分 子 结构 中 的 细节 。 同 样 重要 的 是 关于 自由 基 的 电子 
自 旋 共 振 。 虽 然 在 平衡 时 并 不 会 出 现 于 任意 的 非常 大 的 范围 内 ,但 这 种 自由 基 往 往 是 化 学 
反应 中 的 中 间 态 。 对 电子 自 旋 共 振 的 测量 是 对 自由 基 存 在 的 一 种 精密 检验 ,而 往往 也 是 理 
解 某 些 化 学 反应 机 制 的 一 把 钥匙 。 


第 36 章 铁 磁 性 


$36-1 磁化 电流 


在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 某 些 材料 磁 矩 的 净 效 应 远大 于 顺 磁 性 或 抗 磁性 的 情况 ,这 种 现象 
称 为 铁 磋 性。 在 顺 磁性 或 抗 磁性 材料 中 , 感 生 磁 矩 往往 那么 微弱 ,以 致 我 们 无 需 担心 磁 矩 所 
产生 的 附加 场 。 然 而 ,对 铁 磁性 材料 来 说 ,那些 由 外 加 磁场 所 感 生 的 磁 矩 非常 巨大 并 会 对 场 
本 身 产生 很 大 的 影响 。 事 实 上 , 感 生 磁 矩 竟 是 如 此 强大 ,以 致 它们 在 产生 被 观测 场 的 过 程 中 
往往 起 着 支配 的 作用 。 因 此 ,我 们 将 不 得 不 操心 的 事情 之 一 ,就 是 关于 巨大 的 感 生 磁 矩 的 数 
学 理论 。 当 然 , 那 不 过 是 一 个 技术 性 问题 。 真 正 的 问题 是 ,为 什么 磁 矩 会 那么 强 一 一 到 底 是 
怎么 造成 的 ? 过 一 会 儿 我 们 就 要 来 讨论 这 一 问题 。 

求 铁 磁性 材料 中 的 磁场 与 存在 电介质 时 求 静电 场 的 问题 有 些 相似 。 你 会 记得 ,我 们 开 
始 曾 用 一 矢量 场 P 一 一 即 单位 体积 中 的 偶 极 矩 一 一 来 描述 电介质 的 内 部 特性 。 然 后 ,我 们 
弄 清楚 了 这 种 极 化 的 结果 与 .的 散 度 所 提供 的 电荷 密度 pax , 即 


pug =—V-P (36.1) 
是 等 效 的 。 在 任何 情况 下 ,总 电荷 都 可 以 写成 这 个 极 化 电荷 加 所 有 其 他 电荷 之 和 ,其 他 电荷 
的 密度 我 们 将 写成 "px 。 于 是 把 EE 的 散 度 与 电荷 密度 相 联 系 起 来 的 麦克 斯 韦 方程 便 变 成 
Db Pu 十 px 他 


‘0 加 


V:E= 


或 VE Po. 


Go @ 


因此 我 们 便 可 把 电荷 的 极 化 部 分 抽出 来 并 放 在 方程 式 的 另 一 边 ,就 得 到 一 个 新 的 定律 : 
V': (woE+P) = px 他 . (36. 2) 


这 一 定律 表明 , 量 (%E 十 P) 的 散 度 等 于 其 他 电荷 的 密度 。 

当然 , 像 在 式 (36.2) 中 那样 把 E 和 P 放 在 一 起 ,只 有 当 我 们 懂得 了 它们 间 的 关系 时 才 
会 有 用 。 我 们 已 经 知道 ,将 感 生 偶 极 矩 与 场 联系 起 来 的 理论 是 相当 复杂 的 ,而 实际 上 它 只 能 
应 用 于 某 些 简单 情况 ,并 且 即 使 那样 也 还 只 是 一 种 近似 。 我 们 希望 使 你 们 想起 曾经 用 过 的 
一 个 近似 概念 。 为 了 求 得 电介质 内 部 一 个 原子 的 感 生 偶 极 矩 ,就 必须 知道 作用 于 一 个 单独 
的 原子 上 的 电场 。 我 们 做 过 这 种 近似 一 一 在 许多 情况 下 还 不 太 坏 一 一 即 作 用 于 原子 上 的 场 
与 我 们 把 该 原子 挖 出 后 (保持 所 有 附近 其 他 原子 的 偶 极 矩 都 不 变 ) 留 下 的 小 洞 中 心 处 的 场 相 


* 假如 所 有 其 他 电荷 都 是 在 导体 上 ,这 pxse 就 会 与 我 们 在 第 10 章 中 的 paw 相同 。 
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同 。 你 也 会 记得 , 极 化 电介质 中 空 穴 内 的 电场 取决 于 该 空 穴 的 形状 。 我 们 就 把 以 前 的 结果 
都 总 结 在 图 36-1 中 。 对 于 一 个 垂直 于 极 化 的 薄 盘 形 空 穴 , 穴 里 的 电场 由 下 式 给 出 ; 


ea 


Lg 
下 = = Ewnu + pm 
- o 
Eoxn=E+Pl, 








这 是 我 们 用 高 斯 定律 证 明 的 。 另 一 方面 ,在 一 
个 平行 于 极 化 的 针 状 槽 里 ,我 们 曾经 利用 五 的 
旋 度 等 于 零 的 事实 证 明 槽 内 电场 与 槽 外 电场 相 
同 。 最 后 ,我 们 曾 求 出 球形 空 穴 中 的 电场 介 于 
槽 内 的 场 与 盘 内 的 场 之 间 三 分 之 一 的 样子 ， 


Esx 一 Esnm + 地 2 (对 于 球形 空 穴 ). 
(36. 3) 


这 就 是 我 们 在 考虑 极 化 电介质 中 原子 的 遭遇 时 
所 用 过 的 场 。 

现在 我 们 不 得 不 用 完全 类 似 的 方法 来 讨论 
磁 的 情况 。 完 成 此 事 的 简单 办 法 是 讲 :单位 体 
积 中 的 磁 矩 M, 完 全 与 单位 体积 中 的 电 偶 极 矩 
下 相似 ,因而 M 的 负 散 度 等 价 于 一 个 “ 磁 荷 密 
度 "p, 一 一 不 管 它 可 能 指 的 是 什么 。 当 然 ,困难 
在 于 物理 世界 中 并 不 存在 任何 像 “ 磁 荷 "那样 的 
东西 。 正 如 我 们 所 知道 的 , B 的 散 度 恒 为 零 。 
但 这 并 不 能 阻止 我 们 做 出 人 为 的 类 比 并 写 出 


V:M=—p., (36.4) 


这 里 不 用 说 p 是 纯 数学 形式 。 于 是 就 能 够 做 
出 与 静电 情况 完全 类 似 的 结论 并 从 静电 学 中 引 
图 36-1 在 电介质 里 的 空 穴 中 ,电场 取决 于 该 ”用 我 们 所 有 原来 的 方程 。 人 们 常常 做 过 一 些 像 
空 穴 的 形状 那样 的 事情 。 事 实 上 ,从 历史 方面 讲 ,人 们 甚至 
相信 这 种 类 比 是 正确 的 。 他 们 确信 量 pa 就 是 
代表 “磁极 "密度 。 然 而 ,如 今 我 们 知道 ,材料 的 磁化 乃 起 因 于 原子 里 的 环行 电流 一 或 者 来 
自 原子 内 自 旋 的 电子 或 者 电子 的 运动 。 因 此 ,依照 物理 观点 ,对 事情 如 实地 用 原子 电流 而 不 
用 某 种 神秘 莫 测 的 “磁极 "密度 来 加 以 描述 ,是 较 好 的 。 顺 便 说 说 ,这 些 电流 有 时 被 称 为 “ 安 
培 "电流 ,因为 安培 最 早 提出 物质 磁性 起 因 于 环行 的 原子 电流 。 
当然 ,在 磁化 物质 中 实际 的 微观 电流 其 密度 十 分 复杂 , 它 的 数值 依赖 于 你 在 原子 里 进行 
观察 的 地 方 一 它 在 某 些 地 方 会 较 大 而 在 其 他 地 方 则 较 小 ; 它 在 原子 的 某 一 部 分 指向 这 一 
方向 而 在 另 一 部 分 又 指向 相反 方向 (正如 微观 电场 在 电介质 中 变化 很 大 一 样 )。 然 而 ,在 许 
多 实际 问题 中 ,我们 所 感 兴趣 的 仅仅 是 物质 外 面 的 场 ,或 物质 里 面 的 平均 场 一 这 里 我 们 指 
的 是 对 许 许多 多 个 原子 取 的 平均 。 只 有 对 于 这 种 宏观 问题 ,用 单位 体积 中 的 平均 偶 极 矩 M 
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来 描写 物质 的 磁 态 才 是 方便 的 。 我 们 现在 所 要 证 明 的 是 ,磁化 物质 的 原子 电流 能 够 产生 一 
种 与 M 有 关 的 大 规模 电流 。 

于 是 ,我 们 将 要 做 的 就 是 ,把 电流 密度 j 一 一 那 是 磁场 的 真正 来 源 一 一 分 成 几 个 部 分 : 
一 部 分 是 描述 原子 磁 矩 的 环行 电流 ;而 其 他 部 分 则 为 描述 那里 可 能 会 存在 的 其 他 电流 。 把 
电流 分 成 三 部 分 往往 最 为 方便 。 在 第 32 章 中 我 们 曾 对 电流 做 过 这 样 的 区 别 , 即 在 导体 中 能 
够 自由 流动 的 电流 及 在 电介质 中 由 于 束缚 电荷 的 来 回 运动 所 引起 的 电流 。 在 $ 32-2 中 我 
们 就 曾 写 出 

了 一 jut 十 jx 他 ， 

式 中 jaw 代表 电介质 中 束缚 电荷 的 运动 所 产生 的 电流 ,而 jxw 则 代表 所 有 其 他 各 种 电流 。 
现在 我 们 要 再 进一步 ,把 jxw 再 分 成 两 部 分 ,一 部 分 ja 描述 该 磁化 材料 内 部 的 平均 电流 ， 
另 一 部 分 为 一 个 附加 项 , 它 是 任何 留 下 来 的 我 们 可 称 之 为 jns 的 那 种 电流 。 这 最 后 一 项 一 
般 将 指导 体 中 的 电流 ,但 也 可 包括 其 他 电流 一 一 比如 由 穿 过 真空 间 自由 运动 的 电荷 所 产生 
的 电流 。 所 以 我 们 将 总 电流 密度 写成 : 


j= jaurt jut 十 jms (36.5) 


当然 , 正 是 这 个 总 电流 属于 B 旋 度 的 麦克 斯 韦 方程 : 
evxB= 荆 + 强 . (36.6) 
现在 必须 把 电流 jure 与 磁化 强度 矢量 M 相 联 系 。 为 了 使 你 们 能 够 明白 今后 将 往 何 处 
去 ,此 刻 就 告诉 你 们 即将 得 到 的 结果 是 


jar =VXM. (36.7) 


若 已 知 一 磁性 材料 中 每 一 处 的 磁化 强度 矢量 M ,那么 该 环行 电流 密度 就 可 以 用 M 的 旋 度 来 
表示 。 让 我 们 来 看 看 能 否 理解 为 什么 会 这 样 。 

首先 考虑 一 根 柱 形 棒 的 情况 , 它 具 有 平行 于 其 轴 的 均匀 磁化 。 从 物理 方面 讲 ,我 们 懂得 
像 这 样 的 均匀 磁化 ,实际 上 意味 着 在 材料 内 部 各 处 原子 环行 电流 的 密度 均匀 。 让 我 们 试 着 
想象 在 这 材料 的 横 截面 内 有 效 电流 看 起 来 会 像 什 
么 。 应 该 期 望 会 看 到 有 点 像 图 36-2 所 示 的 那 种 
电流 。 每 个 原子 电流 在 一 个 小 圆周 上 忽 着 圈子 ， 
而 且 所 有 这 些 环行 电流 都 是 沿 同一 方向 绕 行 。 那 
么 这 一 物体 的 有 效 电流 究竟 怎么 样 呢 ? 噢 ,在 棒 
里 的 大 多 数 地 方 完全 没有 什么 效应 ,因为 在 每 一 
电流 近 旁 恰好 有 另 一 个 与 之 反 向 的 电流 。 如 果 设 
想 一 个 小 面积 一 一 但 比 起 一 单独 原子 来 却 要 大 得 
多 的 面积 一 一 诸如 图 36-2 中 由 AB 线 所 标明 的 那 
个 面 , 则 穿 过 这 个 面 的 净 电流 等 于 零 。 因 此 在 该 
材料 内 部 任何 地 方 都 没有 净 电 流 。 可 是 要 注意 ， 
在 材料 表面 上 会 存在 未 被 其 附近 的 反 向 电流 所 抵 。 图 36-2 从 一 根 沿 = 方向 被 磁化 的 铁 棒 横 
消 的 原子 电流 。 在 表面 上 始终 有 一 个 以 相同 方向 截面 上 所 看 到 的 原子 环行 电流 的 示意 图 
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环绕 着 该 棒 的 净 电 流 。 现 在 我 们 明白 ,为 什么 以 前 会 讲 , 一 根 均匀 磁化 棒 相 当 于 载 有 电流 的 
一 个 长 螺 线 管 。 

这 个 观点 怎么 会 与 式 (36. 7) 一 致 呢 ? 首先 ,在 材料 内 部 ,磁化 强度 M 是 一 恒 量 ,因而 它 
的 一 切 微 商 就 都 等 于 零 。 这 与 我 们 的 几何 图 像 相符 。 可 是 ,在 表面 上 ,M 实际 上 却 不 是 恒 
量 一 一 它 只 在 到 达 边 缘 之 前 才 是 常数 ,然后 便 突 然 消失 为 零 。 因 此 ,刚好 在 表面 上 存在 巨大 
的 梯度 ,而 按照 式 (36. 7) 这 将 会 给 出 一 个 大 的 电流 密度 。 假 设 我 们 考察 图 36-2 中 C 点 附 
近 所 发 生 的 情况 ,选取 如 图 中 所 示 的 z 和 y 方向 , 则 磁化 强度 M 将 沿 = 方向 。 写 出 式 (36. 


7) 的 各 分 量 , 得 
aM. _,, 
Er mt )=， 


(36. 8) 
一 aM. 
ar 





= (jak )， 


在 C 点 上 , 微 商 9M. /ay 为 零 ,而 9M: /az 则 很 大 并 为 正 。 式 (36.7) 表 明 ,在 负 y 方 向 上 有 一 
个 大 的 电流 密度 。 这 与 环绕 该 棒 的 表面 电流 的 上 述 图 像 相符 。 

现在 要 求 出 材料 中 磁化 强度 逐 点 变化 那 种 较 复杂 情况 下 的 电流 密度 。 不 难 定性 地 看 
到 ,如 果 相 邻 区 域内 的 磁化 强度 不 同 , 则 那些 环行 电流 不 会 完全 抵消 ,因而 在 该 材料 体积 中 
会 有 净 电 流 。 我 们 想 要 定量 地 算出 的 就 是 这 一 效果 。 

首先 ,我 们 需要 回忆 一 下 $ 14-5 中 的 结果 , 即 环行 电流 工具 有 的 磁 矩 y 由 下 式 所 给 出 : 


p=1A, (36.9) 


其 中 A 为 该 电流 回路 的 面积 ( 见 图 36-3)。 现 在 让 我 们 考虑 磁化 材料 内 部 的 一 个 小 矩形 块 ， 
如 示意 图 36-4 所 示 。 我 们 选取 的 这 块 材料 是 那么 小 ,以 致 可 以 认为 其 中 的 磁化 强度 是 均匀 
的 。 若 这 一 块 材料 在 = 方向 有 一 磁化 强度 M,., 则 其 净 效 果 将 与 围绕 着 图 上 所 示 的 那些 垂直 
面 上 的 面 电流 相同 。 根 据 式 (36. 9) 我 们 能 够 求 出 这 些 电流 的 大 小 。 这 块 材料 的 总 磁 矩 等 于 
磁化 强度 乘 以 其 体积 : 


表面 积 


图 36-3 一 个 电流 回路 的 磁 偶 极 矩 y 为 IA 图 36-4 被 磁化 的 一 小 块 材料 与 一 环行 的 表面 电流 等 效 


p= M.(abc), 





由 此 得 到 ( 记 住 该 回路 的 面积 为 ac) 
I= Mb. 
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换 句 话说 ,在 每 一 垂直 面 上 单位 (垂直 方向 ) 长 度 的 电流 等 于 M.。 

现在 假设 我 们 想象 两 个 彼此 相 邻 的 小 块 , 如 图 36-5 所 示 。 由 于 第 二 块 被 从 第 一 块 那里 
稍微 移动 了 一 点 ,所 以 它 会 有 一 稍微 不 同 的 磁化 强度 垂直 分 量 ,我 们 称 之 为 M. 十 AM.。 在 
两 块 之 间 的 界面 上 ,对 总 电流 现 有 两 种 贡献 。 第 一 块 将 产生 一 个 流向 正 y 的 电流 Th ,而 第 
二 块 则 将 产生 流向 负 y 方向 的 面 电 流 1; , 沿 正 y 向 的 总 面 电流 等 于 两 者 的 代数 和 * : 

I=h—1= Mb—(M.+AM.)b=— AM.b. 
可 以 将 AM. 写成 M. 在 方向 上 的 微 商 乘 以 从 第 一 块 至 第 二 块 的 位 移 , 那 刚好 是 a: 
aM. 


AM. = Sa. 
ar 
这 样 流 经 两 块 间 的 电流 就 是 
aM。 
1 =— 706. 


要 把 电流 与 平均 体积 电流 密度 j 联系 起 来 ,就 必须 认识 到 ,这 一 电流 了 实际 上 被 布 满 于 某 
个 横 截 面积 上 。 如 果 我 们 设想 材料 的 整个 体积 是 由 这 样 的 小 块 充填 起 来 的 , 则 每 一 个 (垂直 
于 z 轴 的 ) 这 样 的 侧面 便 可 以 与 每 一 小 块 联系 起 来 ”。 于 是 我 们 看 到 要 与 电流 工 联 系 的 面 
积 恰好 就 是 前 面 一 个 面 的 面积 a5。 因 而 得 到 结果 : 





图 36-5 如 果 两 相 邻 块 中 的 磁化 强度 不 一 样 , 便 将 有 图 36-6 高 低 相 重合 的 两 块 也 可 对 
净 表面 电流 存在 于 其 间 记 作出 贡献 


在 j, 中 ,还 应 有 因 磁 化 强度 分 量 随 z 变化 而 引起 的 另 一 项 。 对 了 的 这 一 贡献 ,来 自 
如 图 36-6 所 示 的 那 种 上 下 重 香 的 两 小 块 之 间 的 界面 。 利 用 刚才 所 做 的 相同 论证 ,你 可 以 证 


* 这 里 原文 是 “和 ” ,我 们 将 其 改 为 “代数 和 ”, 似 较 确切 些 。 一 一 译 者 注 
“* 或 者 如 果 你 乐意 的 话 , 每 一 个 面 上 的 电流 应 可 以 用 两 侧 上 的 那些 小 块 分 解 成 50 X 50 份 。 
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明 这 个 界面 将 对 j, 贡献 量 9M; /3z。 这 些 就 是 能 够 对 电流 y 分 量 作 出 贡献 的 唯一 一 些 面 ， 
因而 我 们 得 到 在 > 方向 上 的 总 电流 密度 

, _ aM, aM. 

ge 

计算 出 一 个 立方 体 其 余 表 面 上 的 电流 一 一 或 者 在 利用 了 = 方向 完全 是 任意 的 这 个 事实 一 一 
我 们 能 够 得 出 结论 ,电流 密度 矢量 确实 是 由 下 式 给 出 的 : 


j=VxXM. 
因此 , 若 我 们 选择 用 单位 体积 的 平均 磁 矩 M 来 描述 物质 中 的 磁化 情况 , 则 可 发 现 ,那些 
环行 的 原子 电流 等 效 于 由 式 (36. 7) 给 出 的 物质 内 的 平均 电流 密度 。 如 果 该 材料 也 是 一 种 电 


介质 , 则 另外 还 可 能 有 极 化 电流 jak 二 9P /3t。 倘若 该 物质 又 是 导体 , 则 同时 还 可 能 有 传导 
电流 jws 。 因 此 我 们 可 以 将 总 电流 写成 





了 = jms +YXM 二 台 . (36.10) 


$36-2 H 场 


接 下 来 ,要 将 式 (36. 10) 中 所 写 出 的 电流 代入 麦克 斯 韦 方程 组 。 得 : 


VxB= 之 + 坚 和 (jms +vxM+ 轩 )+ 畦 . 
可 以 将 含 M 的 项 移 至 式 的 左边 : 
evx(B- 总 )= +(E+2). (36.11) 


正如 第 32 章 所 述 ,许多 人 喜欢 把 (E 十 Pho) 写成 一 个 新 的 矢量 场 Dl。 同 理 ,把 [B 一 
M/(wc )] 写成 一 个 单独 的 矢量 场 也 往往 较为 方便 。 我 们 决定 用 下 式 定义 一 个 新 的 矢量 场 H: 


瑟 = B 一 好. (36.12) 
ec 


于 是 式 (36. 11) 变 成 : 
ac VXH= jun +. (36. 13) 


这 看 来 似乎 较 简 单 , 但 所 有 的 复杂 性 都 被 隐藏 在 字母 D 和 了 HH 之 中 了 。 
现在 得 给 你 们 一 个 警告 。 许 多 采用 米 * 千克 “' 秒 (mks) 制 的 人 们 却 曾 决定 用 一 个 与 这 
里 的 HH 不同 的 定义 。 将 他 们 的 场 叫 做 H' (当然 ,他 们 也 仍然 叫 它 为 豆 , 而 不 加 上 一 撤 ) , 它 
被 定义 为 : 
H 一 oc:B 一 M (36. 14) 
(并 且 , 他 们 通常 把 ec 写成 新 的 数 1 /po ,这 样 他 们 所 要 记 住 的 常数 就 又 多 了 一 个 )。 采 用 这 
一 定义 , 式 (36. 13) 看 起 来 甚至 更 为 简单 : 
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VxH = jns +y. (36. 15) 


但 若 用 本 的 定义 , 则 困难 在 于 :第 一 , 它 与 不 采用 米 * 千克 秒 制 的 人 们 的 定义 不 相符 ;第 
二 , 它 使 得 H 和 B 有 不 同 的 单位 。 我 们 认为 ,H 具有 与 B 相同 的 单位 一 一 而 不 是 像 H' 那 样 
具有 M 的 单位 一 一 更 加 方便 。 但 如 果 你 将 成 为 一 名 工程 师 , 并 且 将 从 事变 压 器 .电磁 铁 等 
的 设计 工作 , 那 你 就 得 小 心 注意 。 你 将 会 发 现 许多 书本 是 采用 式 (36. 14) 作 为 H 的 定义 ,而 
不 是 采用 我 们 在 式 (36. 12) 中 的 定义 ,还 有 其 他 许多 书 一 一 特别 是 有 关 磁 性 材料 的 手册 一 一 
按照 我 们 所 用 的 方式 把 B 和 HH 联系 了 起 来 。 你 得 仔细 弄 清楚 他 们 所 用 的 定义 。 

一 种 区 别 的 办 法 是 根据 他 们 所 用 的 单位 。 应 该 记 住 在 米 * 千克 秒 制 中 ,8 一 一 从 而 
我 们 的 H 一 一 都 是 以 如 下 单位 度量 的 :1 Wbm -等 于 10 000 Gs。 在 米 .千克 秒 制 中 , 磁 
和 矩 (电流 乘 以 一 面积 ) 的 单位 为 1 Am*。 于 是 磁化 强度 M 就 具有 单位 :1 Am '。 对 于 H' 来 
说 ,其 单位 与 M 的 一 样 。 你 可 以 看 到 ,这 也 与 式 (36. 15) 相 符 ,因为 V 具 有 1 被 长 度 除 的 量 
岗 。 那 些 从 事 电 磁铁 工作 的 人 们 ,也 有 把 H( 采 用 那 H' 的 定义 ) 的 单位 叫 作 “1 安培 区 / 米 ” 
的 习惯 一 一 考虑 到 绕组 上 的 导线 臣 数 。 可 是 * 臣 "实际 上 是 一 个 无 量 纲 数 ,因而 不 至 于 打扰 
你 们 。 既 然 我 们 的 H 等 于 H' [ec:) ,所 以 如 果 你 正在 采用 米 ， 千克 秒 制 , 则 HH( 以 
Wbm-: 计 的 ) 就 等 于 4x X 107 乘 以 H'( 以 Am' 计 )。 记 住 H( 以 Gs 计 )=0.012 6 五 (以 
Am ' 计 ) ,也 许 会 更 方便 。 

还 有 另 一 柱 更 为 粳 糕 的 事情 。 许 多 采用 我 们 关于 H 定义 的 人 们 还 决意 要 对 五 和 B 的 
单位 赋予 不 同名 称 ! 尽管 它们 具有 相同 量 纲 ,但 他 们 还 是 叫 B 的 单位 为 高 斯 ,而 把 H 的 单 
位 叫做 奥 斯 特 (当然 ,是 为 了 纪念 高 斯 和 奥 斯 特 两 人 )。 因 此 ,在 许多 书本 中 你 会 找到 一 些 用 
高 斯 表达 的 B 和 用 奥 斯 特 表达 的 H 而 做 成 的 曲线 ,它们 实际 上 是 同一 种 单位 一 一 即 米 ， 干 
克 “' 秒 制 的 单位 的 10“* 倍 。 关 于 磁性 单位 的 混乱 情况 我 们 已 将 其 综合 列 于 表 36-1 上 。 


表 36-1 磁 量 单位 


[B] = Wbm-: ~ 10+ Gs 
[H] = Wbm-? = 104 Gs 或 10+ Oe 
[M] = Am 





[H'] = Am 

方便 的 换算 关系 : 
B(Gs) 一 104B(Wbm-z) 
H(Gs)= H(Oe)=0.012 6H’'(Am™) 





$36-3 磁化 曲线 
现在 将 考察 某 些 简单 情况 ,其 中 磁场 为 恒 量 .或 场 变化 得 足够 缓慢 以 致 同 jss 相 比 可 以 
略 去 3D /at, 于 是 场 将 遵循 方程 组 
V.B=0, (36.16) 


VXH= jss loc, (36.17) 
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H=B—M/oc. (36. 18) 


假设 有 一 个 由 铜 线圈 包扎 的 铁 环 ( 炸 面 饼 圈 模样 ), 如 图 36-7(a) 所 示 。 导 线 中 有 电流 工 流 
动 。 这 样 ,磁场 将 会 怎么 样 呢 ? 磁场 将 主要 存在 
于 铁 环 之 内 ,那里 ,B 线 将 是 一 些 圆圈 ,如 图 36-7(b) 
所 示 。 由 于 B 通 量 是 连续 的 ,所 以 它 的 散 度 便 是 
零 ,而 式 (36. 16) 被 满足 。 其 次 ,通过 绕 图 36-7(b) 
所 示 的 闭合 回路 古 进 行 积分 而 把 式 (36. 17) 写 成 
另 一 种 形式 。 根 据 斯 托 克 斯 定理 ,我 们 有 


El py 
$a as = |jnn nda, (36.19) 


其 中 了 的 积分 是 对 整个 以 了 为 边界 曲面 进行 的 。 
这 个 曲面 被 每 一 臣 绕 线 穿 过 一 次 ,每 一 臣 对 积分 
都 贡献 了 电流 1, 若 总 共有 N 下 , 则 积分 为 NT。 
根据 我 们 问题 中 的 对 称 性 ,环绕 曲线 本 各 处 的 BB 

. 都 相同 , 若 假 定 磁化 强度 一 一 从 而 场 五 一 一 沿 着 
厂 也 是 恒定 不 变 的 , 则 式 (36. 19) 变 成 











下 = 地 


toc 
其 中 4 为 该 曲线 本 的 长 度 。 因 此 ， 


于 = 二 半 (36. 20) 


正 是 因为 在 像 这 样 一 种 情况 下 H 与 起 磁 电 流 成 
i 0 下 同 你 本 有 时 补 窜 为 陪 从 声 。 

i ' 现在 ,只 需要 也 与 B 有 关 的 方程 。 但 不 存在 

1 任何 这 样 的 方程 ! 当然 ,我 们 有 个 方程 式 (36. 18)， 

不 过 那 没 有 什么 帮助 ,因为 对 于 像 铁 那样 的 铁 磁性 材料 M 与 B 之 间 并 没有 直接 的 关系 。 磁 
化 强度 M 取决 于 铁 的 整个 过 去 历史 ,而 不 仅 取决 于 该 时 刻 的 B。 

然而 ,并 不 是 毫 无 希望 。 在 某 些 简单 情况 下 我 们 还 是 能 够 获得 一 些 解答 的 。 如 果 从 未 
磁化 的 铁 开始 一 让 我 们 说 该 块 铁 已 在 高 温 下 进 了 火 一 那么 在 铁 环 的 简单 几何 中 ,全 部 
铁 就 都 有 相同 的 磁性 历史 。 这 样 ,我 们 就 能 根据 实验 测量 结果 对 M 一 一 从 而 对 B 和 互 间 的 
关系 一 说 出 某 些 东西 。 根 据 式 (36. 20) , 铁 环 里 的 场 卫 可 以 表示 为 一 常数 乘 以 绕 线 中 的 
电流 T。 而 场 马 则 可 通过 对 线圈 中 (或 绕 于 图 示 的 那个 起 磁 线 圈 上 面 的 另 一 个 辅助 线圈 中 ) 
的 电动 势 对 时 间 的 积分 而 量度 出 来 。 由 于 这 个 电动 势 等 于 B 通 量 的 变化 率 ,因而 电动 势 对 
时 间 的 积分 就 等 于 也 乘 以 该 铁 环 的 模 哉 面积 。 

图 36-8 显示 出 用 一 个 软 铁 环 所 观测 到 的 B 和 五 之 间 的 关系 。 当 电流 初 接 通 时 ,也 沿 
曲线 a 随 着 理 的 增 大 而 增 大 。 要 注意 ,有 和 巨 的 不 同 标 度 。 起 初 ,只 要 相对 小 的 吾 就 能 造成 
大 的 B。 为 什么 用 铁 所 得 的 B 会 比 在 空气 中 得 到 的 大 那么 多 呢 ? 这 是 因为 有 一 个 大 的 磁化 强 
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度 MM, 它 等 效 于 在 铁 上 有 一 个 较 大 的 表面 电流 一 一 场 B 来 自 这 一 电流 与 绕 线 中 的 传导 电流 之 
和 。 为 什么 M 会 那么 大 ,我 们 将 在 以 后 讨论 。 

在 五 值 较 高 时 ,磁化 曲线 趋 于 水 平 ,我 们 就 
说 铁 块 已 经 饱和 。 按 图 上 的 那 种 标尺 ,曲线 看 
来 已 变 成 水 平 。 实 际 上 , 它 稍微 继续 上 升 一 一 
对 于 强 场 来 说 ,B 变 成 正比 于 H ,并 有 一 单位 斜 
率 。M 不 再 增加 。 顺 便 提 一 下 ,我们 应 该 指出 ， 
假如 该 环 是 由 某 种 非 磁性 材料 制 成 的 , 则 对 于 
所 有 场 M 均 应 该 为 零 ,而 B 应 等 于 H。 

我 们 所 注意 到 的 第 一 件 事 ,是 图 36-8 中 曲 
线 a 一 一 通常 所 说 的 磁化 曲线 一 一 的 高 度 非 线 
性 。 但 更 糟 的 是 若 达到 了 饱和 之 后 ,我 们 减少 
线圈 里 的 电流 使 阳 回 到 零 , 则 磁场 B 将 沿 曲线 
5 下降 。 当 HH 达到 零 时 , 仍 会 有 些 剩余 的 B。 
即使 没有 起 磁 电流 ,在 铁 里 仍 有 磁场 一 一 它 已 
被 永远 磁化 了 。 如 果 我 们 此 时 在 线圈 中 接 通 一 
负电 流 , 则 B-H 曲线 仍 将 继续 沿 着 上 下降 , 直 
到 铁 在 负 方 向 达到 饱和 。 然 后 若 我 们 再 使 电流 图 36-8 软 铁 的 典型 磁化 曲线 和 磁 清 回 线 
回 到 零 , 则 B 将 沿 曲线 c 变化 。 如 果 使 电流 在 
大 的 正 值 与 负 值 之 间 交 变 , 则 B-H 曲线 将 会 沿 着 极 接近 于 4 与 c 的 两 条 曲线 来 回 变化 。 然 
而 , 若 以 某 种 任意 方式 改变 万 , 则 可 获得 更 为 复杂 的 曲线 ,一 般 而 言 它们 将 位 于 曲线 5 与 < 
之 间 的 某 些 地 方 。 由 场 的 反复 振荡 所 形成 的 回路 称 为 铁 的 磁 澡 回 线 。 

于 是 我 们 看 到 ,不 可 能 写 出 一 个 像 B= f(H) 的 函数 关系 ,因为 在 任意 时 刻 的 B 值 不 但 取 
决 于 在 该 时 刻 的 太 值 如 何 ,而 且 还 取决 于 它 过 去 的 整个 历史 。 自 然 , 磁 化 曲线 和 磁 滞 回 线 对 
于 不 同 物质 是 不 同 的 。 这 些 曲 线 的 形状 既 密切 依赖 于 该 材料 的 化 学 成 分 ,也 依赖 于 其 制备 
及 随后 物理 处 理 的 细节 。 我 们 在 下 一 章 中 将 对 这 些 复杂 情况 的 某 些 物理 解释 进行 讨论 。 


$36-4 铁 芯 电感 


磁性 材料 的 最 重要 应 用 之 一 ,是 在 电路 中 一 一 诸如 在 变压器 、 电 动机 等 器 件 中 。 一 个 原 
因 是 ,有 了 铁 我 们 就 能 够 控制 磁场 的 走向 ,并 且 对 于 某 一 给 定 电流 能 够 获得 大 得 多 的 场 。 例 
如 , 那 种 典型 “环形 "电感 就 做 得 很 像 图 36-7 所 示 的 物体 。 一 个 给 定 的 电感 与 一 个 等 值 的 
“ 空 芯 " 电 感 相 比 在 体积 上 要 小 得 多 ,所 用 的 铜 也 少 得 多 。 对 于 一 给 定 电感 ,我 们 可 以 在 绕组 
中 得 到 小 得 多 的 电阻 ,从 而 该 电感 就 更 接近 于 “理想 "的 了 一 一 特别 对 于 低频 的 情况 。 定 性 
地 理解 这 种 电感 如 何 工作 是 十 分 容易 的 。 如 果 I 是 绕组 中 的 电流 , 则 在 其 内 部 产生 的 场 
正比 于 I 一 一 如 式 (36. 20) 所 给 出 的 那样 。 跨 越 线 端的 电压 V 与 磁场 B 有 关 。 略 去 绕 线 中 
的 电阻 ,这 电压 V 便 与 3B /at 成 正比 。 自 感 二 是 V 与 931 /9+ 的 比 ( 见 §$17-7), 因 此 就 涉及 到 
铁 中 B 与 H 的 关系 。 由 于 如 远大 于 互 ,所 以 我 们 在 电感 中 得 到 很 大 的 倍数 。 从 物理 上 讲 ， 
发 生 的 情况 是 :在 线圈 里 的 小 电流 ,通常 产生 一 个 小 磁场 ,在 铁 里 就 会 引起 从 属 的 小 磁体 全 
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都 排列 整齐 ,因而 产生 了 一 个 比 绕组 里 的 外 电流 要 大 得 惊人 的 “磁化 "电流 ,似乎 流 经 线圈 的 
电流 比 实际 的 电流 大 得 多 了 。 当 我 们 把 电流 的 方向 反 转 时 ,所 有 这 些小 磁体 都 翻转 过 
来 一 一 所 有 那些 内 在 电流 都 反 转 了 方向 一 一 从 而 得 到 一 个 比 没有 铁 时 高 得 多 的 感 生 电 动 
势 。 如 果 我 们 要 计算 自 感 , 则 可 通过 能 量 来 做 一 一 如 在 17-8 中 所 描述 的 那样 。 从 电流 源 
释放 出 来 的 能 量 的 时 间 变 化 率 为 TV。 电 压 等 于 该 铁 芯 的 截面 积 A, 乘 以 N, 再 乘 以 dB/dt。 
根据 式 (36. 20), 了 二 (we*L/N)H。 因而 我 们 有 

dU 


时 = 了 = (oeW)H 和 最 





对 时 间 积 分 ,得 到 
U= (eA) [HaB. (36.21) 


注意 !A 乃 是 该 环 的 体积 ,所 以 我 们 已 证 明 在 一 磁性 材料 中 的 能 量 密度 w= 二 U/ 体 积 ,由 下 式 
给 出 : 
au 一 ac| aaB. (36. 22) 


这 里 包含 着 一 个 重要 的 特点 。 当 我 们 应 用 交 变 电流 时 , 铁 环 中 的 磁性 被 迫 循 着 一 条 磁 
滞 回 线 变动 。 由 于 B 并 非 H 的 一 个 单 值 函 数 ， 


所 以 环绕 一 个 完整 循环 的 | HdB 积分 不 会 等 于 


零 , 而 等 于 该 磁 沿 曲 线 所 包围 的 面积 。 这 样 , 策 
动 源 在 一 周期 内 就 会 付出 一 定 的 净 能 一 一 一 个 
正比 于 磁 滞 回 线 内 面积 的 能 量 。 而 这 些 能 量 
“损失 "了 。 这 种 损失 是 由 维持 该 电磁 现象 而 造 
成 的 ,但 却 变 成 了 铁 里 的 热量 ,这 称 为 磁 滞 损 
耗 。 为 了 确保 这 种 能 量 损 失 得 少 一 点 ,我 们 希 
望 磁 清 回 线 尽 可 能 窄 一 些 。 减 少 回 线 面 积 的 一 
种 办 法 是 将 每 周 中 场所 达到 的 峰值 降低 。 对 于 
较 小 峰值 的 场 ,我 们 可 得 到 一 条 像 图 36-9 所 示 的 
那 种 磁 滞 曲 线 。 并 且 ,具有 十 分 狭窄 回 线 的 特殊 
材料 亦 已 设计 出 来 。 那 种 所 谓 变压器 用 铁 一 一 
含有 少量 硅 的 铁合金 一 一 就 是 为 了 具有 这 种 特 
性 而 被 研究 出 来 的 。 

当 电感 环绕 一 小 磁 清 回 线 运 行 时 ,B 和 五 的 
关系 可 用 一 个 线性 方程 来 近似 。 人 们 经 常 写成 
B= pH. (36. 23) 
常数 /并 非 我 们 以 前 曾 用 过 的 磁 矩 , 它 称 为 该 铁 的 磁 导 率 ( 有 时 称 为 "相对 磁 导 率 ")。 普 通 
铁 的 磁 导 率 其 典型 值 为 几 千 。 有 几 种 像 “ 超 透 磁 合金 "的 那 类 特殊 合金 , 磁 导 率 可 高 达 一 兆 。 

如 果 我 们 把 B = pH 这 种 近似 式 应 用 到 式 (36. 21) 中 去 , 则 可 将 一 环形 电感 中 的 能 量 写成 
uH? 
和 








图 36-9 一 条 未 达到 饱和 的 磁 清 回 线 





U= (oeA pn] Ha = (gelA) (36. 24) 
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因而 能 量 密度 近似 地 为 y 
u~ 人 


现在 可 令 式 (36.24) 中 的 能 量 等 于 电感 的 能 量 LI /2, 并 解 出 L。 从 而 获得 
工 = (oem)p(#). 


利用 来 自 式 (36. 20) 的 H/T, 就 有 
工 一 eh, (36. 25) 

自 感 与 成 正比 。 如 果 你 想 要 有 为 声 频 放 大 器 这 类 东西 所 用 的 电感 ,你 就 得 尝试 将 其 运用 
于 B-H 关系 尽 可 能 线性 的 那 种 磁 滑 回 线 上 (你 会 记得 ,我 们 曾 在 第 1 卷 第 50 章 中 谈论 过 关 
于 非 线性 系统 中 谐 波 产生 的 事 )。 对 于 这 样 的 目的 , 式 (36. 23) 乃 是 一 个 有 用 的 近似 。 反 之 ， 
如 果 你 希望 产生 谐 波 , 则 可 以 采用 一 种 故意 按 高 度 非 线 性 方式 运作 的 电感 。 此 时 你 就 得 利 
用 全 部 B-H 曲线 ,并 用 图 解法 或 数值 计算 法 来 分 析 所 发 生 的 情况 。 

变压器 通常 是 把 两 个 线圈 套 在 同一 个 磁性 材料 的 环 或 芯 上 制 成 的 (对 于 较 大 型 的 变 压 
器 ,为 了 方便 起 见 , 铁 芯 是 按 和 矩形 的 尺寸 比例 制作 的 )。 这 样 在 “ 原 " 绕 组 中 变化 着 的 电流 就 
会 引起 铁 芯 中 磁场 的 变化 ,而 磁场 的 变化 又 在 “ 副 " 绕 组 中 感 生 一 电动 势 。 由 于 穿 过 两 绕组 
中 每 臣 的 磁 通 量 都 相同 ,所 以 两 绕组 中 的 电动 势 比 值 就 与 其 臣 数 的 比值 相同 。 这 样 加 于 原 
绕组 上 的 电压 就 在 副 绕组 中 转变 成 不 同 的 电压 。 由 于 为 了 产生 必需 的 磁场 变化 就 要 求 环 绕 
铁 芯 有 某 个 净 电 流 , 因 而 两 绕组 中 的 电流 代数 和 就 被 确定 ,并 且 等 于 所 必需 的 “起 磁 " 电 流 。 
若 从 副 绕组 取出 的 电流 增加 , 则 原 绕组 中 的 电流 也 应 按 比例 增加 一 一 和 电压 的 变换 相同 ,也 
有 电流 方面 的 相互 “变换 ”。 


$36-5 电磁 铁 


现在 让 我 们 来 讨论 一 种 稍微 复杂 些 的 实际 情况 。 假 设 有 一 块 如 图 36-10 所 示 的 、 形 式 
相当 标准 的 电磁 铁 一 一 由 一 块 “C 形 " 轿 铁 以 及 绕 在 这 块 示 铁 上 的 多 东 导 线圈 制 成 。 终 隙 中 
的 磁场 B 将 会 怎样 呢 ? 

如 果 缝隙 厚度 比 所 有 其 他 尺寸 都 小 , 则 作为 一 级 
近似 ,可 以 认为 B 线 将 环绕 整个 回路 ,正如 它们 在 铁 环 
中 所 表现 的 那样 。 它 们 看 来 有 点 像 图 36-11(a) ,在 颖 
阶 处 往往 散 开 一 些 ,但 若 缝隙 很 窗 , 则 这 种 散 开 只 是 一 个 
微小 的 效应 。 假 设 通 过 思 铁 任 一 截面 的 B 通 量 是 一 个 
常数 ,这 是 一 个 相当 好 的 近似 。 如 果 思 铁 具有 均匀 的 横 
截面 积 一 一 而 我 们 又 忽略 在 缝隙 处 和 在 转弯 处 的 任何 
边界 效应 一 一 那么 便 可 以 讲 , 环 绕 纯 铁 的 B 是 均匀 的 。 

并 且 , 在 缝隙 中 B 将 有 同样 的 数值 , 这 是 从 式 
(36. 16) 得 出 来 的 结论 。 试 想象 如 图 36-11(b) 所 示 的 
闭合 曲面 S, 它 的 一 个 面 位 于 缝隙 中 而 另 一 个 面 位 于 铁 图 36-10 电磁 铁 
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中 ,从 这 个 闭合 曲面 跑 出 来 的 总 B 通 量 必 为 零 。 如 果 把 缝隙 中 的 场 称 为 B, ,而 把 铁 里 的 场 


称 为 B: , 则 我 们 得 
BA, 


一 B:A: = 0. 


由 于 A, = A: (在 我 们 的 近似 程度 下 ), 所 以 可 推断 B, 一 B,。 


佐 


电流 


1 
三 


a 








图 36-11 电磁 铁 的 截面 


现在 让 我 们 来 看 看 日 。 可 以 仍然 利用 式 (36. 19) ,环绕 图 36-11(b) 中 的 曲线 厂 进行 线 
积分 。 右 边 的 积分 照旧 是 NT, 即 臣 数 乘 电流 。 然 而 ,现在 铁 里 和 空气 中 的 H 将 不 相同 。 称 
铁 里 的 场 为 H; ,环绕 轰 铁 的 路 径 长 度 称 为 1 , 则 这 一 部 分 的 曲线 将 对 该 积分 贡献 量 有 :4 
把 缝 阶 里 的 场 称 为 H, ,假定 缝隙 厚度 为 5 , 则 可 获得 来 自 缝隙 的 贡献 本 ,4 。 于 是 我 们 有 






下 方程式 (3627) 
1>0 








图 36-12 求解 电磁 铁 中 的 场 


Hili+ Hils = 蕊 . 


(36. 26) 

现在 还 知道 另外 一 些 情况 :由 于 在 空气 缝 阶 
里 磁化 强度 可 以 忽略 ,因而 B, = Hi。 由 于 B, = 
B:, 所 以 式 (36. 26) 变 成 


NI 


Bili+ Hils = 一 5 (36.27) 
‘oc 


.我 们 仍然 有 两 个 未 知 数 。 为 了 求 得 B: 和 HH, ,还 


需要 另 一 个 关系 式 一 一 即 把 铁 中 的 B，H 联系 起 
来 的 关系 式 。 

如 果 可 作 B, = pH: 这 个 近似 , 则 就 能 用 代数 
法 求解 上 述 方程 。 然 而 ,让 我 们 考虑 普遍 的 情况 ， 
即 其 中 铁 的 磁化 曲线 如 图 36-8 所 示 。 我 们 希望 
得 到 的 就 是 这 个 函数 关系 与 式 (36. 27) 结 合 后 的 
联 立 解 。 这 个 解 可 以 这 样 找到 ,通过 把 式 (36. 27) 
的 曲线 和 磁化 曲线 画 在 同一 个 图 上 ,如 图 36-12 
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所 示 , 两 条 曲线 相交 之 处 ,就 是 我 们 要 求 的 解 。 

对 于 一 给 定 电流 1, 函数 式 (36. 27) 就 是 图 36-12 中 标明 1 >> 0 的 直线 。 该 线 与 有 轴 
(B: = 0) 相交 于 Hi = NI /(wc*ls) 处 ,而 其 斜率 为 一 l /4,。 不 同 的 电流 仅仅 是 沿 水 平方 向 
移动 该 直线 。 从 图 36-12 我 们 看 到 ,对 于 一 给 定 电流 可 以 有 几 个 不 同 的 解 ,这 取决 于 你 怎样 
到 达 那 里 。 如 果 你 刚好 制 成 该 块 磁铁 ,并 接 通电 流 而 上 升 到 了 T, 则 场 B, (也 即 Bi 场 ) 的 值 
就 将 有 点 a 给 出 。 如 果 你 已 经 使 电流 达到 某 个 很 大 的 值 ,而 下 降 至 了 , 则 场 将 由 点 65 给 出 。 
或 者 ,如 果 在 磁铁 中 你 刚好 有 一 个 高 负 值 电流 ,然后 才 把 它 升 高 至 T, 则 场 就 是 “ 点 处 的 场 。 
因此 ,缝隙 里 的 场 将 取决 于 你 在 过 去 做 过 的 事情 。 

当 磁 铁 中 的 电流 为 零 时 , 式 (36. 27) 中 B: 和 H; 的 关系 式 用 图 中 标明 为 1== 0 的 那 条 直 
线 来 表示 。 仍 然 存在 各 种 可 能 的 解 。 如 果 你 先 使 铁 达到 了 饱和 , 则 可 能 存在 一 个 由 d 点 给 
出 的 \ 在 磁铁 里 相当 大 的 剩余 磁场 。 你 可 以 将 线圈 除 掉 , 从 而 得 到 一 个 永久 磁体 。 由 此 可 
见 , 若 要 制 成 一 块 优质 永久 磁体 ,你 必须 要 有 宽 磁 澡 回 线 的 材料 。 诸 如 馈 镍 钴 V 族 那 类 特 
种 合金 ,就 具有 很 宽阔 的 磁 滞 回 线 。 


$36-6 自发 磁化 


现在 要 转 到 这 样 一 个 问题 上 来 ,为 什么 在 铁 磁性 材料 中 一 个 小 磁场 就 会 产生 那么 大 的 
磁化 强度 。 诸 如 铁 和 镍 那 种 铁 磁性 材料 的 磁化 强度 来 自 原子 内 这 层 中 电子 的 磁 矩 。 每 个 电 
子 都 具有 等 于 4 人 2m) 乘 以 其 g 因子 、 再 乘 以 其 角 动 量 J 的 磁 矩 上 。 对 于 不 具有 净 轨 道 运动 
的 单个 电子 , g = 2, 而 了 在 任 一 方向 一 一 比如 在 < 方向 一 一 上 的 分 量 为 士 /2, 因 而 pp 沿 z 
轴 的 分 量 为 








应 一 外 = 0. 928 X 10-* Amz. (36. 28) 


一 个 铁 原子 中 ,实际 上 存在 两 个 对 铁 磁性 有 贡献 的 电子 。 为 了 使 讨论 比较 简单 ,我 们 将 谈 谈 
关于 镍 的 磁性 , 它 是 与 铁 相 似 的 一 种 铁 磁 性 材料 ,不 过 在 其 内 壳 层 中 只 有 一 个 电子 。 不 难 把 
该 论证 推广 到 铁 的 情况 。 

现在 的 要 点 在 于 ,在 一 外 加 场 B 存 在 的 情况 下 ,那些 原子 磁体 倾向 于 随 场 整 齐 排列 ,但 
受到 热 运 动 的 冲撞 ,正如 同 我 们 对 顺 磁 性 材料 曾 描述 的 那样 。 在 上 一 章 中 ,我 们 曾 找 出 企图 
把 原子 磁体 排列 整齐 的 场 与 力图 把 它们 打 乱 的 热 运 动 之 间 的 平衡 会 产生 出 这 样 的 结果 , 即 
单位 体积 内 的 平均 磁 矩 最 后 应 为 


M= Natanh te. (36.29) 


所 谓 B, ,我 们 意 指 作 用 于 原子 上 的 场 ,kT 为 玻 耳 北 曼 能 量 。 在 顺 磁 性 理论 中 ,我们 不 过 是 用 
B 本 身 表示 B。, 忽 略 了 由 附近 其 他 原子 在 任何 给 定 原子 处 贡献 的 那 部 分 场 。 在 铁 磁性 情况 
下 , 却 存在 一 种 复杂 性 。 我 们 不 应 当 用 铁 里 的 平均 场 表示 作用 于 单个 原子 上 的 B。。 相 反 ， 
我 们 必须 像 在 电介质 情况 下 所 做 过 的 那样 来 处 理 一 一 我 们 必须 求 出 作用 于 单个 原子 上 的 局 
域 磁场 。 在 精密 计算 中 ,我 们 应 当 把 由 晶 格 中 所 有 其 他 原子 对 有 关 原 子 所 贡献 的 场 都 相 加 
起 来 。 但 正如 我 们 对 电介质 所 做 过 的 那样 ,将 做 这 样 的 近似 , 即 在 一 个 原子 处 的 场 与 我 们 在 
该 材料 内 一 个 小 球形 空 穴 中 可 能 找到 的 场 相 同一 一 假定 其 邻近 原子 的 磁 矩 都 不 会 因 该 空 穴 
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的 存在 而 改变 。 
根据 我 们 曾 在 第 11 章 中 所 做 的 论证 ,也 许 认 为 可 以 写成 


Bax 一 B+ 寺 洛 〈( 错 了 0， 
但 这 却 不 正确 。 然 而 ,如 果 我 们 把 第 11 章 中 的 式 子 和 本 章 中 有 关 铁 磁性 的 方程 仔细 比较 一 
下 ,就 会 发 现 那 里 的 一 些 结果 还 是 可 以 利用 的 。 让 我 们 把 对 应 的 方程 放 在 一 起 ,对 不 存在 传 


导电 流 或 传导 电荷 的 区 域 ,我 们 有 : 


静电 学 静 铁 磁性 
v (E+2£)=0 V.B=0 
(36. 30) 
VxE=0 Vx (8 一 2)=0 


这 两 组 方程 可 以 认为 彼此 相 类 似 ,只 要 做 出 如 下 的 纯 数 学 性 对 应 : 





EB 一 从， E+—B. 
oc to 


这 与 做 出 下 列 的 类 比 相 同 : 
E—~H, 了 一 Me (36. 31) 


换 句 话说 , 若 我 们 将 铁 磁性 的 方程 写成 


v.(a+ 刀 )=- 
局 (36. 32) 
VxH=0, 
那么 它们 看 起 来 就 很 像 静 电学 方程 了 。 
这 种 纯 代数 的 对 应 性 ,过 去 曾经 引起 过 某 些 混乱 。 人 们 往往 认为 H 就 是 “磁场 "。 可 
是 ,正如 我 们 已 经 明白 ,在 物理 上 B 和 EE 才 是 基本 场 ,而 互 只 是 一 种 衍生 出 来 的 概念 。 所 以 
尽管 方程 式 彼此 类 似 ,但 其 物理 意义 却 不 类 似 。 然 而 ,这 不 会 阻止 我 们 去 运用 相同 方程 具有 
相同 解答 的 原理 。 
可 以 利用 关于 电介质 中 各 种 不 同形 状 空 穴 中 电场 的 以 前 结果 一 一 概括 在 图 36-1 内 的 
场 一 一 来 找 出 在 各 对 应 空 穴 中 的 场 吾 。 一 旦 知道 了 互 , 便 可 以 确定 B。 例 如 (利用 那些 我 们 
在 第 1 节 中 总 结 出 来 的 结果 ) ,在 一 个 平行 于 M 的 针 状 空 穴 中 , 场 H 与 在 材料 里 的 H 相同 ， 


Hsx 一 Hun. 
但 由 于 空 穴 中 的 M 等 于 零 ,所 以 得 


Bax 一 Byun gs (36. 33) 


另 一 方面 ,在 一 个 垂直 于 M 的 盘 状 空 穴 中 ,我 们 有 


P 
Esx 一 Eanrg + 
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这 可 转换 成 Hox = Br 十 妇 


或 者 用 B 来 表示 , 则 为 
Bax 一 Bus. (36. 34) 


最 后 ,对 于 一 个 球状 空 穴 ,通过 与 式 (36. 3) 做 类 比 ,我 们 应 有 
Hex = Hun 十 让 
或 
Bex = Bun 一 全 她. (36. 35) 


这 一 结果 与 我 们 以 前 对 于 E 所 得 的 结果 很 不 相同 。 

当然 ,通过 直接 利用 麦克 斯 韦 方程 组 ,有 可 能 用 更 加 物理 的 方式 来 获得 这 些 结 果 。 例 
如 , 式 (36. 34) 就 是 直接 从 VV* B= 0 推 得 的 (你 可 以 用 一 个 一 半 在 材料 里 而 另 一 半 在 材料 外 
的 高 斯 面 )。 同 理 , 你 可 以 通过 利用 沿 一 条 在 空 穴 内 部 往 上 而 通过 材料 后 又 返回 的 曲线 的 线 
积分 而 得 到 式 (36. 33)。 在 物理 上 , 空 穴 中 的 场 ,由 于 表面 电流 一 一 那 是 由 VX M 提供 的 
一 一 而 被 削弱 了 。 式 (36. 35) 也 可 通过 考虑 该 球形 空 穴 边界 上 的 表面 电流 效应 而 获得 。 我 
们 将 把 它 留 给 你 们 去 证 明 。 

为 了 由 式 (36. 29) 求 得 平衡 时 的 磁化 强度 ,事实 证 明 , 最 方便 的 乃 是 同 H 打交道 ,从 而 
写 出 

B. 一 HA (36. 36) 


在 那 球形 空 穴 的 近似 中 ,我 们 应 该 有 4 = 1/3, 但 是 ,正如 你 将 会 看 到 的 ,我 们 以 后 要 用 到 某 
个 其 他 值 ,因而 就 保留 它 作为 一 个 可 调 参数 。 而 且 , 我 们 还 将 假定 所 有 的 场 都 在 同一 个 方向 
上 ,以 致 无 需 去 担心 那些 矢量 的 方向 。 假 如 现在 将 式 (36. 36) 代 入 式 (36. 29) 中 ,就 会 有 一 个 
把 磁化 强度 M 与 磁化 场 H 相 联 系 的 方程 : 


M= Ne tanhy[ 呈 2 人 ec) ] 


然而 ,这 是 一 个 不 可 能 明显 解 出 的 方程 ,因而 将 用 图 解法 解 它 。 
让 我 们 把 式 (36. 29) 写 成 


和 政 =- = tanhz (36. 37) 


而 将 问题 置 于 一 种 普遍 形式 中 ,其 中 Man 为 磁化 
强度 的 饱和 值 , 即 Np, 而 xz 则 代表 pB A/(kT)。 
M /Mwm 对 工 的 依存 关系 由 图 36-13 中 的 曲线 a 
表示 。 我 们 也 可 以 把 z 写成 M 的 函数 一 一 利用 
关于 B 的 式 (36. 36) 一 一 为 





z- 呈 -但 +(asse)ad_ 
kT kT @c kT /Mam AHIKT 


(36.38) ”图 36-13 (36.37) 和 (36. 38) 两 方程 的 图 解法 
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对 于 任何 给 定 的 互 值 , 这 是 M/Mwn 与 z 间 的 直线 关系 式 。 直 线 的 工 的 截 距 在 z= pH /(kT) 
处 ,而 其 斜率 为 ackT/(jAMwm )。 对 于 某 个 特定 的 互 ,我 们 会 有 一 条 像 图 36-13 中 标明 为 6 
的 直线 。 曲 线 a 与 直线 5 的 交点 向 我 们 提供 了 关于 M/Mwn 的 解 。 这 样 我 们 就 把 问题 解决 了 。 

让 我 们 看 一 看 ,各 种 不 同情 况 下 的 解答 将 会 怎样 。 我们 从 有 H = 0 开始 。 有 两 种 可 能 情 
况 , 分 别 用 图 36-14 中 的 b 和 bs 两 直线 表示 。 你 将 从 式 (36. 38) 注 意 到 ,直线 的 斜率 与 绝 
对 温度 T 成 正比 ,因此 ,在 高 温 时 就 会 有 一 条 像 b 的 线 ,其 解答 为 M /Mw 一 0。 当 磁化 场 
昌 为 零 时 ,磁化 强度 也 为 零 。 但 在 低温 时 ,我 们 会 有 一 条 像 b 的 线 ,而 对 于 M /Mwn 就 有 两 
个 解答 一 一 一 个 是 M/Maa 一 0, 而 另 一 个 是 M/Mwn 接近 于 1。 事 实证 明 , 只 有 那个 较 高 
的 解 才 是 稳定 的 一 一 正如 你 可 以 通过 考虑 围绕 这 些 解 的 微小 变化 所 看 到 的 那样 。 

于 是 ,按照 这 些 概念 ,磁性 材料 在 足够 低 的 
温度 下 会 自发 地 使 本 身 磁化 。 总 之 , 当 热 运动 足 
够 小 时 ,原子 磁体 间 的 耦合 作用 就 会 导致 它们 全 
部 互相 平行 地 排列 起 来 一 一 我 们 就 有 了 一 种 与 
第 11 章 中 讨论 过 的 铁 电 性 相似 的 永 磁 材 料 。 

若 我 们 从 高 温 出 发 而 逐渐 降低 温度 , 则 存在 
一 个 称 为 居 里 温度 Tc 的 临界 温度 ,在 那里 铁 磁 
性 行为 突然 出 现 。 这 一 温度 对 应 于 图 36-14 中 

点 而 15 一 和 的 直线 各, 它 与 曲线 。 相 切 ,因而 具有 等 于 1 的 
图 36-14 求 出 当 HH = 0 时 的 磁化 强度 斜率 。 居 里 温度 由 下 式 给 出 : 

ceATe 

pAM wm 


如 果 我 们 乐意 的 话 ,可 以 利用 Tc 将 式 (36. 38) 写 得 更 简单 些 : 


cc/ M 
低 + 至 ( 玉 )， 

现在 要 来 看 看 ,对 于 小 的 磁化 场 H 会 发 生 什 么 情况 。 我 们 可 以 从 图 36-14 看 到 ,如果 
将 那些 直线 稍微 往 右 移动 一 下 事情 会 怎样 进行 。 对 于 低温 情况 ,交点 将 沿 着 曲线 a 的 低 斜 
率 部 分 移出 一 点 点 ,而 M 就 将 改变 得 相对 少 一 点 。 然 而 ,对 于 高 温情 况 , 交 点 却 沿 曲线 a 的 
陡峭 部 分 往 上 升 ,而 M 便 将 改变 得 相对 快 一 些 。 实 际 上 ,可 以 将 曲线 a 的 这 一 部 分 用 一 条 
具有 单位 斜率 的 直线 来 做 近似 ,并 写成 : 

















一 1. (36. 39) 


工 一 


(36. 40) 








现在 就 可 以 解 出 M /Mw : 
(36.41) 
这 里 有 一 条 有 些 像 顺 磁性 中 有 过 的 定律 。 关 于 顺 磁性 ,我 们 曾 有 


M _ 2B 
Ww RT (36. 42) 
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此 刻 的 一 个 差别 在 于 ,我们 有 一 个 用 互 表示 的 磁化 强度 ,而 H 包含 了 各 原子 磁体 相互 作用 
的 某 些 效应 ,但 主要 的 差别 还 在 于 ,磁化 强度 是 与 T 和 Tc 之 间 的 差 值 成 反比 ,而 不 仅仅 与 
绝对 温度 T 成 反比 。 略 去 相 邻 原子 间 的 相互 作用 就 相当 于 选取 》 = 0, 根据 式 (36. 39) 这 意 
味 着 取 Te = 0。 于 是 结果 正好 就 是 第 35 章 中 我 们 有 过 的 。 

可 以 把 有 关 镍 的 理论 图 像 与 实验 数据 核对 一 下 。 在 实验 上 已 经 观测 到 , 当 温 度 升 高 至 
超过 631 K 时 镍 的 铁 磁性 特征 便 消 失 了 。 我 们 可 将 此 值 与 由 式 (36. 39) 计 算出 来 的 Tc 相 
比较 。 记 住 Man 一 Nu, 则 有 
Na 
Ac 





Te 一 和 


根据 镍 的 密度 和 原子 量 , 可 以 得 到 
N= 9.1X10*m’,. 


从 式 (36.28) 取 ,并 设 4 一 二， 则 得 





Tc = 0.24K. 


存在 的 误差 约 等 于 2 600 倍 ! 我 们 关于 铁 磁性 的 理论 完全 失败 了 。 
可 以 像 外 斯 (Weiss) 曾 经 做 过 的 那样 ,通过 说 明 由 于 某 种 未 知 原因 ,4 不 是 等 于 三 分 之 


一 ,而 是 等 于 (2600)X 一 一 或 约 900 一 一 尝试 “修补 "我 们 的 理论 。 结 果 是 人 们 对 像 铁 那 


样 的 其 他 铁 磁性 材料 获得 了 一 些 相 似 的 值 。 为 了 弄 清楚 这 意味 着 什么 ,让 我 们 回 到 式 
(36. 36) 上 去 。 我 们 看 到 ,一 个 大 的 4 值 意味 着 作用 于 原子 上 的 局 部 场 B。 ,似乎 比 我 们 所 想 
到 的 要 大 得 多 。 事 实 上 , 若 写 成 H = B 一 MAwe), 则 有 

B.=B+Q—DM. 


oc 


按照 我 们 原来 的 意思 一 令 》 二 十 一 一 局 部 磁化 强度 M 使 有 效 场 B, 约 减少 了 量 针 M/oc。 


即使 我 们 关于 球形 空 穴 的 模型 不 是 很 好 ,仍然 预期 会 有 某 些 减弱 。 与 此 相反 ,为 了 解释 铁 磁 
现象 ,我 们 必须 想象 场 的 磁化 作用 会 把 局 部 场 增强 某 个 巨大 一 一 比如 一 千 或 更 大 一 一 的 倍 
数 。 似 乎 没有 任何 合理 办 法 能 在 一 个 原子 附近 造成 这 么 巨大 的 场 一 一 甚至 适当 符号 的 场 也 
都 不 可 能 ! 显然 ,我 们 关于 铁 磁性 的 “ 磁 " 性 理论 是 一 场 可 翡 的 失败 。 因 此 必然 得 出 结论 , 铁 
磁性 必定 与 相 邻 原子 中 自 旋 电子 间 的 某 种 非 磁性 相互 作用 有 关 。 这 种 相互 作用 必然 会 产生 
一 种 强大 的 趋势 ,使 所 有 邻近 的 自 旋 都 沿 一 个 方向 整齐 排列 。 以 后 我 们 将 会 明白 这 必须 用 
量子 力学 以 及 泡 利 不 相 容 原理 来 处 理 。 

最 后 ,我 们 来 考察 在 低温 时 一 一 即 工 < Tc 所 发 生 的 情况 。 我 们 已 经 看 到 ,此 时 将 
有 一 种 自发 磁化 一 一 即使 H = 0 由 图 36-14 中 曲线 a 与 5; 的 交点 给 出 。 如 果 对 于 不 
同 的 温度 一 一 通过 变更 直线 o 的 斜率 一 一 解 出 M, 则 我 们 就 能 得 到 如 图 36-15 所 示 的 那 条 
曲线 。 对 于 所 有 其 中 原子 磁 矩 都 起 因 于 一 个 单独 电子 的 铁 磁性 材料 来 说 ,这 条 曲线 应 该 是 
相同 的 。 对 于 其 他 材料 的 曲线 ,只 稍微 有 点 不 同 。 

在 极限 的 情况 下 ,如 工 趋向 于 绝对 零度 时 ,M 变 成 Mw 。 当 温度 升 高 时 ,磁化 强度 会 
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逐渐 减少 ,至 居 里 温度 时 就 降 为 零 。 图 36-15 中 的 那些 点 是 镍 的 实验 观测 值 。 它 们 与 该 理 





0 05 15 
TTe 


图 36-15 镍 的 自发 磁化 作为 温度 的 函数 


论 曲 线 符合 得 相当 好 。 尽 管 我 们 并 不 理解 其 基本 
机 制 , 但 理论 的 一 般 特征 似乎 是 正确 的 。 

最 后 ,在 我 们 尝试 理解 铁 磁性 时 ,还 有 一 个 更 
令 人 烦恼 的 误差 。 我 们 已 发 现 ,在 高 于 某 一 温度 
时 该 材料 的 性 能 应 该 像 顺 磁 物 质 ,其 磁化 强度 M 
与 了 H( 或 B) 成 正比 ;而 在 低 于 该 温度 时 则 它 应 变 
成 自发 磁化 。 但 那 不 是 我 们 测定 铁 的 磁化 曲线 时 
所 求 得 的 。 只 有 在 我 们 使 它 “ 磁 化 "之 后 , 它 才 会 
变 成 永久 磁化 。 按 照 刚才 所 讨论 的 意思 , 它 就 应 
当 本 身 磁 化 ! 毛病 出 在 哪里 呢 ? 噢 ! 事实 证 明 ， 
如 果 你 对 一 块 足够 小 的 铁 或 镍 晶体 进行 观察 , 则 
它 的 确 是 完全 磁化 了 的 ! 但 在 一 大 块 铁 中 ,就 有 
许多 沿 不 同方 向 被 磁化 了 的 区 域 或 “ 畴 ”, 以 致 在 
大 的 尺度 范围 内 平均 磁化 强度 似乎 为 零 。 然 而 ， 


在 每 个 小 畴 中 , 铁 具有 被 锁 住 的 、 几 乎 等 于 Mww 的 磁化 强度 M。 这 种 畴 结构 的 重要 性 在 于 ， 
大 块 材料 的 整体 性 质 与 实际 进行 处 理 的 微观 性 质 是 很 不 相同 的 。 我 们 将 在 下 一 次 演讲 中 介 


绍 大 块 磁性 材料 的 实际 行为 。 
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$37-1 已 知 的 铁 磁性 


在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 铁 磁性 材料 和 其 他 一 些 奇异 磁性 材料 的 行为 和 特点 。 然 而 ,在 对 
磁性 材料 进行 研究 以 前 ,我 们 将 十 分 迅速 地 复习 一 下 上 一 章 中 学 过 的 某 些 有 关 磁 铁 方面 的 
普遍 理论 。 

首先 ,想象 材料 内 部 引起 磁性 的 原子 电流 ,然后 再 用 体 电流 密度 jak 二 YX M 来 描述 
它 。 我 们 要 强调 ,这 并 不 认为 它 代表 那些 实际 电流 。 当 磁化 强度 均匀 时 ,电流 也 并 非 真 的 恰 
好 互相 抵消 。 也 就 是 说 ,在 某 原子 中 一 个 电子 的 旋转 电流 与 在 另 一 个 原子 中 一 个 电子 的 旋 
转 电流 并 不 会 以 这 样 的 方式 交 难 ,以 臻 其 总 和 恰好 等 于 零 。 即 使 在 单个 原子 内 部 ,磁性 的 分 
布 也 不 是 平滑 的 。 例 如 ,在 铁 原子 中 ,磁化 强度 被 分 布 在 一 个 近似 是 球形 的 壳 层 上 , 它 既 不 
很 靠近 核 ,也 不 离 核 太 远 。 因 而 ,物质 中 的 磁性 就 其 细节 而 言 是 很 复杂 的 事情 , 它 非常 不 规 
则 。 然 而 ,我 们 现在 不 得 不 略 去 这 种 细致 的 复杂 性 ,而 从 整体 的 平均 的 观点 来 讨论 那些 现 
象 。 于 是 在 任何 比 原子 大 的 有 限 范围 内 , 当 M = 0 时 ,在 内 部 区 域 里 的 平均 电流 确实 为 零 。 
因此 ,在 目前 我 们 正在 考虑 的 程度 ,所 谓 单位 体积 的 磁化 强度 以 及 jat 等 等 ,我 们 指 的 都 是 
在 比 单个 原子 所 占 空间 要 大 的 区 域 里 的 平均 。 

在 上 一 章 中 ,我 们 也 曾 发 现 铁 磁 材 料 具有 如 下 的 重要 性 质 :在 超过 某 一 温度 时 , 它 并 不 
具有 强 磁性 ,而 在 这 一 温度 之 下 才 会 变 得 有 磁性 。 这 个 事实 不 难 被 演示 出 来 。 一 段 镍 线 在 
室温 时 会 被 一 块 磁铁 吸引 。 然 而 ,如 果 用 煤气 火焰 把 它 加 热 至 高 于 其 居 里 点 时 , 则 它 便 变 成 
非 磁性 体 ,此 时 即使 被 带 至 磁铁 近 旁 , 也 不 会 为 磁铁 所 吸引 。 如 果 让 它 在 磁铁 近 旁 冷 却 , 则 
当 温度 降 至 临界 温度 以 下 时 便 会 突然 再 度 被 磁铁 吸引 ! 

我 们 将 采用 的 有 关 铁 磁性 的 普遍 理论 ,假定 电子 的 自 旋 导 致 了 磁性 。 电 子 的 自 旋 为 1/2 
并 带 有 一 个 玻 尔 磁 子 的 磁 矩 /= ps = q.h /(2m)。 电子 自 旋 可 “向 上 "也 可 “向 下 "。 由 于 电 
子 有 负电 荷 ,所 以 当 其 自 旋 “ 向 上 "时 ,就 有 一 个 负 的 矩 , 而 当 其 自 旋 “ 向 下 "时 则 有 一 个 正 的 
和 矩 。 按 照 我 们 常用 的 惯例 ,电子 的 磁 矩 A 与 其 自 旋 反 向 。 我 们 已 求 得 一 个 磁 偶 极 子 在 给 定 
外 加 磁场 B 中 的 取向 能 为 一 p. B, 可 是 一 个 自 旋 电 子 的 能 量 也 取决 于 邻近 自 旋 的 排列 情 
况 。 在 铁 中 , 若 附近 一 原子 的 磁 矩 “向 上 ”, 则 与 之 相 邻 的 另 一 原子 就 有 使 其 本 身 磁 矩 也 同样 
“向 上 "的 强烈 倾向 。 这 就 是 促使 铁 、 钻 \ 镍 等 具有 如 此 强大 磁性 的 因素 一 磁 矩 全 都 必须 互 
相 平行 。 我 们 不 得 不 讨论 的 第 一 个 问题 就 是 这 个 为 什么 。 

量子 力学 发 展 起 来 之 后 不 久 ,人 们 就 注意 到 存在 一 个 很 强 的 表 观 力 一 既 不 是 一 种 磁力 ， 
也 不 是 任何 其 他 种 类 的 真实 力 ,而 只 是 一 种 表 观 力 一 试图 把 相 邻 电子 的 自 旋 互相 反 向 束 
齐 排列 。 这 些 力 与 化 学 键 力 密切 相关 。 在 量子 力学 中 有 一 个 原理 一 称 为 不 相 容 原理 一 
两 个 电子 不 能 处 于 完全 相同 的 状态 , 即 它们 的 位 置 和 自 旋 取 向 不 能 完全 相同 。 例 如 , 若 它 们 


508 | 费 思 曼 物 理学 讲义 (第 2 卷 ) pe es 


位 于 相同 的 地 点 , 则 唯一 可 能 的 就 是 它们 的 自 旋 相 反 。 因 此 ,如 果 两 原子 之 间 有 一 个 空间 区 
域 , 电 子 乐于 聚集 在 那里 ( 像 在 化 学 键 中 那样 ) ,而 我 们 也 想 把 另 一 个 电子 放 在 已 经 呆 在 那里 
的 一 个 电子 的 上 面 , 则 唯一 办 法 就 是 将 这 第 二 个 电子 的 自 旋 指 向 与 第 一 个 电子 的 自 旋 指向 
相反 。 要 使 它们 的 自 旋 平行 是 违反 规律 的 ,除非 这 两 个 电子 间 互 相 离 得 很 远 。 这 样 就 产生 
了 一 个 效应 , 即 一 对 互相 靠近 、 自 旋 平行 的 电子 比 一 对 自 旋 相 反 的 电子 具有 大 得 多 的 能 量 。 
净 效应 好 像 有 一 个 企图 把 自 旋 翻转 过 来 的 力 , 有 时 把 这 种 使 自 旋 翻 转 的 力 称 为 交换 力 ,但 那 
样 只 能 使 它 更 加 神秘 一 一 并 不 是 一 个 很 好 的 名 称 。 只 是 由 于 不 相 容 原理 才 使 得 电子 具有 一 
种 促使 其 自 旋 相反 的 倾向 。 事 实 上 ,这 就 是 关于 几乎 一 切 物质 都 缺乏 磁性 的 解释 ! 原子 外 
部 自由 电子 的 自 旋 具 有 在 相反 方向 达到 平衡 的 强大 趋势 。 问 题 是 要 来 解释 为 什么 像 铁 那样 
的 材料 其 性 质 恰恰 与 我 们 所 预期 的 相反 。 

对 想象 的 排列 效应 我 们 已 在 能 量 公式 中 加 上 一 个 适当 的 项 而 加 以 概括 了 , 即 假定 如 果 
邻近 的 电子 磁体 具有 平均 磁化 强度 M, 则 电子 的 磁 矩 就 具有 同 邻近 原子 的 平均 磁化 强度 处 
于 相同 方向 的 强大 趋势 。 这 样 , 就 可 以 将 两 种 可 能 的 自 旋 取 向 写成 *: 





自 旋 "向 上 " 的 能 量 = 十 z( 且 十 2 )， 
(37.1) 
自 旋 “ 向 下 " 的 能 量 一 一 pH 十 4). 


当 弄 清楚 量子 力学 可 能 会 提供 一 个 巨大 的 自 旋 取向 力 时 一 一 即使 其 符号 显然 错误 一 一 
人 们 曾 认为 铁 磁 性 也 许 都 起 源 于 这 同一 种 力 。 由 于 铁 的 复杂 性 以 及 牵涉 到 大 量 电子 ,所 以 
这 互 作用 能 的 符号 计算 结果 相反 。 自 从 这 一 主意 被 想 出 来 之 后 一 一 约 在 1927 年 ,当量 子 力 
学 开始 被 理解 的 时 候 一 一 许多 人 就 曾 做 出 各 种 估计 和 半 定 量 计算 ,试图 得 到 一 个 关于 4 的 理 
论 预言 。 关 于 铁 里 两 电子 自 旋 间 能 量 的 最 新 计算 一 一 假定 该 相互 作用 是 相 邻 原子 里 两 个 电子 
间 的 一 种 直接 相互 作用 一 一 仍然 会 给 出 错误 的 符号 。 目 前 对 此 的 理解 依旧 假定 ,情况 的 复杂 
性 不 知道 是 什么 原因 造成 的 ,并 希望 下 一 个 根据 更 复杂 情况 而 进行 计算 的 人 能 获得 正确 答案 ! 

目前 人 们 相信 ,在 内 壳 层 上 一 个 造成 磁性 的 电子 向 上 自 旋 ,力图 使 在 外 层 飞 绕 的 传导 
电子 具有 反 向 自 旋 。 人 们 也 许 期 待 此 事 会 发 生 ,因为 那些 传导 电子 已 进入 与 “磁性 "电子 
相同 的 区 域 。 由 于 这 些 传导 电子 到 处 运动 ,它们 可 以 带 着 其 自 旋 已 经 颠倒 的 偏见 来 到 另 
一 个 原子 附近 。 这 就 是 说 ,一 个 “磁性 "电子 企图 强迫 一 个 传导 电子 与 之 反 向 ,此 后 这 传 
导电 子 又 会 促使 次 一 个 “磁性 "电子 与 它 反 向 。 这 双重 相互 作用 就 等 效 于 企图 使 那 两 个 
“磁性 "电子 平行 排列 的 一 种 相互 作用 。 换 句 话说 ,造成 两 自 旋 平行 的 趋势 是 由 于 一 种 媒 
介 物 作用 的 结果 ,这 媒介 物 在 某 种 程度 上 有 与 两 者 都 相反 的 倾向 。 这 个 机 制 并 不 要 求 传 
导电 子 完全 “颠倒 "过 来 。 它 们 只 可 以 稍微 有 些 自 旋 向 下 的 偏向 ,刚刚 足够 促使 那些 “ 磁 
性 "电子 指向 另 一 方向 。 那 些 曾经 计算 过 这 类 事情 的 人 们 目前 认为 这 是 导致 铁 磁性 的 主 
要 原因 。 但 我 们 必须 强调 ,直到 今天 还 没有 人 只 赁 知道 该 材料 在 周期 表 中 的 数目 26 就 
能 够 算出 4 的 大 小 来 。 总 之 ,我 们 对 它 还 未 充分 了 解 。 


* 为 了 同上 一 章 的 工作 一 致 ,我 们 用 五 = B 一 Mec ), 而 不 是 用 B 来 写 出 这 些 方程 。 你 也 许 喜 欢 把 
它 写成 U = 土 pB。 = 士 w(B 十 NM /oc*), 其 中 X= 二 4 一 1。 但 那 是 同一 件 事 。 
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现在 让 我 们 继续 来 谈 谈 这 个 理论 , 待 以 后 再 回来 讨论 某 一 项 涉及 我 们 对 这 一 问题 的 提 法 
上 的 错误 。 如 果 某 个 电子 的 磁 矩 “向 上 ”, 则 能 量 既 来 自 外 加 磁场 ,也 来 自 使 自 旋 成 为 平行 的 那 
种 倾向 这 两 方面 。 由 于 当 自 旋 互相 平行 时 能 量 较 低 ,所 以 这 效应 有 时 被 认为 是 起 因 于 一 种 有 
效 内 场 "。 但 要 记 住 ,这 并 非 由 真实 的 磁力 引起 的 ,而 是 一 种 更 为 复杂 的 相互 作用 。 不 管 怎样 ， 
我 们 把 式 (37. 1) 作 为 关于 一 个 “磁性 "电子 的 两 个 自 旋 态 的 能 量 公式 。 在 温度 工时 ,这 两 个 态 
的 相对 概率 正比 于 es" ,我 们 可 把 它 写成 e#* ,其 中 工 一 Ap[ 瑟 十 MM /wc*)] (kT)。 这 
样 , 若 我 们 计算 磁 矩 的 平均 值 , 则 会 (如 同上 一 章 中 那样 ) 求 得 


M= Nptanh z. (37.2) 


现在 ,我 们 想 要 计算 材料 的 内 能 。 我 们 注意 到 一 个 电子 的 能 量 恰好 与 磁 矩 成 正比 ,因而 
平均 能 量 的 计算 就 与 平均 磁 矩 的 计算 相同 
一 kB 也 即 一 x[H 十 AM /(wc*)] 。 于 是 平均 能 量 为 





《U)ra =— Ne (H+ 2 )tanh 六 


可 是 这 并 不 是 很 正确 的 。 由 于 XM 人 (oc*) 这 一 项 代表 所 有 可 能 的 原子 对 之 间 的 互 作 
用 ,所 以 必须 记 住 ,每 一 对 只 能 计数 一 次 ( 当 我 们 考虑 一 个 电子 在 其 余 电子 的 场 中 的 能 量 \ 而 
后 又 考虑 第 二 个 电子 在 其 余 电 子 的 场 中 的 能 量 时 ,我 们 就 已 将 第 一 次 能 量 中 的 一 部 分 多 算 
了 一 次 )。 因 此 ,我 们 就 必须 将 相互 作用 的 项 除 以 2, 于 是 有 关 能 量 的 公式 结果 为 


(U)ra =— Nk (H+ 并 )ianh zx; (37.3) 


在 上 一 章 中 ,我 们 曾经 发 现 过 一 件 有 趣事 情 一 一 低 于 某 一 温度 时 ,对 于 该 材料 人 们 找到 
了 一 个 即使 没有 外 加 磁化 场 其 磁 矩 也 并 不 是 零 的 方程 组 的 解 。 当 我 们 在 式 (37. 2) 中 令 
H = 0 时 , 曾 求 得 





式 中 Ma 一 Np, 而 Tc 一 AM / 
(kec )。 当 (用 图 解法 或 其 他 方法 ) 
解 这 一 方程 时 ,我 们 发 现 ,比率 
MV/Mwi 作为 了 /Tc 的 函数 是 一 条 像 
图 37-1 中 标明 为 “量子 理论 "的 曲 
线 。 而 那 条 标明 为 “ 钴 、 镍 "的 虚 曲 线 
则 表示 这 些 元 素 晶体 的 实验 结果 。 
理论 和 实验 符合 得 相当 好 。 在 这 图 
上 也 显示 出 经 典 理论 的 结果 ,其 计算 
是 在 假定 原子 磁体 在 空间 中 可 以 具 oo 01 02 03 ne 0.6 07 08 09 1.0 
有 一 切 可 能 的 取向 下 进行 的 。 你 可 。 图 37-1 铁 磁性 晶体 的 自发 磁化 强度 ( 五 = 0 ) 作 为 温度 
以 看 出 ,这 个 假定 提供 了 一 个 甚至 不 的 函数 [摘自 Encyclopaedia Britannica ] 
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会 与 实验 事实 接近 的 预言 。 

即使 是 量子 理论 ,在 高 温和 低温 两 区 域 中 ,也 都 与 所 观测 到 的 行为 有 所 偏离 。 发 生 偏离 
的 原因 是 ,在 该 理论 中 我 们 曾经 做 出 过 一 个 相当 草率 的 近似 : 即 假定 一 个 原子 的 能 量 取决 于 
它 的 附近 原子 的 平均 磁化 强度 。 换 句 话说 ,对 于 在 一 给 定 原子 附近 的 每 个 "向 上 " 磁 矩 ,就 将 
存在 由 于 那 种 量子 力学 排列 效应 而 引起 的 能 量 贡献 。 但 究竟 有 多 少 个 磁 矩 指 “ 向 上 " 呢 ? 就 
平均 来 说 ,这 是 用 磁化 强度 M 来 度量 的 一 一 不 过 只 是 在 平均 的 意义 上 而 言 的 。 某 处 的 一 个 
特定 原子 也 许 会 发 现 它 的 所 有 邻居 都 是 “向 上 ”的 。 这 样 , 它 的 能 量 便 会 大 于 平均 值 。 另 一 
个 原子 可 能 发 现 其 邻居 有 些 “ 向 上 " ,而 有 些 “ 向 下 ” ,或 许 平均 为 零 ,因而 就 该 没有 来 自 这 一 
项 的 能 量 , 如 此 等 等 。 我 们 所 应 当做 的 是 ,采用 某 种 较 复杂 的 平均 法 ,因为 在 不 同位 置 上 的 
原子 会 有 不 同 的 环境 ,因而 对 于 不 同 原子 就 有 不 同 数目 的 向 上 和 向 下 的 邻居 。 不 仅仅 考虑 
一 个 受到 平均 影响 的 原子 ,而 是 应 该 考虑 每 一 个 处 于 实际 情况 下 的 原子 ,算出 它 的 能 量 , 并 
求 出 平均 能 量 。 但 我 们 如 何 来 找 出 在 其 附近 的 原子 中 究竟 有 多 少 个 “向 上 ”和 多 少 个 “向 下 ” 
呢 ? 当然 ,这 恰恰 就 是 我 们 企图 要 算出 的 东西 一 一 “向 上 "的 和 “向 下 "的 数目 一 一 因而 就 有 
一 个 十 分 复杂 的 相互 联系 的 关联 问题 , 即 是 一 个 从 未 得 到 解决 的 问题 。 这 是 一 个 错综复杂 
而 又 令 人 振奋 的 问题 ,已 存在 了 许多 年 ,而 某 些 鼎鼎 大 名 的 物理 学 界 人 士 在 这 方面 也 曾 写 过 
一 些 论文 ,但 即使 是 他 们 也 仍 未 能 完全 解决 该 问题 。 

结果 证 明 ,在 低温 时 , 当 几乎 全 部 原子 磁 矩 都 指 “ 向 上 "而 只 有 少数 几 个 指 “ 向 下 "时 , 问 
题 易于 解决 ;而 在 比 居 里 温度 Te 高 得 多 的 高 温 、 且 它们 几乎 全 都 混乱 时 ,问题 又 容易 解决 。 
往往 还 不 难 算出 在 某 种 简单 而 又 理想 的 情况 下 的 微小 偏差 ,因而 对 于 为 什么 会 在 低温 时 与 
该 简单 理论 有 所 偏离 已 有 相当 好 的 理解 。 在 物理 上 也 已 理解 到 基于 统计 原因 磁化 强度 应 该 
在 高 温 时 有 所 偏离 。 但 接近 居 里 点 的 准确 行为 就 从 未 被 完全 算出 来 过 。 如 果 你 希望 有 一 个 
从 未 被 解决 的 问题 的 话 , 则 那 就 是 一 个 有 朝 一 日 会 计算 出 来 的 有 重要 意义 的 问题 。 


.$337-2 热力 学 性 质 


在 上 一 章 中 ,我 们 已 经 为 计算 铁 磁性 材料 的 热力 学 性 质 打下 了 必要 的 基础 。 自 然 ,这 
些 性 质 与 晶体 内 能 有 关 , 而 晶体 的 内 能 包括 各 种 自 旋 的 互 作用 、 由 式 (37. 3) 给 出 。 对 于 
比 居 里 点 为 低 的 自发 磁化 能 量 ,可 以 令 式 (37. 3) 中 的 H = 0, 因而 一 一 注意 到 tanh zx 一 
M /Mwn 一 一 可 求 得 正比 于 M? 的 平均 能 量 : 
《U)rom 一 一 i (37.5) 
如 果 现在 把 由 磁性 引起 的 能 量 作 为 温度 函数 而 作 图 ,我 们 便 会 得 到 一 条 图 37-1 中 那 条 曲线 
的 平方 取 负 值 后 的 曲线 ,如 图 37-2(a) 所 示 。 要 是 此 时 测量 这 种 材料 的 比 热 , 我 们 便 会 得 到 
一 条 如 图 37-2(b) 所 示 的 曲线 , 它 是 图 37-2(a) 所 示 曲 线 的 微 商 。 它 随 温度 增加 而 缓慢 地 上 
升 ,但 在 T= Tc 时 就 突然 降低 至 零 。 这 一 急剧 下 降 是 由 于 磁化 能 量 曲 线 的 斜率 刚好 在 居 
里 点 上 出 现 巨 大 改变 引起 的 。 因 此 ,完全 不 需要 任何 磁性 测量 ,根据 测量 这 一 热力 学 性 质 ， 
我 们 就 可 以 发 现在 铁 或 镍 中 将 发 生 的 某 些 事情 。 然 而 ,实验 和 经 过 了 改进 的 理论 (包括 涨 
落 ) 却 都 显示 这 条 简单 的 曲线 是 错误 的 ,而 真实 的 情况 实际 上 更 加 复杂 。 该 曲线 在 那 尖 峰 处 
升 得 更 高 ,而 下 降 至 零 时 则 有 点 缓慢 。 即 使 温度 已 高 至 足以 在 平均 上 使 自 旋 处 于 混乱 状态 ， 
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但 是 仍然 会 有 局 部 区 域 存在 某 些 磁 化 量 , 而 在 这 些 区 域 中 自 旋 具有 小 的 额外 相互 作用 


能 一 一 这 只 有 在 温度 进一步 升 高 而 情况 变 得 越 来 
越 混 乱 时 才 会 缓慢 地 消失 。 因 此 ,实际 的 曲线 看 
来 就 像 图 37-2(c) 那 样 。 今 天 理论 物理 学 的 挑战 
之 一 就 是 要 找 出 在 居 里 转变 点 附近 关于 比 热 特性 
的 准确 的 理论 描述 一 一 一 个 还 未 得 到 解答 的 引 人 
入 胜 的 问题 。 自 然 ,这 个 问题 与 同一 区 域内 磁化 曲 
线 的 形状 会 有 十 分 密切 的 关系 。 

现在 要 来 描述 某 些 除 热力 学 以 外 的 实验 ,这 些 
实验 会 证 明 ,我 们 对 磁性 的 解释 有 些 是 正确 的 。 当 
材料 在 低温 下 被 磁化 至 饱和 程度 时 ,M 很 接近 于 
Mu 一 一 几乎 所 有 自 旋 以 及 它们 的 磁 矩 都 是 平行 
的 。 这 可 以 通过 下 述 实验 加 以 核实 。 假 设 将 一 条 
形 磁铁 用 一 根 细 丝 悬挂 起 来 ,然后 对 它 包 围 上 一 个 
线圈 ,使 得 无 需 接 触 磁铁 或 对 其 施加 任何 转 矩 就 能 
使 磁场 倒转 过 来 。 这 是 一 个 十 分 难 做 的 实验 ,因为 
磁力 如 此 巨大 以 致 任何 不 平衡 ,任何 倾斜 或 在 铁 里 
的 任何 不 完整 都 会 产生 一 些 偶然 的 转 矩 。 然 而 ,该 
实验 已 在 这 种 偶然 转 矩 被 减 至 最 低 程度 的 小 心 道 
慎 条 件 下 完成 了 。 利 用 包围 在 磁铁 上 的 那个 线圈 
的 磁场 ,我 们 一 下 子 就 将 所 有 的 原子 磁体 全 都 翻转 
过 来 了 。 当 我 们 这 样 做 时 ,也 将 所 有 自 旋 的 角 动 量 
都 由 “向 上 " 变 成 了 “向 下 "( 见 图 27-3)。 如 果 在 这 
全 部 自 旋 都 翻转 过 来 时 角 动 量 守恒 , 则 铁 条 的 其 余 
部 分 就 必然 在 角 动 量 方面 有 相反 的 改变 , 整 块 磁体 
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图 37-2 一 块 铁 磁性 晶体 的 单位 体积 能 量 
和 比 热 


将 开始 旋转 。 果 然 , 当 我 们 做 这 一 实验 时 ,就 发 现 磁铁 的 微小 转动 。 可 以 测 出 给 予 整 条 磁铁 


电子 自 旋 


ws 


图 37-3 当 铁 条 中 的 磁化 方向 倒转 过 来 时 ， 
铁 条 会 得 到 某 一 角 动 量 


的 总 角 动 量 ,而 这 仅 是 N 乘 以 大 ,后 者 为 每 个 自 
旋 角 动量 的 变化 。 由 这 样 量 得 的 角 动 量 与 磁 矩 
的 比率 同 我 们 的 计算 值 相差 约 在 10% 以 内 。 实 
际 上 ,我们 的 计算 曾 假定 原子 磁体 纯粹 起 因 于 电 
子 自 旋 , 但 在 大 多 数 材料 中 除了 自 旋 之 外 ,还 有 
某 种 轨道 运动 。 由 于 这 种 轨道 运动 不 是 完全 脱 
离 晶 格 的 ,因而 对 于 磁性 的 贡献 就 不 会 超出 百 
分 之 几 很 多 。 事 实 上 ,通过 取 Maa 一 Np 及 利 
用 铁 的 密度 为 7. 9 和 自 旋 电 子 的 磁 矩 x, 人 们 所 
得 到 的 饱和 磁场 约 为 20 000 Gs。 但 根据 实验 , 它 
实际 上 是 在 21 500 Gs 左右 。 这 是 误差 的 典型 
值 一 一 5% 一 10%% ,由 于 忽略 了 包含 在 所 做 的 分 析 
中 的 轨道 磁 矩 的 贡献 造成 的 。 于 是 ,上 述 回 转 磁 
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测量 中 的 微小 偏差 就 完全 理解 了 。 


$37-3 磁 滞 回 线 


从 上 面 的 理论 分 析 我 们 就 已 断定 ,在 某 一 定 温度 之 下 铁 磁性 材料 应 当 自发 地 磁化 ,以 致 
所 有 磁性 都 指向 同一 方向 。 可 是 我 们 知道 ,这 对 于 一 块 普通 的 \ 尚 未 经 磁化 的 铁 来 说 是 不 正 
确 的 。 为 什么 并 不 是 所 有 的 铁 都 被 磁化 了 呢 ? 我 们 
可 以 借助 于 图 37-4 来 解释 。 候 定 铁 全 部 是 一 大 块 如 
图 37-4(a) 所 示 形状 的 单 晶 , 并 都 已 在 一 个 方向 上 自 
发 地 磁化 了 ,那么 就 有 相当 强 的 外 部 磁场 , 即 具 有 大 
量 能 量 。 我 们 能 够 减少 这 种 场 的 能 量 , 只 要 布置 得 使 
铁 块 一 边 被“ 向 上 "磁化 ,而 另 一 边 则 被 “向 下 "磁化 ， 
如 图 37-4(b) 所 示 。 当 然 ,这 时 铁 外 的 场 就 会 伸展 至 
较 小 体积 ,因而 使 那里 有 较 少 能 量 。 

啊 ,等 一 等 ! 在 两 个 区 域 的 边界 层 内 , 自 施 向 上 
的 电子 紧 靠 着 自 旋 向 下 的 电子 。 但 铁 磁 性 只 在 这 样 
的 材料 中 才 会 表现 出 来 , 即 其 中 电子 自 旋 震 互相 平生 
而 非 互相 反 向 , 则 能 量 会 项 减 。 因 此 ,我 们 在 沿 图 
图 37-4 铁 的 一 块 单 品 中 磁 暑 的 形成 。 37-4(b) 的 那 条 虚线 上 就 已 加 进 了 一 些 额外 能 量 , 这 
了 Jct Yeh 。 种 能 量 有 时 称 为 耿 能 。 一 个 仅 有 单一 磁化 方向 的 区 

域 叫做 磁 央 。 在 两 磁 暑 间 的 界面 一 “ 壁 "一 处 ,在 

对 边 上 的 原子 按 不 同方 向 旋转 着 ,因而 具有 单位 面积 的 壁 能 。 我 们 已 把 它 描写 成 好 像 是 有 
两 个 相 邻 原子 ,以 恰恰 相反 的 方向 自 旋 , 但 事实 证 明 ,大 自然 会 把 事情 调整 得 使 转变 较为 平 
缓 。 然 而 这 里 我 们 无 需 为 这 样 的 细节 操心 

现在 的 问题 是 :在 什么 时 候 造 成 一 个 壁 较 好 或 较 差 ? 答案 是 ,这 取决 于 那些 磁 暑 的 太 
小 。 假 设 把 一 铁 块 按 比例 增 大 ,以 至 整个 事物 增 大 一 倍 , 则 在 休 外 充满 给 定 磁场 强度 的 空间 
就 会 是 作 售 大 ,从 而 正比 于 体积 的 磁场 能 量 也 会 是 八 售 大 。 可 是 在 提供 壁 能 的 两 磁 暑 间 的 
界面 面积 , 却 只 有 四 倍 大 。 因 此 ,如 果 铁 块 足够 大 , 则 把 它 分 裂 成 多 个 磁 央 将 是 合算 的 。 这 
就 是 为 什么 只 有 那些 十 分 微小 的 晶体 才能 拥有 单个 碰 贱 的 缘故 。 任 何 大 的 一 尺度 大 于 百 
分 之 一 毫米 的 一 物 休 将 至 少 有 一 个 磁 暑 壁 ;而 任何 普通 “厘米 大 小 "的 物 休 则 将 分 裂 成 如 
图 所 示 的 许 许多 多 个 磁 暑 。 分 裂 成 磁 暑 的 这 种 过 程 将 继续 下 去 ,二 直到 再 揪 进 一 个 附加 避 
所 需 的 能 晤 与 晶体 外 面 磁场 降低 的 能 量 同 样 大 时 为 止 。 

实际 上 大 自然 还 发 现 了 另 一 种 降低 能 量 的 途径 。 完 全 不 需要 有 磁场 跑 出 外 面 ,只 要 有 
一 小 块 三 角形 区 域 被 斜 着 磁化 就 行 ,如 图 37-4(d) 所 示 * 。 因 此 按 图 37-4(d) 的 那 种 排列 ， 



































* 你 可 能 会 觉得 奇怪 ,那些 或 者 “向 上 "或 者 “向 下 "的 自 旋 怎么 又 能 够 斜 着 "了 呢 ! 这 问题 提 得 好 ， 
但 我 们 此 刻 不 需 去 担心 它 。 我 们 将 采取 经 典 观点 ,认为 原子 磁体 都 是 一 些 经 典 的 磁 偶 极 子 , 可 以 在 斜 着 
方向 受到 磁化 。 要 求 对 量子 力学 相当 熟悉 ,才能 理解 物体 如 何 能 够 "上 与 下 "以 及 * 左 与 右 " 同 时 全 部 被 
量子 化 。 
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我 们 知道 体外 不 会 存在 磁场 ,只 不 过 增加 了 一 点 点 畴 壁 而 已 。 

然而 , 那 又 会 引起 一 种 新 问题 。 事 实证 明 , 当 铁 的 单 晶体 被 磁化 时 ,在 磁化 方向 改变 了 
长 度 。 因 而 一 个 “理想 "立方 体 当 其 磁化 强度 比如 是 “向 上 "时 ,就 不 再 是 一 完美 的 立方 体 了 。 
其 " 竖 向 "尺寸 将 不 同 于 水平" 尺寸 。 这 一 种 效应 叫做 磁 致 伸缩 。 由 于 这 种 几何 形态 上 的 变 
化 ,因此 图 37-4(d) 中 的 小 三 角 块 ,比如 说 ,不 再 与 那些 适用 的 空间 "相配 "了 一 一 该 晶体 在 
一 个 方向 已 变 得 太 长 ,而 在 另 一 个 方向 则 太 短 了 。 当 然 ,实际 上 还 是 相配 的 ,只 不 过 是 硬 挤 
进去 罢了 ,而 这 就 会 牵涉 到 某 些 机 械 应 力 。 因 此 ,这 种 排列 也 引进 了 一 种 附加 能 量 。 正 是 所 
有 这 些 不 同 能 量 的 互相 平衡 , 才 决定 在 一 块 未 经 磁化 的 铁 中 磁 上 畴 最 后 如 何 把 它们 自己 排列 
成 那 种 复杂 的 形式 。 

现在 , 当 加 上 一 个 外 加 磁场 时 会 发 生 什么 情况 呢 ? 为 了 简单 起 见 , 试 考虑 磁 畴 如 图 
37-4(d) 所 示 的 晶体 。 如 果 我 们 加 上 一 个 方向 向 上 的 外 磁场 , 则 该 晶体 将 以 什么 方式 进行 磁化 
呢 ? 首先 ,中 间 的 畴 壁 可 以 向 侧 向 (向 右 ) 移 动 而 减少 能 量 。 之 所 以 这 样 移动 ,其 目的 在 于 使 
“向 上 "区 域 变 成 大 于 “向 下 "区 域 。 有 更 多 的 基本 磁体 与 场 整齐 排列 ,而 这 就 提供 了 一 个 较 低 
的 能 量 。 因 此 ,一块 铁 在 弱 场 中 一 一 即 在 磁化 过 程 中 的 最 初 阶段 一 一 那些 畴 壁 会 开始 移动 并 
侵蚀 与 场 反 向 的 磁化 区 域 。 当 场 继续 增强 时 , 整 块 晶体 便 逐 渐 转 变 成 一 个 单独 大 畴 , 那 是 外 场 
帮助 维持 整齐 地 排列 成 的 。 在 强 场 中 晶体 "喜欢 "全 都 排列 成 一 个 方向 ,只 是 因为 在 外 磁场 中 它 
的 能 量 会 被 降低 一 一 这 时 有 关系 的 就 不 再 仅仅 是 晶体 本 身 的 外 场 。 

如 果 几 何 形态 不 那么 简单 又 会 怎么 样 呢 ? 若 晶体 的 轴 与 其 自 
发 磁化 处 于 同一 方向 ,但 我 们 所 加 磁场 却 在 其 他 某 个 方向 


其 他 某 个 方向 一 比 2 
如 说 在 45" 上 一 一 那 又 会 怎样 呢 ? 我 们 也 许 认 为 ,各 磁 畴 会 改造 | 1 


























自己 使 得 其 磁化 强度 与 外 场 平行 ,然后 和 以 前 一 样 ,它们 就 能 够 
全 部 生长 成 一 个 畴 了 。 但 这 对 于 铁 来 说 是 不 容易 办 到 的 ,因为 
磁化 晶体 所 需 的 能 量 依赖 于 相对 于 部 轴 的 磁化 方向 。 要 把 铁 在 一 一 一 一 一 
平行 于 其 晶 轴 的 方向 上 磁化 是 相对 容易 的 ,但 要 在 其 他 某 个 方 f 

全 











向 一 一 比如 相对 于 其 中 一 轴 成 45" 角 的 方向 一 一 把 它 磁化 就 需 
要 较 多 能 量 。 因 此 ,如果 我 们 就 在 这 样 一 个 方向 加 一 磁场 , 则 首 





先 发 生 的 是 ,那些 指向 接近 于 外 加 磁场 方向 的 从 优 方向 之 一 的 = 
磁 畴 将 会 长 大 ,直到 磁化 全 都 沿 着 这 些 方向 中 的 一 个 为 止 。 因 
此 ,如 果 加 上 更 强大 的 场 , 则 磁化 强度 就 逐渐 被 扭转 至 与 场 平行 msfu 
的 方向 ,如 图 37-5 所 粗略 表示 的 那样 。 

图 37-6 画 出 了 铁 单 晶 磁化 曲线 的 一 些 观测 结果 。 为 了 便于 





理解 它们 ,我 们 首先 必须 对 描述 晶体 中 有 关 方 向 的 符号 做 一 些 解 [| 
释 。 一 块 晶体 可 以 用 多 种 不 同方 式 把 它 切 开 , 以 便 产 生 原子 水 平 图 37-5 一 个 与 晶 轴 成 
的 表面 。 任 何曾 驱车 经 过 果园 或 葡萄 园 的 人 们 都 会 知道 这 么 一 件 。 一 角度 的 磁化 场 卫 将 逐 
事 一 对 之 观望 令 人 神往 。 如 果 你 朝 一 个 方向 望 去 ,会 见 到 一 行 。 海 改 变 磁化 强度 的 方向 ， 
行 的 树 一 车 朝 另 一 方向 看 ,又 会 见 到 另外 一 行 行 的 树 ,如 此 等 。 而 不 会 改变 其 大 小 
等 。 同 样 地 ,一 块 晶体 也 有 一 些 确定 的 平面 族 ,其 中 每 个 平面 都 包 

含 了 许多 原子 ,而 这 些 平面 都 具有 这 人 么 一 个 重要 特点 (为 较 易 于 理解 起 见 只 考虑 立方 晶体 )， 
即 如 果 观 察 这 些 面 与 那 三 条 坐标 轴 相 交 于 什么 地 方 一 则 我 们 发 现 这 些 交点 与 原点 间距 离 
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的 倒数 会 形成 一 些 简单 的 整数 比 。 这 三 
个 整数 就 被 取 作为 该 组 平面 的 定义 。 例 
如 图 37-7(a) 中 我 们 把 一 个 平行 于 yz 面 
的 平面 描绘 出 来 了 ,这 叫 作 [100] 旱 面 , 它 
与 y 轴 和 z 轴 的 交点 的 倒数 都 是 零 。 对 
于 (立方 晶体 中 的 ) 这 种 面 的 垂直 方向 也 
给 予 相同 一 组 数目 。 在 立方 晶体 中 要 理 
解 这 个 意思 是 容易 的 ,因为 此 时 [100] 这 些 
-+ 指数 意味 着 一 个 矢量 , 它 在 z 方向 具有 单 
| | 位 分 量 ,而 在 y 和 = 方向 则 都 没有 任何 分 

0 100 200 300 400 SU 800 900 1000 量 。 [110] 这 一 方向 是 同 z 轴 和 y 轴 均 成 
图 37-6 对 百 的 不 同方 向 (相对 于 晶 轴 而 音 ), 与 瑟 。 45 角 的 那 一 个 方向 ,如 图 37-7(b) 所 示 ; 
平行 的 M 分 量 [转载 自 Bitter F，Tntroduction to ”而 [111] 的 方向 则 是 沿 立 方 体 对 角 线 的 方 
Ferromagnetism，, McGraw-Hill Book Co. ,Inc , 1937] 。 向 ,如 图 37-7(c) 所 示 。 
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图 37-7 标明 各 晶 面 的 方法 


现在 回 到 图 37-6, 我 们 看 到 了 铁 的 单 晶 在 各 个 方向 上 的 磁化 曲线 。 首 先 应 当 注意 ， 
对 于 十 分 微小 的 场 一 一 弱 至 在 标 度 上 极 难 见 到 它 一 一 磁化 强度 非常 迅速 地 达到 了 一 个 十 
分 大 的 值 ,如 果 这 个 场 处 在 [100] 方 向 一 一 即 是 沿 那些 敏锐 而 容易 磁化 的 方向 之 一 一 一 则 
该 曲线 会 上 升 至 一 个 高 值 ,稍微 弯曲 一 点 ,然后 就 饱和 了 。 所 发 生 的 情况 是 ,那些 已 经 在 
那里 的 磁 畴 非常 易于 移动 。 只 要 有 一 小 场 , 就 引起 畴 壁 移动 而 吃 掉 所 有 那些 “方向 错误 ” 
的 磁 畴 。 单 晶 铁 与 普通 的 多 晶 铁 相 比 ,其 导 磁 本 领 要 大 得 多 。 一 块 理想 晶体 非常 易于 磁 
化 。 但 为 什么 它 的 磁化 曲线 竟 被 弯曲 了 呢 ? 为 什么 它 不 会 立刻 就 达到 饱和 呢 ? 我 们 不 
十 分 肯定 。 你 或 许 有 一 天 会 学 习 到 这 些 东西 。 但 我 们 的 确 懂得 ,在 高 场 时 该 曲线 很 平 
坦 。 当 整 块 都 已 是 一 个 单独 的 磁 畴 时 ,为 什么 附加 磁场 就 不 能 造成 任何 更 多 的 磁化 一 一 
它 已 经 处 在 Ma 的 状态 ,其 中 所 有 电子 都 已 经 排列 整齐 了 。 

现在 , 若 试图 在 [110] 方 向 上 一 一 那 是 与 晶 轴 成 45" 角 的 一 一 做 同样 的 事情 , 那 会 发 生 什么 
呢 ? 我 们 试 开动 一 个 小 小 的 场 ,而 当 那 些 磁 畴 长 大 时 磁化 就 跳跃 上 去 。 然 后 , 当 把 场 再 增 大 一 
点 时 ,我 们 便 发 现 需要 有 一 个 相当 大 的 场 才能 达到 饱和 ,因为 此 刻 磁化 已 偏离 了 那个 “容易 "的 














方向 。 如 果 这 一 解释 正确 , 则 [110] 曲 线 外 推 回 至 纵 轴 上 的 交点 应 为 饱和 值 的 1N2。 事 实 上 ， 
结果 证 明 这 的 确 非 常 非常 接近 于 1W2。 同 理 , 在 [111] 方 向 上 一 一 那 是 沿 立方 体 的 对 角 
线 一 一 我 们 发 现 ,正如 期 待 的 那样 ,曲线 会 外 推 回 至 接近 饱和 值 的 1W3。 

图 37-8 显示 有 关 其 他 两 种 材料 ( 镍 和 钴 ) 的 对 应 情况 。 镍 与 铁 不 同 。 在 镍 中 ,事实 证 明 
[111] 方 向 才 是 易 磁 化 方向 。 钴 具有 六 角 晶 形 , 而 人 们 对 于 这 一 种 情况 就 曾 抽 劣 地 修补 了 一 
套 名 称 。 他 们 希望 取 六 角 柱 的 底面 上 的 三 个 坐标 轴 和 另 一 个 垂直 于 底面 的 坐标 轴 , 因 此 一 
共用 了 四 个 指数 。[0001] 的 方向 指 沿 六 角 轴 的 方向 ,而 [1010] 的 方向 则 是 垂直 于 这 一 条 轴 
的 。 我 们 看 到 不 同 金属 的 晶体 其 行为 用 不 同 的 方法 来 表示 。 
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图 37-8 铁 、 镍 和 钼 单 晶 的 磁化 曲线 [转载 自 Kittel C. Introduction to Solid State 
Physics, 2nd ed. ，1956] 


现在 我 们 应 该 讨论 多 晶 材 料 ,诸如 一 块 通常 铁 。 在 这 种 材料 中 有 许 许多 多 小 晶体 ,它们 的 
晶 轴 指向 各 个 方向 。 这 些 是 与 磁 畴 不 同 的 。 应 该 记 住 , 几 个 磁 畴 可 能 属于 同一 单 唱 , 但 在 一 块 
铁 中 就 有 许多 其 轴 取 不 同方 向 的 不 同 的 晶体 ,如 图 37-9 所 示 。 在 这 些 晶体 的 每 一 个 中 ,一般 
也 会 有 几 个 磁 睹 。 当 对 一 块 多 晶 材 料 加 上 一 个 小 磁场 时 ,所 发 生 的 情况 是 : 暑 壁 开始 移动 ， 
而 那些 具有 易 磁 化 的 有 利 方向 的 畴 会 长 得 较 大 。 这 一 种 成 长 过 程 是 可 道 的 ,只 要 场 保 持 很 
小 一 一 若 我 们 把 场 除去 ,磁化 强度 就 会 回 到 零 。 磁 化 曲线 的 这 一 部 分 在 图 37-10 中 标明 为 a。 








图 37-9 未 被 磁化 的 铁 磁 材料 的 微观 结构 。 每 图 37-10 ”多 晶 铁 的 磁化 曲线 
一 晶 粒 具有 一 个 易 磁化 方向 ,并 分 裂 成 一 些 
平行 于 这 一 方向 的 自发 磁化 的 磁 畸 
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对 于 较 大 的 场 一 一 在 所 示 的 磁化 曲线 的 上 区 中 一 一 情况 复杂 得 多 。 在 材料 的 每 个 小 晶 
体 中 ,会 有 应 变 和 位 错 存在 ,同时 也 会 有 杂质 、 侍 埃 和 不 完整 性 。 而 除了 最 小 的 场 之 外 的 一 
切 场 , 当 畴 壁 移动 时 就 会 被 这 些 东 西 所 阻挡 住 。 在 畴 壁 与 位 错 之 间 、 与 晶 粒 间 界 之 间或 与 杂 
质 原子 之 间 ,都 会 有 一 种 相互 作用 能 。 因 而 当 畴 壁 到 达 其 中 之 一 时 , 它 就 受到 阻挡 。 它 在 某 
个 磁场 时 被 阻塞 在 那里 。 但 若 此 时 将 场 增 大 一 些 , 则 畴 壁 会 突然 迅速 地 移动 过 去 。 因 此 时 
壁 的 运动 并 不 像 理想 晶体 中 那样 顺利 一 一 它 不 时 被 拖 住 ,然后 又 做 跳跃 式 的 运动 。 要 是 我 
们 在 微观 范围 内 来 注视 这 一 磁化 过 程 , 则 会 见 到 像 图 37-10 中 那个 插入 圆圈 内 的 某 些 情况 。 

现在 重要 的 事情 在 于 ,这 些 在 磁化 过 程 中 的 跳动 会 引起 能 量 损失 。 首 先 , 当 磁 畴 边界 最 
后 滑 过 一 个 障碍 物 时 , 它 会 很 快 地 移 到 次 一 个 障碍 物 上 去 ,因为 场 已 超过 对 无 障碍 运动 所 需 
的 了 。 迅 速 运动 意味 着 有 迅速 变化 的 磁场 ,这 会 在 晶体 中 产生 涡 电 流 。 这 些 电流 在 加 热 金 
属 的 过 程 中 丧失 了 能 量 。 第 二 种 效应 则 是 , 当 磁 畴 突然 变化 时 ,晶体 的 一 部 分 由 于 磁 致 伸缩 
而 改变 了 它 的 大 小 。 了 畴 壁 的 每 一 突然 移动 都 会 产生 一 个 带 走 能 量 的 小 声波 。 由 于 这 些 效 
应 ,磁化 曲线 的 第 二 部 分 就 是 不 可 逆 的 ,并 有 能 量 损失 。 这 便 是 磁 澡 效 应 的 来 源 ,因为 要 把 
边界 壁 向 前 移动 一 一 迅速 地 移动 一 一 然后 又 向 后 移动 一 一 又 迅速 地 移动 一 一 会 产生 不 同 的 
结果 。 它 像 一 种 “ 颠 禾 " 的 摩擦 力 ,因而 带 走 了 能 量 。 

最 后 ,对 于 足够 高 的 场 , 当 我 们 已 把 所 有 了 畴 壁 都 移动 并 将 每 一 晶体 都 在 其 最 佳 的 方向 上 磁 
化 了 时 ,仍然 会 有 某 些小 晶体 的 易 磁化 方向 不 在 我 们 所 加 的 外 磁场 方向 上 。 这 时 要 将 那些 磁 
和 矩 转动 就 需要 很 强 的 额外 磁场 。 因 此 对 于 强 场 来 说 ,磁化 曲线 会 缓慢 而 平稳 地 增加 一 一 即 在 
图 上 标明 为 c 的 区 域 。 磁 化 强度 并 不 会 急剧 达到 它 的 饱和 值 ,因为 在 该 曲线 的 最 后 部 分 原子 
磁体 正在 一 个 强 场 中 进行 转动 。 因 此 ,我们 就 见 到 为 什么 通常 的 多 晶 材 料 的 磁化 曲线 ,如 图 
37-10 中 所 示 的 那样 ,会 在 开头 升 高 一 点 点 并 且 是 可 逆 的 ,然后 就 不 可 逆 地 升 高 ,最 后 才 再 慢 
慢 地 弯 过 去 。 当 然 ,在 这 三 个 区 域 之 间 并 没有 明显 的 转折 点 一 一 它们 会 平滑 地 互相 融合 。 














不 难 证 明 那 磁化 曲线 中 部 的 磁化 过 程 是 跳跃 式 的 一 一 畴 壁 在 移动 时 跳跃 和 突然 停止 
你 只 需要 将 一 个 一 绕 上 了 许多 干 臣 的 一 一 线圈 
线圈 
人 你 把 几 张 硅钢 片 (如 在 变压器 中 所 用 的 那 一 种 ) 放 
NE 置 在 该 线圈 中 心 并 将 一 条 形 磁铁 慢 慢 地 移 近 该 和 
硅钢 片 ,那么 磁化 的 突然 改变 就 会 在 线圈 中 产生 
一 些 脉冲 电动 势 , 它 会 在 扬声器 中 产生 听 得 到 的 
清楚 的 咬 哄 声 。 当 你 把 磁铁 移 得 更 靠近 铁 片 时 ， 
你 将 听 到 一 大 串 的 咬 噶 声 , 有 点 像 把 一 缸 沙 子 倒 
中 发 出 顺 哮 响声 时 , 畴 壁 就 在 跳跃 .突然 停止 和 摇动 。 这 一 现象 叫 

作 巴 克 豪 森 效 应 。 
当 你 把 磁铁 再 移 近 铁 片 时 ,有 一 段 时 间 这 噪声 变 得 越 来 越 响亮 ,但 之 后 当 磁铁 十 分 靠近 
铁 片 时 噪声 又 相对 小 了 。 为 什么 呢 ? 因为 几乎 所 有 暑 壁 都 已 被 移 至 尽 可 能 远 了 。 所 以 任何 
更 大 的 场 都 只 是 在 转动 每 个 磁 畴 中 的 磁化 强度 , 那 是 一 种 平稳 的 过 程 。 
如 果 你 现在 将 磁铁 移 开 ,以 便 使 它 沿 磁 灌 回 线 的 那 条 下 降 支 路 返回 来 ,那么 各 磁 旷 便 全 


硅钢 片 接 至 放大 器 及 扬声器 上 ,如 图 37-11 所 示 。 如 果 
图 37-11 钢 片 里 磁化 的 突然 变化 在 扬声器 。 转 时 沙 粒 竞相 落下 来 的 那 种 嗜 杂 声 。 当 场 增 强 
都 企图 再 回 到 低能 量 上 去 ,而 你 就 会 听 到 另 一 大 串 反 向 跳跃 的 声音 。 你 也 可 注意 到 , 若 把 磁 
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铁 带 到 某 一 指定 地 点 而 在 那里 稍微 来 回 移动 , 便 将 只 有 相对 少 的 噪声 ,再 又 像 是 把 一 铅 沙 倾 
倒 一 一 但 一 旦 那些 沙 粒 已 经 站 稳 了 位 置 , 钠 的 细小 运动 便 将 不 会 对 它 造成 扰动 。 在 铁 中 磁 
场 小 的 变化 不 足以 移动 任何 边界 越过 在 何 “ 驼 峰 "( 即 克服 阻挡 )。 


$37-4 铁 磁 材料 


现在 我 们 很 想来 谈 谈 在 技术 领域 中 用 到 的 各 种 磁性 材料 ,并 讨论 为 不 同 目的 而 设计 磁 
性 材料 时 所 涉及 的 某 些 问题 。 首 先 ,“ 铁 的 磁性 "这 个 人 们 经 常 听 到 的 名 词 是 一 种 误 称 一 一 
并 没有 这 么 回 事 。“ 铁 "不 是 一 种 完全 确定 的 材料 一 一 铁 的 性 质 严 格 地 取决 于 所 含 杂 质 的 份 
量 和 该 块 铁 是 怎样 制 成 的 。 你 可 以 体会 到 ,磁性 将 依赖 于 畴 壁 移动 的 难 易 程 度 ,以 及 那 是 一 
种 整体 的 性 质 而 不 是 个 别 原子 的 特性 。 所 以 凡 实用 的 铁 磁性 实际 上 并 非 一 个 铁 原子 的 一 种 
特性 一 一 它 是 处 于 某 一 形态 上 的 固体 铁 的 性 质 。 例 如 , 铁 可 取 两 种 不 同 的 结晶 形式 。 普 通 
形式 具有 体 心 立方 晶 格 ,但 它 也 可 有 面 心 立 方 晶 格 ,不 过 后 者 只 在 超过 1 100 仿 的 温度 时 才 
会 稳定 。 当 然 ,在 该 温度 时 体 心 立方 的 结构 早已 越过 其 居 里 点 了 。 可 是 ,通过 把 铬 和 镍 加 入 
铁 中 形成 合金 (一 种 可 能 的 混合 物 ,其 中 含有 18% 的 铬 和 8% 的 镍 ) ,我 们 能 够 获得 所 谓 的 不 
锈 钢 , 这 虽然 主要 含 的 是 铁 , 但 即使 在 低温 时 也 仍 保留 其 面 心 晶 格 。 由 于 它 的 晶体 结构 不 
同 , 它 便 具有 完全 不 同 的 磁性 。 大 多 数 品种 的 不 锈 钢 并 不 带 有 可 观 程度 的 磁性 ,尽管 有 某 些 
品种 稍微 带 点 磁性 一 一 这 取决 于 该 合金 的 成 分 。 即 使 这 样 一 种 合金 有 磁性 , 它 仍 不 是 像 普 
通 铁 那 样 的 铁 磁性 一 一 尽管 该 合金 所 含 的 成 分 大 多 数 是 铁 。 

现在 我 们 很 想来 描述 几 种 为 某 些 特定 磁性 而 研制 起 来 的 特种 材料 。 首 先 ,如 果 想 制 成 
一 块 永 磁体 , 想 要 具有 宽 磁 灌 回 线 的 那 种 材料 ,使 得 当 撤 去 电流 而 把 起 磁场 降低 至 零 时 , 磁 
化 强度 仍 会 保持 强大 。 对 于 这 样 的 材料 , 磁 畴 边界 应 该 尽 可 能 “冻结 "在 原 地 。 这 种 材料 中 
的 一 种 就 是 “ 铝 镍 钴 V"( 含 有 51% 铁 ,8% 铝 ,14%% 镍 ,24%% 钴 ,3%% 铜 )。( 这 种 合金 相当 复杂 
的 成 分 标志 着 要 制 成 优质 磁铁 所 必须 经 历 过 的 详尽 的 努力 。 要 把 五 种 东西 混合 起 来 ,并 一 
直 试 验 到 求 得 最 理想 的 物质 ,需要 多 少 耐性 啊 !) 当 铝 镍 钴 凝固 时 ,就 有 一 种 “第 二 相 " 淀 积 出 
来 ,造成 许多 微小 晶 粒 和 很 高 的 内 应 变 。 在 这 种 材 
料 中 , 畴 壁 边界 根本 难于 移动 。 除 了 应 具备 准确 的 
成 分 外 , 铝 镍 钴 是 这 样机 械 “ 加 工 "的 ,即使 晶体 具 
有 长 晶 粒 结构 ,而 且 晶 粒 沿 着 将 要 磁化 的 方向 。 这 
样 ,磁化 就 有 在 这 些 方向 上 被 排列 起 来 的 一 种 自然 
趋势 ,而 赁 这 种 各 向 异性 效应 磁化 就 会 被 保持 在 那 
里 了 。 而且, 材料 在 制造 时 甚至 被 置 在 外 加 磁场 中 
冷却 ,以 致 晶 粒 将 按 正确 的 结晶 方向 生长 。 铝 锦 钴 
V 的 磁 滞 回 线 如 图 37-12 所 示 。 你 看 它 比 上 一 章 
图 36-8 中 关于 软 铁 的 磁 滑 回 线 要 宽 约 700 倍 。 

现在 让 我 们 转 到 另 一 种 不 同 的 材料 上 来 。 为 
了 制造 变压器 和 电动 机 ,需要 一 种 “ 软 " 磁 材 
料 一 一 它 的 磁性 很 容易 改变 ,以 致 由 一 个 十 分 微 
小 的 外 加 磁场 就 造成 大 量 的 磁化 。 为 做 到 这 点 ， 图 37-12 铝 锦 钴 V 的 磁 灌 回 线 
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我 们 需要 一 些 纯净 的 而 又 退火 退 得 很 好 的 材料 ,其 中 将 含有 很 少 的 位 错 和 杂质 ,使 得 畴 壁 能 
够 容易 移动 。 要 是 我 们 能 制 成 小 的 各 向 异性 , 那 也 会 是 很 好 的 。 这 时 ,即使 材料 中 的 晶 粒 有 
相对 于 场 处 在 不 恰当 的 角度 ,但 它 也 仍然 容易 被 磁化 。 原 来 我 们 已 经 说 过 , 铁 比较 喜欢 沿 
[100] 方 向 磁化 ,而 镍 则 倾向 于 [111] 方 向 ,因此 如 果 我 们 把 铁 和 镍 以 各 种 不 同 的 比例 混合 ， 
也 许 有 希望 用 刚好 恰当 的 比例 找到 一 种 不 会 偏爱 任何 方向 的 合金 一 一 [100] 和 [111] 两 个 方 
向 可 能 彼此 等 价 。 事 实证 明 , 这 发 生 于 混合 物 中 含有 70% 镍 和 30% 铁 的 情况 。 此 外 一 一 也 
许 由 于 幸运 ,或 可 能 由 于 在 各 向 异性 与 磁 致 伸缩 效应 之 间 存在 某 种 物理 关系 一 一 结果 是 , 铁 
与 镍 的 磁 致 伸缩 具有 相反 的 符号 。 而 在 这 两 种 金属 的 合金 中 , 当 含 有 约 80% 的 镍 时 ,这 一 
性 质 就 会 通过 零 值 。 因 此 , 镍 含量 在 70% 一 80% 之 间 时 ,我们 将 获得 一 种 非常 “ 软 "的 磁性 
材料 一 一 极 易 于 磁化 的 合金 ,它们 被 叫做 坡 莫 合 金 。 这 种 坡 莫 合 金 用 于 优质 (在 低 信号 水 平 
的 ?变压器 中 ,但 对 于 永 磁 则 毫 无 用 处 。 坡 莫 合金 一 定 要 很 小 心地 制造 和 使 用 。 一 块 坡 莫 合 
金 若 所 受 的 应 力 超过 弹性 限度 ,性 质 将 激烈 发 生变 化 , 即 不 能 把 它 弯曲 。 如 果 把 它 弯曲 ,其 
磁 导 率 将 由 于 机 械 形变 所 产生 的 位 错 、 滑 移 带 等 等 而 降低 , 畴 壁 不 再 容易 移动 了 。 然 而 ,这 
高 磁 导 率 可 以 通过 在 高 温 中 退火 而 恢复 。 

用 某 些 数字 来 表征 各 种 不 同 磁性 材料 往往 很 方便 。 有 两 个 有 用 的 数字 , 那 就 是 磁 滞 回 
线 与 孔 轴 和 互 轴 的 截 距 ,如 图 37-12 所 标明 出 来 的 那样 。 这 些 截 距 分 别称 为 剩余 磁场 B, 
和 矫 顽 力 H, ,在 表 37-1 中 我 们 把 几 种 磁性 材料 的 这 些 数 字 列举 了 出 来 。 


表 37-1 某 些 铁 磁 材 料 的 性 质 
| 材料 名 称 | 允 作 磁场 B,(Gs) ] 矫 顽 力 H.(Gs) 


超 坡 莫 合金 (=5000) 0.004 
硅钢 (变压器 ) 12 000 0.05 














阿 姆 科 铁 (工业 用 纯 铁 ) 4.000 0.6 
钻 镍 外 V 13 000 500 
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我 们 现在 想 要 讨论 一 些 更 奇异 的 磁性 材料 。 在 周期 表 上 有 许多 元 素 其 内 电子 壳 层 尚未 
填 满 因而 具有 原子 磁 矩 。 例 如 , 紧 靠 着 铁 磁性 元 素 铁 、 镍 、 钻 ,你 就 会 找到 铬 和 锰 。 为 什么 它 
斧 不 是 铁 磁性 的 呢 ? 答案 是 ,对 于 这 些 元 素 式 (37. 1) 中 的 项 具有 相反 的 符号 。 例 如 ,在 铬 
晶 格 中 , 铬 原子 的 自 旋 逐 个 改变 方向 ,如 图 37-13(b) 所 示 。 所 以 铬 从 它 本 身 的 观点 来 看 是 
“磁性 "的 ,但 在 技术 上 却 不 是 令 人 感 兴趣 的 ,因为 缺乏 外 部 磁性 效应 。 这 样 , 铬 就 是 量子 力 
学 效应 使 自 旋 交 蔡 的 那 类 材料 的 一 个 例子 。 像 这 样 一 种 材料 称 为 反 铁 磁性 的 。 反 铁 磁 材料 
中 的 自 旋 排列 也 与 温度 有 关 。 低 于 某 一 临界 温度 ,所 有 自 旋 都 会 在 每 隔 一 列 上 排列 整齐 ,但 
当 晶 体 被 加 热 到 高 于 某 个 温度 一 一 还 是 称 为 居 里 温度 一 一 时 , 自 旋 便 突然 变 得 混乱 起 来 。 
在 内 部 发 生 了 一 次 突然 转变 。 这 一 转变 可 以 在 比 热 曲线 中 看 到 ,也 在 某 些 独特 的 “磁性 ” 
效应 中 表现 出 来 。 例 如 ,这 种 交替 自 旋 的 存在 可 通过 被 铬 晶体 中 散射 出 来 的 中 子 而 加 以 
证 实 。 由 于 中 子 本 身 具 有 自 旋 ( 和 磁 矩 ) ,所 以 它 就 具有 不 同 的 散射 振幅 ,这 取决 于 它 的 
自 旋 是 平行 还 是 反 平 行 于 散射 物质 中 的 自 旋 。 这 样 , 当 晶体 中 的 自 旋 交替 与 具有 无 规 分 
布 时 ,我 们 会 得 到 不 同 的 干涉 图 样 。 
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(©) (9d) 图 37-14 尖 晶 石 (MgAlO, ) 矿 物 的 晶 


图 37-13 在 各 种 不 同 材料 中 电子 自 旋 的 相对 取向 :(a) 铁 。。 体 结构 。Mg ”离子 占据 正四 面体 位 置 ， 

沟 每 个 被 四 个 氧 离子 所 包 图;AP* 离子 占据 

础 短 1(b) 反 铁 丰 性 1(e) 包 气体 ;(d) 包 铁合金 ( 庶 线 箭头 代 。。 候 个 人 个 雇工 所 包 四 A 二 了 上 
a 3 ,每 个 被 六 

表 包 括 轨 道 运动 在 内 的 总 角 动 量 方向 ) [转载 自 Kittel C. Introduction to Solid 


State Physics, 2nd ed. , 1956] 
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还 有 另 一 种 物质 ,量子 力学 效应 促使 其 中 电子 的 自 旋 交替 排列 ,但 无 论 如 何 它 还 是 铁 磁 
性 的 一 一 这 就 是 说 ,这 种 晶体 具有 净 的 永久 磁化 强度 。 这 一 类 物质 的 内 部 结构 如 图 37-14 
所 示 。 图 上 显示 出 尖 晶 石 . 即 MgAl:O, 的 晶体 结构 ,这 如 同 图 上 所 示 , 乃 是 不 带 磁性 的 。 这 
种 氧化 物 含有 两 种 金属 原子 : 镁 和 铝 。 现 在 , 若 用 两 种 像 铁 和 镍 、 或 镍 和 锰 的 磁性 元 素来 代 
替 镁 和 铝 一 一 换 句 话说 ,如 果 放 进 磁性 原子 而 不 是 原来 的 非 磁性 原子 一 一 一 件 有 趣 的 事情 
就 会 发 生 。 让 我 们 称 其 中 一 种 金属 原子 为 a 而 另 一 种 金属 原子 为 ,那么 下 述 各 种 力 的 组 
合 就 必须 加 以 考虑 。 有 一 种 a-b 互 作用 ,企图 促使 a 原子 与 6 原子 具有 相反 自 旋 一 一 因为 
量子 力学 总 是 给 出 相反 符号 (除了 铁 、 镍 和 钼 那些 神秘 的 晶体 以 外 )。 然 后 ,还 有 直接 的 ca 
相互 作用 ,企图 促使 4 与 a 间 反 向 ,另外 还 有 企图 促使 5 与 5 间 反 向 的 那 种 和 相互 作用 。 
现在 ,我 们 当然 不 能 使 每 一 件 东西 与 其 他 每 一 件 东西 都 相反 一 一 a 与 5 反 ,a 与 a 反 ,而 6 又 
与 5 反 。 大 概 是 由 于 a 与 a 间 的 距离 较 大 并 有 和 氧 原子 存在 (尽管 我 们 实际 上 还 不 知道 其 所 
以 然 ) ,结果 是 a-6b 相互 作用 比 a-a 或 65-6 的 较 强 。 因 此 ,大 自然 在 这 种 情况 下 所 采用 的 解答 
是 使 所 有 的 a 都 互相 平行 ,以 及 所 有 的 5 也 都 互相 平行 ,可 是 这 两 个 系统 却 互相 反 向 。 该 解 
答 会 给 出 最 低能 量 ,因为 a-b 相互 作用 较 强 。 结 果 变 成 :所 有 的 a 都 是 自 旋 向 上 ,而 所 有 的 6 
则 都 是 自 旋 向 下 一 一 当然 ,或 者 与 此 相反 。 但 如 果 a 型 原子 与 4 型 原子 的 磁 矩 不 相等 , 则 我 
们 该 得 到 如 图 37-13(e) 所 示 的 那 种 情况 ,而 在 材料 中 就 可 能 存在 净 的 磁化 强度 。 于 是 材料 
将 属于 铁 磁 性 的 一 一 虽然 弱 了 一 点 。 这 样 的 材料 叫做 铁 氧 体 。 它 们 不 具有 像 铁 那么 高 的 饱 
和 磁化 强度 一 一 由 于 明显 的 原因 一 一 因而 只 对 较 弱 的 场 才 有 用 。 但 有 一 个 十 分 重要 的 差 
别 一 一 它们 都 是 绝缘 体 , 铁 氧 体 是 铁 磁 绝缘 体 。 在 高 频 场 中 ,它们 会 有 十 分 微小 的 涡 电 流 ， 
并 从 而 可 用 于 诸如 微波 系统 中 。 微 波 场 能 够 进入 像 这 样 的 绝缘 材料 的 内 部 ,而 它们 在 像 铁 
那样 的 导体 中 将 被 涡流 逐 出 体外 。 

还 有 另 一 类 最 近 才 被 发 现 的 磁性 材料 一 一 称 为 石榴 石 的 正 交 硅 酸 盐 族 的 成 员 。 它 们 也 
是 在 晶 格 中 含有 两 种 金属 原子 的 晶体 ,因而 我 们 又 有 几乎 可 以 随意 地 代替 其 中 两 个 原子 的 
那 种 情况 。 在 许多 感 兴趣 的 化 合 物 中 ,有 一 种 是 完全 磁性 的 , 它 在 该 石榴 石 结 构 中 含有 包 和 
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铁 ,而 它 所 以 具有 铁 磁性 的 原因 是 很 难 理解 的 。 这 里 量子 力学 又 再 使 相 邻 的 自 旋 反 向 ,从 而 
形成 铁 中 电子 自 旋 指 向 一 方 \ 而 包 中 电子 自 旋 则 指向 相反 的 一 个 同步 系统 。 但 包 原 子 比较 
复杂 , 它 是 一 种 稀土 元 素 , 它 的 磁 矩 从 电子 的 轨道 运动 中 获得 大 的 贡献 。 对 于 包 来 说 ,轨道 
运动 的 贡献 与 自 旋 方 面 的 贡献 相反 ,并 且 还 比较 大 。 于 是 ,借助 不 相 容 原理 而 工作 的 量子 力 
学 ,虽然 会 使 包 的 自 旋 与 铁 的 自 旋 反 向 ,但 由 于 轨道 效应 就 仍 能 使 包 原 子 的 总 磁 矩 平行 于 铁 的 
原子 磁 矩 一 一 如 图 37-13(d) 所 简略 表示 的 那样 。 因 此 ,该 化 合 物 就 是 一 种 正常 的 铁 磁体 。 

铁 磁性 的 另 一 个 有 趣 例子 存在 于 某 些 稀土 元 素 中 , 它 与 自 旋 的 一 种 更 特殊 的 排列 有 关 。 
该 材料 既 不 是 自 旋 全 都 平行 意义 上 的 铁 磁性 ,也 不 是 每 个 原子 的 自 旋 相反 意义 上 的 反 铁 磁 
性 。 在 这 些 晶体 中 ,处 于 某 一 层 内 的 所 有 自 旋 都 互相 平行 ,并 躺 在 该 层 的 平面 之 上 。 在 邻接 
的 一 层 内 ,所 有 自 旋 又 彼此 平行 ,但 却 指 着 稍微 不 同 的 方向 。 在 接 下 来 的 一 层 又 再 有 另 一 个 方 
向 ,如 此 等 等 。 结 果 是 ,局 部 的 磁化 强度 矢量 按 螺 旋 式 变化 一 一 当 沿 一 条 垂直 于 各 层 的 直线 通 
过 时 , 逐 层 的 磁 矩 在 旋转 。 试 图 分 析 当 加 一 磁场 于 这 样 一 个 螺旋 体 时 会 发 生 什 么 情况 一 一 在 
所 有 各 原子 磁体 中 所 必须 进行 的 一 切 扭转 和 旋转 一 一 是 很 有 趣 的 (有 些 人 就 喜欢 用 这 些 东 
西 的 理论 来 自我 取乐 )。 不 仅 存在 平坦 "螺旋 的 那些 情况 ,也 还 存在 逐 层 磁 矩 ,它们 的 方向 
会 形成 一 个 锥 面 ,以 致 它 既 具 备 一 个 螺旋 分 量 而 又 具备 沿 某 一 方向 均匀 的 铁 磁性 分 量 ! 

在 比 我 们 这 里 所 能 做 出 的 更 高 的 水 平 上 计算 出 来 的 物质 磁性 ,曾经 使 各 种 类 型 的 物理 
学 家 着 迷 。 首 先 ,有 些 实际 工作 者 ,他 们 喜欢 寻找 以 更 佳 方式 制造 出 各 种 东西 来 的 途径 一 一 
他 们 乐于 去 设计 出 更 为 优良 而 又 更 加 有 意义 的 磁性 材料 。 像 铁 氧 体 那 类 东西 的 发 现 或 其 应 
用 ,立即 使 得 那些 喜欢 看 到 用 灵巧 的 新 方法 来 做 出 东西 的 人 们 很 高 兴 。 除 此 之 外 ,还 有 一 些 
人 在 大 自然 能 够 用 几 条 基本 定律 就 产生 出 的 极度 复杂 性 中 寻找 魅力 。 仅 从 唯一 一 个 相同 的 
普遍 概念 出 发 ,大 自然 便 从 铁 的 铁 磁性 和 磁 畴 开始 ,至 铬 的 反 铁 磁 性 ,又 至 铁 氧 体 和 石榴 石 
的 那 种 磁性 ,以 致 一 些 稀土 元 素 的 螺旋 结构 ,等 等 ,等 等 。 要 在 实验 上 去 发 现 这 些 特殊 物质 
中 所 发 生 的 一 切 奇异 事情 是 挺 令 人 向 往 的 。 然 后 ,对 于 那些 理论 物理 学 家 来 说 , 铁 磁性 代表 
着 若干 项 十 分 有 趣 \ 但 尚未 得 到 解决 、 而 又 挺 漂亮 的 挑战 。 一 项 挑战 就 是 去 理解 为 什么 铁 磁 
性 真 的 会 存在 。 另 一 项 挑战 则 是 去 预言 在 一 理想 晶 格 中 有 相互 作用 的 自 旋 的 统计 性 。 即 使 
忽略 任何 可 能 不 重要 的 复杂 性 ,这 一 问题 迄今 仍 难以 充分 理解 。 那 么 有 趣 的 原因 在 于 它 竟 
是 这 么 容易 表述 的 问题 : 设 在 常规 晶 格 中 存在 以 如 此 这 般 的 规律 相互 作用 着 的 大 量 电子 自 
旋 ,试问 它们 究竟 会 做 什么 呢 ? 问题 虽然 简单 地 说 明了 ,但 多 年 来 人 们 就 是 难以 对 它 做 出 完 
全 的 分 析 。 尽 管 对 于 温度 不 太 靠 近 居 里 点 的 情况 已 做 了 相当 仔细 的 分 析 , 但 在 居 里 点 处 的 
突然 转变 的 理论 仍 有 待 完成 。 

最 后 ,有 关 自 旋 的 原子 磁体 系统 一 一 在 铁 磁性 材料 ,或 在 顺 磁性 材料 \ 以 及 在 核磁 性 
中 一 一 的 整 门 学 科 , 对 于 物理 系 的 高 年 级 学 生来 说 ,也 已 是 一 种 具有 魅力 的 东西 。 这 些 自 旋 
系统 可 用 外 加 磁场 加 以 推 和 拉 的 作用 ,从 而 人 们 就 能 够 利用 共振 、 弛 瑰 效 应 、 自 旋回 波 以 及 
其 他 各 种 效应 达到 许多 目的 。 它 被 用 作 许 多 复杂 热力 学 系统 的 原型 。 但 在 顺 磁性 材料 中 情 
况 往往 相当 简单 ,而 人 们 已 经 很 高 兴 去 做 实验 以 及 从 理论 上 解释 那些 现象 。 

我 们 现在 已 结束 了 电学 和 磁 学 的 学 习 。 在 第 1 章 中 ,我 们 曾 谈 到 自从 早期 希腊 人 对 于 
琥珀 和 天 然 磁石 的 奇怪 行为 进行 了 观察 以 来 已 经 大 有 进步 。 可 是 在 我 们 一 切 宛 长 而 又 复杂 
的 讨论 中 , 却 从 未 解释 过 为 什么 当 我 们 摩擦 一 块 正 珀 时 会 在 它 上 面 获得 电荷, 而 我 们 也 没有 
解释 过 为 什么 一 块 天 然 磁石 会 被 磁化 ! 你 可 能 会 说 :“ 呵 ! 我 们 不 过 未 能 得 到 一 个 正确 符号 
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罢了 。" 不 , 比 这 还 要 糟 些 。 因 为 即使 我 们 的 确 曾 获得 过 正确 符号 ,仍然 会 有 这 么 一 个 问题 : 
为 什么 在 地 壳 里 的 天 然 磁石 会 被 磁化 呢 ? 当然, 存在 地 球 磁场 ,但 地 球 磁场 又 是 从 哪里 来 的 
呢 ? 实际 上 并 没有 任何 人 知道 一 一 只 能 有 一 些 良 好 的 猜测 。 所 以 你 看 ,我 们 这 一 套 物 理学 
竟 是 一 套 唐 品 一 一 从 天 然 磁石 和 琥珀 现象 出 发 ,而 就 在 对 这 两 者 都 不 很 了 解 处 收场 ,但 是 ， 
我 们 在 这 一 过 程 中 也 已 经 学 到 了 大 量 十 分 令 人 振奋 而 又 非常 实用 的 知识 ! 
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$38-1 胡 克 定律 


弹性 学 这 一 学 科 , 是 与 使 物体 产生 形变 的 力 被 撤去 后 即 能 恢复 其 大 小 和 形状 的 那些 物 
质 行为 打交道 的 。 对 于 所 有 固态 物体 ,我们 在 某 种 程度 上 都 发 现 了 这 种 弹性 特征 。 要 是 我 
们 有 时 间 详 尽 地 处 理 这 一 课题 , 则 要 观察 下 列 许多 事情 :材料 行为 .弹性 的 一 般 规律 弹性 的 
普遍 理论 ,决定 弹性 的 原子 机 制 以 及 最 后 当 力 大 至 范 性 流动 和 破裂 发 生 时 的 弹性 定律 限度 。 
要 详细 地 涉及 全 部 这 些 课题 ,所 花费 时 间 可 能 比 我 们 具有 的 更 多 ,因而 将 不 得 不 忽略 某 些 东 
西 。 例 如 ,我 们 将 不 讨论 范 性 或 弹性 定律 的 限度 ( 当 过 去 谈论 金属 中 的 位 错时 ,就 曾 稍微 接 
触 过 这 些 课题 )。 并 且 ,也 将 不 能 讨论 弹性 的 内 在 机 制 一 一 所 以 下 述 处 理 就 将 不 会 有 如 我 们 
在 以 前 各 章 中 所 试图 达到 的 那 种 完整 程度 。 我 们 的 目的 主要 在 于 使 你 们 熟悉 怎样 去 处 理 诸 
如 梁 的 弯曲 那样 的 实际 问题 的 某 些 方法 。 

当 你 挤 压 一 块 材料 时 , 它 将 “屈服 "一 一 材料 发 生 了 形变 。 如 果 力 足 够 小 , 则 材料 中 各 点 
的 相对 位 移 与 力 成 正比 一 一 我 们 说 这 行为 是 弹性 的 。 下 面 将 仅仅 讨论 弹性 行为 。 首 先 , 写 
出 弹性 的 基本 定律 ,然后 ,将 其 应 用 于 若干 不 同情 况 。 

假设 取 一 根 长 度 为 /、 宽 度 为 w 及 高 度 为 h 的 矩形 杆 ,如 图 38-1 所 示 。 如 果 在 其 两 端 
用 力 下 来 拉 ,此 时 其 长 度 将 伸 长 Al。 我 们 将 假定 
在 整个 过 程 中 这 长 度 的 改变 是 原来 长 度 的 一 个 微 
小 分 数 。 事 实 上 ,对 于 诸如 木材 和 钢 等 材料 , 若 长 
度 改变 超过 其 原 长 的 百 分 之 几 , 则 该 材料 便 将 断 











裂 。 对 于 大 多 数 材料 ,实验 证 明 , 在 伸 长 足够 小 
时 , 力 与 伸 长 成 正比 : 
| FocAL. (38.1) 
和 a 二 = 这 一 关系 就 是 大 家 熟悉 的 胡 克 定律 。 
图 38-1 一 根 杆 在 受 均 匀 张 力 时 发 生 的 伸 长 杆 的 伸 长 A! 也 与 其 长 度 有 关 , 我 们 可 以 通过 


下 述 论 证 来 尽 可 能 弄 清楚 这 关系 。 若 把 全 同 的 两 
块 材 料 头 对 头 地 粘 在 一 起 ,作用 于 每 块 上 的 力 相 同 , 且 每 块 都 将 伸 长 Al。 这 样 ,长 为 2 的 
一 块 的 伸 长 即 为 截面 与 之 相同 但 长 度 为 1 的 另 一 块 的 伸 长 的 两 倍 。 为 要 得 到 一 个 更 能 表征 
该 材料 性 质 而 包含 较 少 特殊 形状 的 数字 ,我 们 决定 与 伸 长 对 原 长 的 比率 ALX 打交道 。 这 一 
比率 与 力 成 正比 但 与 /无 关 : 

Fec 半 (38.2) 


力 下 也 将 取决 于 该 块 材 料 的 横 截面 积 。 假 设 将 两 块 材料 侧面 与 侧面 相 靠 ,那么 ,对 于 


ER 一 一 一 第 38 章 弹 性 学 |525 


给 定 伸 长 A!, 我 们 作用 于 每 块 的 力 就 应 为 下 , 亦 即 对 这 两 块 的 组 合作 用 了 两 倍 的 力 。 对 于 
一 给 定 的 伸 长 量 , 力 必定 与 该 块 材料 的 截面 积 A 成 正比 。 为 获得 一 个 比例 系数 与 物体 的 线 
度 无 关 的 定律 ,我 们 把 对 于 一 和 矩形 块 的 胡 克 定律 写成 下 列 形式 : 


F-YA 人 A (38. 3) 


常数 Y 仅 代表 材料 的 特征 性 质 ,被 称 为 杨 氏 模 量 (你 将 经 常见 到 杨 氏 模 量 被 写成 E, 但 我 们 
已 把 EE 用 作为 电场 、 能 量 和 电动 势 了 ,因而 建议 采用 另 一 个 字母 )。 

单位 面积 的 力 称 为 应 力 ,而 单位 长 度 的 伸 长 一 一 分 数 伸 长 一 一 则 称 为 应 变 。 因 此 式 
(38. 3) 便 可 重新 写成 : 于 大 


ry (38. 4) 


应 力 一 ( 杨 氏 模 量 ) X (应变). 
胡 克 定律 的 另 一 个 主要 部 分 是 : 当 你 在 一 个 方向 上 拉 伸 一 块 材料 时 , 它 将 在 一 垂直 于 伸 
长 的 方向 上 收缩 。 宽 度 的 收缩 正比 于 原来 宽度 ,也 正比 于 AL/。 这 侧 向 收缩 对 于 宽度 和 高 
度 两 方面 都 有 相同 比例 ,并 经 常 被 写成 


笠 = 各 = 一 "学 ， (38.5) 


其 中 常数 a 表示 另 一 种 称 为 泊 松 比 的 材料 性 质 。 在 符号 上 它 总 是 正 的 ,而 且 是 一 个 小 于 
1/2 的 数目 (a 一 般 应 取 正 值 , 那 是 “合理 "的 ,但 为 什么 二 定 是 这 样 ,就 不 十 分 清楚 )。 

Y 和 a 这 两 常数 就 完全 规定 了 一 种 均匀 而 各 向 同性 ( 即 非 晶体 ) 材 料 的 弹性 。 在 结晶 材 
料 中 , 伸 长 和 收缩 在 不 同方 向 上 可 以 不 同 ,因而 可 以 有 许多 弹性 系数 。 我 们 将 暂时 把 讨论 局 
限于 其 性 质 可 以 由 Y 和 a 加 以 描述 的 那些 均匀 而 又 各 向 同性 的 材料 。 和 往常 一 样 存在 描述 
事物 的 不 同方 法 一 一 有 些 人 喜欢 用 不 同 的 常数 来 描述 材料 的 弹性 ,但 始终 要 用 到 两 个 ,而 且 
它们 都 可 以 与 和 了 联系 起 来 。 

我 们 所 需要 的 最 后 一 个 普遍 原理 是 番 加 原理 。 由 于 式 (38.4) 和 (38. 5) 两 定律 在 力 和 位 移 
方面 都 是 线性 的 ,所 以 番 加 将 有 效 。 如 果 你 有 一 组 力 并 得 到 某 个 位 移 ,然后 你 增加 一 组 新 的 力 
并 得 到 某 个 另外 的 位 移 , 则 合 位 移 将 是 你 从 这 两 组 力 独立 作用 时 所 得 到 的 两 个 位 移 之 和 。 

现在 ,我 们 有 了 所 有 的 普遍 原理 一 一 熏 加 原理 和 方程 式 (38. 4) 与 (38. 5) 一 一 就 有 了 全 
部 弹性 学 。 但 这 也 好 像 是 在 说 ,一 旦 有 了 牛顿 定律 ,就 有 了 全 部 力学 。 或 者 ,给 出 了 麦克 斯 
韦 方程 组 ,也 就 给 出 了 全 部 电学 。 当 然 ,有 了 这 些 原理 你 便 可 以 得 到 许多 东西 ,因为 具备 了 
你 目前 的 数学 本 领 你 就 能 够 走 得 很 远 。 不 过 ,我 们 还 将 演算 几 个 特殊 的 应 用 问题 。 





$38-2 均匀 应 变 


作为 第 一 个 例子 ,让 我 们 来 找 出 在 均匀 的 流体 静 压 强 的 作用 下 ,一 个 矩形 块 发 生 的 情 
况 。 现 在 把 一 块 东西 放 进 压力 箱 的 水 里 ,那么 ,这 一 块 东西 的 每 一 个 面 就 都 会 受到 一 个 正比 
于 该 面积 向 内 的 作用 力 ( 见 图 38-2)。 由 于 流体 静 压 强 是 均匀 的 ,所 以 作用 于 该 块 东西 每 一 
面 上 的 应 力 ( 单 位 面积 之 力 ) 就 者 相同。 我们 将 首先 算出 在 长 度 上 的 变化 。 该 块 东西 的 长 度 
变化 可 以 想象 成 如 图 38-3 中 所 简 示 出 来 的 那 三 个 独立 问题 中 可 能 发 生 的 长 度 变化 之 和 。 
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己 问题 1 若 在 该 块 材料 两 端 我 们 用 压强 p 
-一 一 将 其 推 压 , 则 压缩 应 变 为 p/Y, 而 且 符 号 是 负 的 ， 


5 A 2Z. 
a pt wp oR SE 


问题 2 若 加 压强 p 于 该 块 材料 的 两 个 侧 


y 面 , 则 压缩 应 变 又 是 p/Y ,但 此 刻 我 们 所 要 的 是 
图 38-2 受到 均匀 的 流体 静 压强 作用 的 一 根 杆 。 纵向 应 变 , 它 可 以 由 侧 向 应 变 乘 以 一 o 而 得 到 。 
侧 向 应 变 为 
A 
w BB 


F F 
Al prop ， : 
i 十 c Y: 


问题 3 若 在 该 块 材料 的 项 上 加 以 推 压 , 则 压 
缩 应 变 又 是 p/Y, 而 其 相应 的 侧 向 应 变 再 次 为 
一 p/Y。 因 而 得 到 

Al _ 
年 =+o 允 . 

把 这 三 个 问题 的 结果 合 起 来 一 一 也 就 是 说 , 取 
AL = Al 十 Als 十 AN 一 一 我 们 便 得 


Fh 


i 
党 = 一 名 (1 一 20). (38.6) 
pd 
当然 ,这 一 问题 在 所 有 三 个 方向 上 都 对 称 ,因此 ， 
图 38-3 流体 静 压强 是 三 个 纵向 压缩 力 的 
Aw Mp(1—20). (38.7) 得 加 
wi 
在 流体 静 压强 作用 下 的 体积 变化 也 是 有 些 令 人 感 兴趣 的 。 由 于 V 一 (auh, 所 以 对 于 小 
位 移 可 写 出 


AV_Al,Aw,Ah 
< 一 全 i 
利用 式 (38.6) 和 (38.7) ,我 们 得 


A :3 
冬 = 一 3 志 (1 一 20). (38.8) 


和 人们 喜欢 把 AVAY 叫做 体 应 变 ,并 写 为 


a 人 


该 信 应 力 与 体 应 变 成 正比 一 再 次 得 到 胡 克 定律 。 系 数 K 称 为 体积 弹性 模 量 , 它 与 其 他 
常数 间 的 关系 为 
= Ey (38.9) 
由 于 K 具有 某 种 实用 价值 ,许多 手册 常 给 出 Y 和 K 而 不 是 给 出 Y 和 a。 如 果 你 想 要 得 到 o， 
就 总 可 以 由 式 (38. 9) 获 得 它 。 我 们 也 可 从 式 (38. 9) 看 出 , 泊 松 比 o 必然 小 于 1/2。 假 如 不 
是 这 样 的 话 , 则 体积 弹性 模 量 会 是 负 值 , 因 而 材料 便 会 在 增 大 压强 时 膨胀 。 这 使 得 我 们 能 够 
从 任 一 块 旧 材料 中 获取 机 械 能 量 一 这 意味 着 该 块 材料 处 于 不 稳定 平衡 中 。 如 果 我 们 开始 
让 它 脱 胀 , 则 它 就 会 自己 继续 脱 胀 同时 释放 出 能 量 来 。 

现在 我 们 要 来 讨论 , 当 把 “ 切 "应 变 加 于 某 个 东西 上 时 发 生 的 情况 。 所 谓 切 应 变 , 我 们 指 
图 38-4 所 示 的 那 种 畸变 。 作 为 对 这 一 问题 的 准备 ,让 我 们 考察 受到 如 图 38-5 所 示 的 力作 
用 的 一 块 立方 形 材料 内 的 应 变 。 可 以 再 度 把 它 分 解 成 两 个 问题 :垂直 方向 的 推力 和 水 平方 
向 的 拉力 。 设 这 立方 体 每 一 面 的 面积 为 A, 则 对 于 水 平 长 度 的 变化 得 


A LlF| LFE_lteF 
Ty Yy A (38. 10) 


垂直 方向 高 度 的 变化 恰好 就 是 此 式 的 负 值 。 


K 





图 38-4 在 均匀 前 切 作用 下 的 立方 体 图 38-5 在 顶部 和 底部 都 受到 压缩 力作 用 而 在 两 
侧 受 到 相等 的 拉 伸 力作 用 的 一 个 立方 体 


现在 假设 同样 的 立方 体 受 到 如 图 38-6(a) 所 示 的 那些 剪 切 力作 用 。 注 意 ! 如 果 要 不 产 
生 净 转 矩 并 要 立方 体 处 于 平衡 态 中 的 话 , 则 所 有 力 必须 相等 (相似 的 力也 必须 在 图 38-4 中 
出 现 ,因为 这 块 东西 是 处 于 平衡 态 。 这 种 力 是 由 使 这 块 东西 固定 在 台面 上 的 “ 黏 胶 "提供 
的 )。 这 时 ,该 立方 体 被 认为 是 处 于 纯 剪 切 的 状态 。 但 必须 注意 , 若 用 一 个 45° 角 的 面 一 一 
比如 说 沿 图 中 的 对 角 线 A 一 一 来 切割 该 立方 体 , 则 作用 于 这 一 截面 上 的 总 力 垂直 于 这 个 平 
面 并 等 于 V3G。 受 这 个 力 所 作 用 的 面积 为 V2A, 因 此 ,垂直 于 这 个 面 上 的 张 应 力 仅 为 G/A。 
同 理 ,如 果 我 们 检查 一 下 与 另 一 方向 作成 45" 角 的 平面 一 一 图 中 的 对 角 线 B 一 一 便 会 看 到 有 
一 个 垂直 于 这 个 面 的 压缩 应 力 一 G/A。 由 此 可 见 , 在 一 “ 纯 剪 切 "中 的 应 丸 相 当 于 彼此 大 小 
相等 、 互 相 正 交 , 并 与 原 立 方 体 的 面 成 45" 角 的 那个 张 应 力 和 压 应 力 的 组 合 。 内 应 力 和 内 应 
变 与 我 们 在 图 38-6(b) 所 示 的 那 种 力作 用 下 的 较 大 块 材料 中 将 要 求 得 的 相同 ,但 这 就 是 我 
们 已 经 解答 的 问题 。 对 角 线 长 度 的 改变 由 式 (38. 10) 给 出 : 





525 


526 | 费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 


面积 =vZ4 





图 38-6 (〈a) 中 的 两 对 剪 切 力 产生 了 与 在 (b) 中 的 压缩 和 拉 伸 力 相 同 的 应 力 


AD _1+cG 
和 (38.11) 
(其 中 一 条 对 角 线 缩短 , 另 一 条 则 伸 长 )。 

把 剪 切 应 变 用 立方 体 受 扭转 的 角度 一 一 图 38-7 中 的 9 角 一 一 来 表示 往往 很 方便 。 从 
这 个 图 的 几何 形状 你 便 可 以 看 出 , 顶 边 的 水 平 位 移 
6 等 于 V2AD, 因 此 


0= 了 -YAD 2AD. (38.12) 
万 
剪 切 应 力 g 被 定义 为 作用 于 一 个 面 上 的 切 向 力 除 


以 该 面 面 积 , 即 g = G/A。 应 用 式 (38. 11) 于 
(38. 12) 中 ,得 





= 2] 
或 者 ,把 这 个 式 子 写 成 “应 力 一 常数 乘 应 变 "的 形 
图 38-7 切 应变 0 为 2AD/D 式 , 即 
g = p10. (38.13) 


比例 系数 y 称 为 剪 切 模 量 (或 者 有 时 称 为 刚度 系数 )。 如 果 用 Y 和 v 来 表达 , 则 为 





A= 5 (38.14) 
顺便 提 一 下 ,这 剪 切 模 量 必须 是 个 正 值 一 一 要 不 然 你 就 可 以 从 正在 受到 剪 切 作用 的 一 块 材 
料 中 获得 功 。 根 据 式 (38. 14) ,c 必须 大 于 一 1。 这 样 ,我 们 便 知道 o 一 定 要 在 一 1 与 + 去 之 
间 。 然 而 ,实际 上 , 它 却 总 是 大 于 零 的 。 

作为 整个 材料 中 应 力 均 匀 的 那 种 典型 情况 的 最 后 一 个 例子 ,让 我 们 考虑 这 样 的 问题 ,一 
块 材料 被 拉 伸 而 同时 又 受到 约束 以 致 没有 什么 横向 收缩 能 够 发 生 (在 技术 上 ,对 它 进行 压缩 
而 同时 不 避免 侧 向 凸 起 来 稍微 容易 些 一 一 但 这 是 同样 的 问题 )。 会 发 生 什么 情况 呢 ? 噢 , 必 


第 38 章 弹 性 学 | 527 


然 存在 使 它 的 厚度 不 变 的 那 种 侧 向 力 一 一 一 些 我 们 此 时 不 知道 但 必须 计算 出 来 的 力 。 这 与 
上 面 已 经 做 过 的 问题 类 型 相同 ,只 是 要 用 一 点 不 
同 的 代数 。 我 们 设想 作用 于 所 有 三 个 侧 向 面 上 的 
力 如 图 38-8 所 示 , 计算 各 种 线 度 的 改变 ,而 选择 
一 些 横向 力 使 得 宽度 和 高 度 都 保持 不 变 。 按 照 通 
常 的 论证 ,对 于 那 三 个 应 变 得 : 




















Ac 1lF_ oF,_ oF, 
村 
让 图 38-8 ”没有 侧 向 收缩 的 伸 长 
[下 o( “十 下 ) |]， (38.15) 


二 (38. 16) 


现在 ,由 于 Al, 和 Al, 都 假定 为 零 ,所 以 式 (38. 16) 和 (38. 17) 给 出 了 把 F, 和 下 . 与 F。 
相 联系 的 两 个 方程 式 。 对 它们 一 起 求解 ,得 到 





2 = = 一 (38.18) 


代入 式 (38. 15) 中 ,得 


各 = 六 -基尼 - 扣 0S22 恬 


;tt 4 
你 以 后 会 经 常 看 到 把 这 个 式 倒转 ,并 将 o 的 二 项 式 分 解 成 因 式 ,于 是 它 被 写成 





(38.19) 


F_ lo yA 

A (+o)(l-—20) 1 
当 我 们 把 各 侧 都 约束 住 时 , 杨 氏 模 量 得 用 一 个 复杂 的 o 函数 相 乘 。 正 如 你 可 以 由 式 (38. 19) 
最 容易 见 到 的 ,在 Y 前 面 的 那个 因子 总 大 于 1。 当 各 侧 都 固定 时 , 拉 伸 一 块 东西 是 较 难 
的 一 一 这 也 就 意味 着 ,一 块 东 西 的 强度 当 其 各 侧 都 被 固定 时 会 比 不 固定 时 强 。 


(38. 20) 


$38-3 ”扭转 的 棒 ; 剪 切 波 


现在 让 我 们 把 注意 力 转 到 一 个 较 复杂 的 例子 上 来 ,因为 这 里 材料 的 不 同 部 分 受到 不 同 
量 值 的 应 力作 用 。 试 考虑 一 根 被 扭转 的 棒 , 诸 如 某 种 机 械 的 驱动 轴 或 在 一 部 精密 仪器 中 用 
来 作为 悬 丝 的 被 扭转 的 石英 纤维 。 正 如 你 可 能 从 扭 摆 实 验 中 所 知道 的 ,作用 于 扭转 的 棒 上 
的 转 矩 与 角度 成 正比 一 一 该 比例 常数 显然 取决 于 棒 的 长 度 、 棒 的 半径 以 及 材料 的 性 质 。 问 
题 是 : 按 怎样 的 方式 ? 我 们 目前 能 够 回答 这 个 问题 ,因为 那 不 过 是 演算 某 个 几何 问题 。 

图 38-9(a) 表 示 一 根 长 度 为 工 ,半径 为 <、 其 一 端 相对 于 另 一 端 扭 过 一 个 角度 $ 的 柱 形 
棒 。 如 果 要 把 这 应 变 同 我 们 已 知道 的 东西 联系 起 来 , 则 可 以 把 棒 设 想 为 由 许多 个 柱 形 壳 所 
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构成 ,并 分 别 算出 每 个 壳 所 发 生 的 情况 。 作 为 开始 ,我 们 考察 一 个 薄 而 短 的 .半径 为 (小 于 
a) 而 厚度 为 Ar 的 柱 形 壳 一 一 如 图 38-9(b) 所 示 。 现 在 ,如 果 考 察 这 个 柱 壳 上 原本 是 一 个 小 
正方 形 的 部 分 , 则 会 看 到 它 已 被 扭转 成 一 个 平行 四 边 形 。 圆 柱 壳 的 每 个 这 样 的 单元 都 处 在 


剪 切 之 中 ,而 其 剪 切 角 为 
全 汪 


因此 ,材料 中 的 前 切 应 力 g[ 根 据 式 (38. 13) ] 为 


sz 一 pb 一 pz 纪 (38.21) 











图 38-9 (a) 一 根 扭转 的 柱 形 棒 ;(b) 一 个 扭转 的 柱 形 这 ;(c) 这 中 每 一 小 部 分 都 处 在 前 切中 


剪 切 应 力 为 作用 于 正方 体 端面 上 的 力 AF 除 以 其 端面 积 ALAr[ 参 见 图 38-9(c)]， 
作用 于 这 样 一 个 正方 体 端面 上 的 力 AF 贡献 出 绕 柱 轴 的 转 矩 Ar: 
Ar = rAF = rgAlAr. (38.22) 
总 转 矩 = 就 是 绕 该 柱 壳 整 圆周 的 这 种 转 矩 之 和 。 所 以 把 足够 多 的 部 分 拼 在 一 起 使 得 所 有 
AL 相 加 成 2rr, 我 们 就 得 到 一 个 空心 管 的 总 转 矩 为 
7E(2rr)Ar. (38. 23) 


或 者 ,利用 式 (38. 21) ,得 
r= 2rp Pt. (38. 24) 


我 们 得 到 一 根 空心 管 的 转动 刚度 +/z 是 与 该 管 半径 7 的 立方 和 厚度 Ar 成 正比 而 与 其 长 度 
工 成 反比 的 。 

现在 可 以 想象 一 根 实心 棒 是 由 一 系列 同心 管 所 构成 的 ,而 每 个 管子 都 被 扭转 相同 的 角 
度 此 虽然 对 于 每 个 管子 来 说 内 应 力 是 不 同 的 ) ,总 转 矩 是 转动 每 一 个 柱 壳 所 需 的 转 矩 之 和 ， 
因此 对 于 实心 棒 
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r= Zn £ |ear, 


r 一 扩 z2 (38.25) 


对 于 一 根 被 扭转 的 棒 , 转 矩 正比 于 角度 并 且 与 其 直径 的 四 次 笑 都 成 正比 一 一 一 根 两 倍 那么 
粗 的 棒 产 生 16 倍 那么 大 的 扭转 刚度 。 

在 放下 扭转 这 一 课题 之 前 ,让 我 们 把 刚才 所 学 到 的 东西 应 用 到 一 个 有 趣 的 问题 : 即 扭转 
波 。 如 果 你 取 一 根 长 棒 并 突然 扭转 其 一 端 , 则 一 个 扭转 波 将 会 沿 该 棒 发 展 下 去 ,如 图 38-10 
(a) 所 简略 表示 出 来 的 那样 。 这 比 一 个 稳 恒 扭转 更 令 人 精神 振奋 一 一 让 我 们 看 看 是 否 能 算 
出 所 发 生 的 情况 。 


: 一 一 六 








(a) 
图 38-10 《a) 在 一 根 棒 上 行进 的 扭转 波 ;(b) 棒 的 一 个 体积 元 * 


令 z 为 沿 棒 从 一 端 至 某 一 点 的 距离 。 对 于 一 个 静 扭 转 来 说 沿 棒 各 处 都 有 相同 的 转 矩 ， 
并 且 正 比 于 % 亿 , 即 总 扭转 角 除 以 总 长 度 。 对 材料 要 紧 的 是 局 部 扭转 应 变 , 你 会 知道 它 就 是 
3# /ax, 当 沿 棒 的 扭转 不 均匀 时 , 则 应 该 用 下 式 来 代替 式 (38. 25): 


ra 一 (38. 26) 


现在 让 我 们 来 看 看 如 放大 图 38-10(b) 所 示 的 ,长度 为 Az 的 体积 元 所 发 生 的 情况 。 设 在 一 
小 段 棒 的 端 1 处 有 转 矩 r(z) ,而 在 端 2 处 有 一 不 同 的 转 矩 r(z 十 Az), 如 果 Az 足够 小 , 则 可 
采用 泰勒 级 数 把 它 展开 并 写成 


r(z 十 Az) =r(z)+ (PHF)az. (38.27) 


作用 于 = 与 = 十 Az 间 那 一 小 段 棒 上 的 净 转 和 矩 显 然 等 于 r(z) 与 r(z* 十 Az) 之 差 , 即 Ar 一 
(ar/9z)Az。 对 式 (38. 26) 取 微分 ,得 


Ar— pe $a. (38. 28) 


这 个 净 转 矩 的 效果 是 对 该 小 段 棒 提 供 一 个 角 加 速度 。 这 人 小段 棒 的 质量 为 


* 原 图 中 箭头 方向 有 误 ,已 改正 。 
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AM = (xa’Az)p, 


式 中 p 为 材料 密度 。 我 们 曾经 在 第 1 卷 第 19 章 中 算出 一 圆柱 体 的 转动 惯量 为 mr? /2, 若 把 
上 述 那 小 段 材料 的 转动 惯量 叫 作 AT, 则 有 


Al= pa' Az. (38. 29) 





牛顿 定律 讲 : 转 矩 等 于 转动 惯量 乘 以 角 加 速度 , 即 
Ar 一 AT 二. (38. 30) 


把 每 个 公式 集合 起 来 ,我 们 得 


或 
5 一 一 5 一 0 (38. 31) 


你 会 认识 到 这 是 一 个 一 维 的 波动 方程 。 我 们 已 求 得 扭转 波 将 以 下 述 速率 沿 棒 传 播 下 去 : 


Cnmmi = (38. 32) 


棒 越 致密 一 一 对 于 相同 的 刚度 来 说 一 一 波 行 得 越 慢 ;而 棒 越 坚硬 , 则 波 发 展 下 去 就 越 快 。 这 
速率 与 棒 的 直径 无 关 。 

扭转 波 是 部 切 波 的 一 个 特例 。 一 般 说 来 , 剪 切 波 是 其 中 应 变 不 会 改变 材料 任何 部 分 体 
各 的 那 种 波 。 在 扭转 波 中 ,存在 这 种 切 应 力 的 一 个 特殊 分 布 一 即 分 布 于 一 个 回 周 上 。 但 
对 于 切 应 力 的 任 一 种 安排 , 波 将 以 相同 速率 一 即 由 式 (38. 32) 所 给 出 的 那 一 速率 一 传 
播 。 例 如 ,地 震 学 家 发 现 了 在 地 球 内 部 传播 的 这 种 波 。 

在 一 固体 材料 内 部 ,我 们 还 可 以 有 另 一 种 弹性 领域 中 的 波 。 如 果 你 推动 某 一 件 东西 ,就 
可 以 引起 “ 纵 " 波 一 也 称 为 “压缩 " 波 ,这 有 如 空气 或 水 中 的 声波 一 位 移 与 波 的 传播 沿 同 
一 方向 (在 一 弹性 体 的 表面 上 也 还 可 以 有 其 他 类 型 的 波 一 一 叫 “ 瑞 利 波 "或 “ 乐 甫 波 "。 在 其 
中 应 变 既 不 是 纯 纵向 的 也 不 是 纯 横向 的 。 我 们 目前 没有 时 间 研 究 它 )。 

正当 我 们 论述 波 这 个 课题 时 ,试问 在 像 地 球 这 样 一 块 巨 大 的 固体 中 纯 压缩 波 的 速度 究 
竟 如 何 ? 我 们 所 以 讲 * 巨 大 ", 是 因为 在 一 粗 而 厚 的 物体 中 的 声速 与 在 一 根 (比如 ) 细 棒 中 的 
声速 不 同 。 所 谓 “ 粗 厚 "物体 ,是 指 其 横向 尺寸 比 声音 的 波长 要 大 得 多 。 于 是 , 当 我 们 推动 该 
物体 时 , 它 就 不 能 向 旁 伸展 一 一 只 能 在 一 维 上 受 压缩。 幸亏 ,我们 已 算出 了 一 块 受 约 束 的 弹 
性 材料 的 特殊 压缩 情况 , 亦 曾 在 第 1 卷 第 47 章 中 算出 过 气体 中 声波 的 速率 。 按 照 同样 的 论 


证 你 可 以 知道 ,在 固体 中 声音 的 速率 等 于 Y/Y Ap ,其 中 YY 为 受 约束 情况 下 的 “纵向 模 
量 " 一 一 或 压强 除 以 长 度 的 相对 变化 ,这 恰好 就 是 我 们 曾 在 式 (38. 20) 中 得 到 的 F/A 对 ALA 
的 比 。 因 此 ,纵波 的 速率 由 下 式 给 出 : 


Se 二 一 小 于 
Ge CTI) po" 0 


Sr a 


只 要 = 在 零 与 二 之 间 , 则 剪 切 模 量 k 就 小 于 杨 氏 模 量 Y, 而 Y' 比 Y 还 要 大 ,因而 


人 


这 意味 着 纵波 比 剪 切 波 传播 得 更 快 。 一 种 用 来 量度 物质 弹性 常数 的 最 精密 方法 ,就 是 测 
量 该 材料 的 密度 和 这 两 种 波 的 速率 。 从 这 种 数据 我 们 就 能 得 到 Y 和 oc。 顺便 说 说 ,通过 
对 发 自 一 次 地 震 的 那 两 种 波 到 达 时 间 差 的 测量 ,一 位 地 震 学 家 一 一 甚至 仅 从 一 个 站 所 收 
到 的 信号 一 一 就 能 够 估计 出 振 源 的 距离 。 


$38-4 弯曲 的 梁 


现在 要 来 考察 另 一 个 实际 问题 一 一 棒 或 梁 的 弯曲 。 当 我 们 弯曲 一 根 具有 任意 截面 的 棒 
时 , 力 会 怎么 样 呢 ? 虽然 我 们 将 算出 的 是 设想 的 一 根 


具有 一 圆 截面 的 棒 , 但 其 答案 将 适用 于 任何 的 形状 。 上 
然而 ,为 了 节省 时 间 ,我 们 将 抄 近 路 ,因而 即将 得 到 的 cETRS 
理论 仅仅 是 近似 的 。 我 们 的 结果 将 只 在 弯曲 的 半径 

比 梁 的 厚度 大 得 多 时 才 正 确 。 

假定 你 抓 住 一 根 直 棒 的 两 端 而 把 它 弯 成 像 图 R 

38-11 那样 的 曲线 ,在 该 棒 内 部 会 发 生 什 么 情况 呢 ? 

噢 ,如 果 它 被 弯曲 了 , 则 意味 着 在 该 曲线 之 内 的 材料 

受到 压缩 ,而 在 曲线 之 外 的 材料 受到 拉 伸 。 存 在 某 一 

个 近似 与 棒 轴 平行 的 面 

既 不 被 拉 长 也 不 被 缩 图 38-11 一 根 弯曲 的 梁 

短 ,这 个 面 叫做 中 性 面 。 

你 会 预期 ,这 个 面 靠 近 横 截面 的 “中 间 "。 可 以 证 明 ( 但 我 们 将 
不 在 这 里 做 出 ) :对 于 简单 梁 的 微小 弯曲 ,中 性 面 会 穿 过 横 截 
面 的 “重心 "。 这 只 有 对 于 “ 纯 "弯曲 一 一 只 要 你 不 同时 对 梁 拉 
伸 或 压缩 一 一 才 正确 。 

这 样 ,对 于 纯 弯 曲 来 说 , 梁 的 一 块 横向 薄片 就 会 如 图 
38-12(a) 所 示 的 那样 变形 。 在 该 中 性 面 之 下 的 材料 具有 与 距 
这 一 中 性 面 的 距离 成 正比 的 压缩 应 变 ;而 在 其 上 的 材料 则 被 
拉 伸 ,其 应 变 也 正比 于 距 这 一 中 性 面 的 距离 。 因 此 ,纵向 伸 长 
AL 与 高 度 y 成 正比 ,其 比例 常数 恰好 就 是 i 除 以 该 棒 的 曲率 
半径 一 一 参见 图 38-12: 











A yy 

i RR 
所 以 在 > 处 的 一 条 小 带 上 单位 面积 的 力 一 一 应 力 一 一 也 与 距 
中 性 面 的 距离 成 正比 : 
图 38-12 (a) 一 根 弯曲 梁 中 AF 
的 一 小 片段 ;(b) 梁 的 横 截面 AA 





=Y2. 
Y 六 (38. 34) 
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现在 让 我 们 来 考察 这 一 应 变 产生 的 力 。 作 用 于 图 38-12 中 那 一 小 段 上 的 各 个 力 如 图 所 
示 。 和 如 果 设 想 任何 横向 截面 , 则 作用 于 其 上 的 力 在 中 性 面 之 上 朝 一 个 方向 ,而 在 中 性 面 之 下 
则 朝 另 一 个 方向 ,它们 成 对 地 构成 一 个 "弯曲 转 和 矩 " 驱 一 一 这 指 的 是 绕 该 中 性 线 的 转 矩 。 我 
们 可 通过 对 图 38-12 中 那样 一 小 段 的 一 个 面 上 的 力 乘 以 距 中 性 面 的 距离 ,然后 进行 积分 ,从 
而 计算 出 总 转 矩 : 


m = [ydF. (38. 35) 
根据 式 (38.34), dF == (Yy /R)dA, 因而 
m —¥|yaa. 


dA 的 积分 我 们 可 称 之 为 该 几何 截面 绕 穿 过 其 “质心 "的 水 平 轴 的 “转动 惯量 "”, 我 们 将 把 
它 叫 作 工 : 


名 一 妆 ， 


尽 (38. 36) 


= aa. (38. 37) 


于 是 , 式 (38. 36) 向 我 们 提供 了 有 关 弯 曲 转 矩 钢 与 梁 的 曲率 1/R 之 间 的 关系 。 梁 的 “ 刚 
度 " 与 Y 和 转动 惯量 了 均 成 正比 。 换 句 话说 ,如 果 你 要 用 比如 说 一 定数 量 的 铝 来 制造 一 根 
尽 可 能 强硬 的 梁 , 那 你 就 得 把 尽 可 能 多 的 铝 放 在 离 中 性 面 较 远 的 地 方 ,以 便 造成 一 个 大 的 转 
动 惯 量 。 然 而 ,不 能 把 此 推 至 极端 ,因为 这 么 一 来 该 件 东西 就 将 不 会 如 我 们 所 假定 的 那样 次 
曲 一 一 但 却 将 弯 折 或 曲折 ,因而 又 会 变 成 较 脆弱 了 。 可 是 现在 你 已 明白 ,为 什么 结构 梁 要 造 
成 工 字 形 或 H 字形 一 一 如 图 38-13 所 示 的 那样 。 





图 38-13 “ 工 字 " 梁 图 38-14 一端 加 有 重量 的 一 根 悬 营 梁 


作为 梁 方 程式 (38. 36) 的 一 个 应 用 例子 ,让 我 们 算出 有 集中 力 W 作用 于 其 自由 端的 一 
根 悬 营 梁 的 偏离 ,如 图 38-14 所 示意 的 那样 (所 谓 “ 悬 臂 " 我 们 只 是 指 梁 被 支持 得 使 其 一 端的 
位 置 和 斜率 都 保持 固定 一 一 它 被 插入 水 泥 墙 内 )。 这 根 梁 的 形状 将 会 怎么 样 呢 ? 让 我 们 把 
距 固定 端的 距离 为 x 处 的 偏离 量 叫 作 = ,我 们 希望 知道 x(z) ,将 只 对 小 的 偏离 作出 计算 ,也 
将 假定 与 其 截面 比较 起 来 梁 是 很 长 的 。 现 在 ,正如 你 已 从 数学 课 中 懂得 , 任 一 条 曲线 z(z) 
的 曲率 1 AR 由 下 式 给 出 : 


* 当然 , 那 实际 上 就 是 单位 面积 具有 单位 质量 的 一 个 薄片 的 转动 惯量 。 
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1 dz/r 

R™ [TIF(dz/z) Te’ C98538) 
由 于 我 们 只 对 于 小 斜率 感 兴趣 一 一 这 往往 是 工程 结构 中 的 情况 一 一 与 1 比较 起 来 略 去 
(dz /dz)*, 从 而 取 


R= dr (38. 39) 


我 们 也 需要 知道 弯曲 转 矩 饮 , 它 是 z 的 函数 ,因为 它 等 于 绕 任 一 个 横 截面 的 中 性 轴 的 转 矩 。 
让 我 们 略 去 梁 本 身 的 重量 而 仅仅 考虑 在 粱 末端 处 向 下 的 力 W( 如 果 你 愿意 的 话 , 可 以 把 梁 
的 重量 也 考虑 进去 )。 于 是 在 x 处 的 弯曲 转 矩 为 

RM(z) = W(L—z), 
因为 那 是 由 重量 W 所 施加 的 、 围 绕 着 < 点 的 转 矩 一 一 梁 必 须 在 zx 处 加 以 支撑 的 转 矩 。 我 们 
就 得 到 


W(L—z) = 次 = 占 


pe 
5 本 kg 等 
YI) (38.40) 
这 是 一 个 没有 什么 窍门 的 .可 以 积分 的 方程 ,结果 得 到 
WL 


z= 下 ( 季 一 所 ); (38.41) 


这 里 利用 了 在 z 一 0 处 =(0) =0 及 dz /dz 也 等 于 零 的 假定 。 那 是 由 染 的 形状 决定 的 。 末 并 
的 位 移 为 a 


xz(L) 一 末末 ， 


(38.42) 


即 一 根 梁 未 端的 位 移 随 长 度 的 立方 而 增加 。 

上 面 在 导出 梁 的 近似 理论 时 ,我 们 曾经 假定 过 梁 的 横 截 
面 在 梁 被 弯曲 时 不 会 改变 。 当 粱 的 厚度 与 曲率 半径 相 比 显得 
微小 时 , 因 横 截面 的 改变 非常 小 ,所 以 我 们 的 结果 是 好 的 。 不 
过 ,一 般 说 来 ,这 一 效应 是 不 能 忽略 的 ,正如 你 能 够 通过 把 一 
块 软 橡皮 擦 弯曲 在 手指 上 而 容易 自行 验证 出 来 那样 。 如 果 原 
来 的 横 截面 是 一 个 矩形 ,你 将 会 发 现 , 当 它 被 弯曲 时 在 其 底部 
会 凸 起 来 ( 见 图 38-15)。 此 事 之 所 以 发 生 ,是 因为 当 我 们 推 
压 其 底部 时 ,材料 便 向 旁 延 伸 一 一 正如 由 泊 松 比 所 描述 的 那 号 2 
样 。 橡 皮 是 容易 弯曲 或 伸 长 的 ,但 它 有 点 像 液体 , 即 很 难 改变 
其 体积 一 犹 如 你 在 弯曲 那 块 橡皮 控 时 它 所 明白 表现 出 来 的 。 图 38-.15 (a)_ 闫 被 订 曲 的 要 
那样 。 对 于 不 可 压缩 的 材料 , 泊 松 比 应 该 恰好 等 于 1/2 一 一 皮 擦 ;(b) 术 垃 面 
橡皮 几乎 就 是 这 样 。 
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$38-5 弯 折 


现在 要 用 我 们 关于 梁 的 理论 来 理解 有 关 梁 或 者 柱 和 棒 弯 折 的 道理 。 考 虑 示意 图 38-16 
中 所 表示 的 情况 ,一 根 原 来 是 直 的 棒 , 在 其 两 端 受 一 对 反 向 力 所 推 压 而 保持 弯曲 的 形状 。 我 
们 想 要 计算 这 根 棒 的 形状 以 及 作用 于 两 端的 力 的 大 小 。 
令 棒 与 两 端 之 间 直 线 的 偏离 为 y(z) ,其 中 工 
ra 为 距 一 端的 距离 。 在 图 中 P 点 的 弯曲 转 矩 钢 等 于 
力 下 乘 以 力 臂 , 即 垂直 距离 y， 






M(xz) = Fy. (38.43) 
利用 关于 梁 的 方程 式 (38. 36) , 便 有 
图 38-16 一 根 弯曲 的 梁 下 =By: (38.44) 


县 
对 于 小 偏离 来 说 ,可 以 取 1 AR = 一 中 >/dr* ( 负 号 来 源 于 向 下 弯曲 ) 。 我 们 就 得 到 


(38.45) 


这 是 正弦 波 的 微分 方程 。 因 而 对 于 小 的 偏离 ,这 样 一 根 被 弯曲 的 梁 其 曲线 为 正弦 曲线 。 这 
正弦 波 的 “波长 "》 为 两 端 间距 离世 的 两 倍 。 若 弯曲 程度 很 小 , 则 这 正好 是 棒 未 被 弯曲 时 长 
度 的 两 倍 。 因 而 该 曲线 为 


站 
对 此 式 取 二 次 微 商 , 便 得 
将 其 同 式 (38.45) 比 较 ,可 以 看 到 力 为 
F=* 过 . (38.46) 


对 于 微小 弯曲 来 说 , 力 与 弯曲 位 移 > 无 关 ! 

这 样 ,在 物理 上 就 有 下 述 情况 ,如 果 力 小 于 式 (38. 46) 所 给 出 的 下 , 则 根本 就 没有 什么 弯 
曲 。 但 如 果 稍 微 大 于 这 个 力 , 则 材料 将 突然 严重 弯曲 一 一 这 就 是 说 ,对 于 超过 这 一 临界 力 
YIT /L*( 常 称 为 * 欧 拉力 ") 的 那些 力 , 梁 将 “ 弯 折 ”。 如 果 一 座 建筑 物 的 楼 上 的 负载 超过 了 
支柱 的 欧 拉 力 , 则 该 建筑 物 将 倒塌 。 另 一 个 显示 这 种 弯 折 力 最 重要 的 地 方 是 在 太空 火箭 上 。 
一 方面 ,火箭 必须 在 发 射 台 上 能 够 支持 它 本 身 的 重量 并 在 加 速 期 间 能 够 经 得 起 那些 应 力 ; 另 
一 方面 ,重要 的 是 把 结构 的 重量 保持 极 小 ,以 便 使 有 效 负载 和 燃料 容量 尽 可 能 地 大 。 

事实 上 , 当 力 超过 欧 拉力 时 , 梁 未 必 就 完全 南 缩 下 来 。 当 位 移 变 大 时 , 力 会 大 于 上 面 所 
求 得 的 力 , 因 为 我 们 曾 略 去 了 式 (38. 38) 有 关 1 /R 中 的 一 些 项 。 为 要 求 得 梁 严 重 弯 曲 时 的 
力 ,就 必须 回 到 准确 的 方程 式 (38. 44) 上 去 , 它 是 在 我 们 采用 有 关 R 与 y 间 的 近似 关系 前 就 
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已 经 得 到 的 。 式 (38. 44) 具 有 一 种 相当 简单 的 几何 性 质 ”, 要 把 它 算出 来 稍微 有 点 复杂 ,但 
却 是 相当 重要 的 。 不 用 和 y 来 描述 该 曲线 ,我 们 可 以 用 两 个 新 的 变数 :S, 即 沿 曲线 的 距 
离 ;9, 即 该 曲线 的 切线 的 倾角 。 参 阅 图 38-17。 曲 率 就 是 该 角 随 距离 的 变化 率 : 


dg 


二 
R ds. 








R 


\ 


图 38-17 关于 一 根 弯曲 梁 的 曲线 坐标 S 和 0 


因此 ,我 们 能 够 将 那个 准确 的 方程 (38. 44) 写 成 ~ 


如 果 取 上 式 对 于 S 的 微 商 并 用 sin 9 代替 dy /dS, 则 我 们 得 
d0 
dS 

[如 果 8 很 小 , 便 会 回 到 式 (38. 45)。 一 切 都 行 了 ] 。 

现在 , 当 你 知道 式 (38. 47) 刚 好 就 是 你 所 获得 的 关于 
摆 作 大 幅度 振动 的 方程 式 时 一 一 当然 ,其 中 FA(YI) 要 用 
另 一 个 常数 来 代替 ,你 或 许 会 感到 喜悦 或 者 不 高 兴 。 我 们 
早 就 在 第 1 卷 第 9 章 中 学 习 过 如 何 通过 数值 计算 来 求解 ”一 -一 一 一 
这 样 的 方程 ”。 你 所 得 到 的 解答 就 是 某 些 令 人 神往 的 曲 . 所 
线 一 一 称 为 “弹性 ”曲线 。 图 38-18 显示 对 于 不 同 FMYT) 图 38-18 一 根 弯曲 棒 的 曲线 
值 的 三 条 曲线 。 


= 二 sin (38. 47) 
万 


* 偶尔 ,同一 个 方程 也 出 现在 其 他 的 物理 情况 中 一 一 例如 ,在 两 块 平行 平面 之 间 所 包含 液体 的 弯 月 
而 同样 的 几何 解答 可 以 通用 。 
** 这 些 解 也 可 用 称 为 “ 雅 可 比 椭圆 函 数 "的 一 些 函 数 来 表示 ,这 些 也 已 被 某 些 人 算出 来 了 。 
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$39-1 应 变 张 量 


上 一 章 我 们 曾 谈 到 一 些 特殊 弹性 体 的 形变 ,本 章 我 们 将 要 考察 弹性 材料 内 部 通常 可 能 
发 生 的 情况 。 我 们 希望 当 用 某 种 复杂 方式 把 一 大 团 果子 冻 扭转 和 压缩 时 ,有 可 能 描述 其 内 
部 的 应 力 和 应 变 的 情况 。 要 完成 此 事 , 就 需要 能 描写 弹性 体 中 每 一 点 上 的 局 域 应 变 。 对 此 ， 
我 们 可 以 通过 对 每 一 点 给 出 一 组 六 个 数 一 一 一 个 对 称 张 量 的 分 量 一 一 来 做 到 。 以 前 我 们 就 
曾 谈 及 应 力 张 量 (第 31 章 ) ,现在 却 需要 应 变 张 量 。 

考虑 从 一 块 起 初 未 发 生 任 何 应 变 的 材料 出 发 ,并 注意 当 其 发 生 应 变 时 埋 在 材料 里 的 一 
个 小 “灰尘 "斑点 的 运动 。 原 来 被 放 在 已 点 . 即 "= (x, y, z) 处 的 斑点 , 移 到 如 图 39-1 所 示 
的 P' 点 \ 即 r= (zx',y ,zx') 处 。 我 们 把 从 P 至 P' 的 矢量 位 移 记 作 u。 于 是 


u=r—r. (39.1) 


当然 ,这 位 移 wu 依赖 于 我 们 出 发 的 一 点 已, 因而 “就 是 r 的 一 个 矢量 函数 一 一 或 者 ,如 果 你 
喜欢 的 话 ,也 即 是 (+, y, z) 的 函数 。 

让 我 们 首先 来 考察 应 变 在 整 块 材料 中 是 常数 的 那 种 简单 情况 一 一 因而 我 们 就 有 所 谓 均 
久 应 变 。 例 如 ,假设 有 一 块 材料 ,将 其 均匀 拉 伸 ,仅仅 在 一 个 方向 一 一 比如 在 zx 方向 一 一 上 
均匀 地 改变 它 的 长 度 , 如 图 39-2 所 示 。 位 于 zx 处 斑点 的 位 移 w 与 x 成 正比 。 实 际 上 ， 











图 39-1 在 未 发 生 应 变 的 一 块 材料 中 位 于 已 点 处 的 斑点 , 当 材 料 发 生 应 变 后 移 到 P' 点 处 


我 们 将 wz 写成 这 样 : 
Ur 一 err 工 . 


当然 ,比例 常数 es 与 AL 是 同一 件 事 (你 不 久 
就 会 看 到 为 什么 我 们 要 用 一 个 双重 脚 标 ) 。 

如 果 应 变 不 均匀 , 则 wu, 与 的 关系 将 在 
材料 里 逐 点 改变 。 对 于 一 般 的 情况 来 说 ,就 要 
用 一 种 局 域 的 ALU, 即 用 下 式 来 定义 es : 


en = dus /9z. (39. 2) 


这 个 数 一 一 它 现在 是 z+, > 和 = 的 函数 一 一 描 
述 整 块 果子 冻 中 工 方向 的 伸 长 量 。 当 然 ,此 外 
还 可 以 有 沿 > 向 和 = 向 的 伸 长 ,我 们 用 下 列 两 
个 数值 来 描述 : 


(39.3) 


我 们 也 需要 能 描述 剪 切 型 的 应 变 。 假 设 
我 们 想象 在 起 初 未 发 生 形变 的 果子 冻 中 标示 


出 一 个 小 立方 体 。 当 这 团 果子 冻 被 推 压 而 变形 时 ， 


形 ,如 图 39-3 所 示意 的 那样 ” 。 在 这 种 应 变 中 ,每 
ey 


还 有 一 个 正比 于 z 的 y 方向 的 位 移 ， 


ve 
el nd 


图 39-3 均匀 前 
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SS 





图 39-2 均匀 拉 伸 型 应 变 


立方 体 的 一 个 面 可 能 变 成 一 个 平行 四 边 
个 质点 在 zz 方向 的 移动 与 y 坐标 成 正比 ， 


(39.4) 


(39.5) 





切 应 变 


* 我 们 暂时 选择 把 总 剪 切 角 9 分 成 两 个 相等 部 分 ,并 使 该 应 变相 对 于 z 和 y 是 对 称 的 。 


538 


费 思 曼 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 一 一 一 一 AR 
因此 ,我 们 就 能 够 通过 写 出 


Us 一 emy， zty 一 EyI, 


其 中 


i 
9 二 er 二 也 


来 描述 这 种 剪 切 型 应 变 。 
现在 你 也 许 会 想到 , 当 应 变 不 均匀 时 ,我 们 可 以 用 下 面 对 ew 和 e,* 这 两 个 量 所 下 的 定义 
来 描述 普遍 的 剪 切 应 变 : 


一 (39.6) 


us = 0y, wu 
一 区， 


除了 w 的 符号 相反 之 外 它们 就 很 像 式 (39. 4) 和 (39. 5) 。 对 于 这 些 位 移 来 说 ,果子 冻 中 一 个 
小 立方 体 将 仅仅 转 过 一 个 角度 9/2, 如 图 39-4 所 示 。 完 全 没有 什么 应 变 一 一 只 不 过 在 空间 
中 的 转动 ,材料 没有 变形 ,所 有 原子 的 相对 位 置 都 根本 没有 改变 。 所 以 应 当 想 办 法 使 纯 转动 
不 包括 在 我 们 对 剪 切 应 变 的 定义 之 中 。 关 键 点 在 于 : 若 au /az 和 au /ay 相等 而 相反 , 则 没 
有 应 变 ,因此 ,我 们 可 用 下 列 定义 解决 问题 : 


a 去 (aw [az 十 au /9y). 


对 于 纯 转 动 来 说 ,两 者 均等 于 零 , 但 对 于 纯 前 切 则 会 得 到 ev 等 于 ev* ,这 正 是 我 们 想 要 的 那 








种 关系 。 
转动 前 
NN 
图 39-4 均匀 转动 一 一 没有 应 变 
在 最 普遍 的 形变 中 可 以 包括 伸 长 或 收缩 以 及 切 变 在 内 一 一 我 们 可 通过 给 出 九 个 数 


值 来 定义 应 变态 : 
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(39.7) 


ec 一 去 (au az 十 au [by)， 


这 些 就 是 应 变 张 量 的 各 项 。 由 于 它 是 一 个 对 称 张 量 一 一 我 们 的 定义 总 是 使 得 es 一 ex 
实际 上 , 它 只 有 六 个 不 同 的 数 。 你 会 记得 ( 见 第 31 章 ) , 张 量 的 普遍 特征 是 :那些 项 都 会 像 两 
个 矢量 的 分 量 之 积 那样 变换 ( 若 4 和 B 都 是 矢量 , 则 C= A,B, 便 是 一 个 张 量 )。e 的 每 一 
项 都 是 矢量 w 二 (wu, u,, wu.) 和 算 符 V = (3 /9x, 3/3y, 3/az) 的 各 分 量 之 积 (或 这 种 积 之 
和 ) ,我 们 知道 后 者 如 同一 个 矢量 那样 变换 。 让 我 们 令 zx， zs，zs 各 代表 zx，>，z, 而 ww， 
tw， us 各 代表 we，uw， we, 则 可 以 将 这 个 应 变 张 量 的 普遍 项 。 写成 





= 吉 (9w /az 十 au fz)), (39.8) 


式 中 ,i 和 j 各 可 以 是 1, 2 或 3。 
当 有 一 均匀 应 变 一 一 可 以 包括 拉 伸 和 剪 切 一 一 时 , 则 所 有 的 es 都 是 常数 ,因而 可 以 写 出 
Us = es 并 十 evy 十 enz (39.9) 
(我 们 选取 w 为 零 的 那 一 点 作为 z，y, z 坐标 系 的 原点 )。 在 这 种 情况 下 ,应 变 张 量 。y 会 给 
出 坐标 矢量 ” = (z，>，z) 和 位 移 矢量 u = (xz，x，xe) 之 间 的 关系 。 
当 应 变 不 均匀 时 ,果子 冻 的 任 一 部 分 也 可 能 受到 一 些 扭转 一 一 会 存在 局 域 转动 。 若 形 
变 都 很 小 , 则 应 该 有 





Au = 2 (es — ws)Az;, (39. 10) 


式 中 wi 是 一 个 反对 称 张 量 ， 
由 一 二 GowAm — ou /01,), (39.11) 


上 式 能 够 描述 转动 。 可 是 ,我 们 将 不 再 为 转动 操心 ,而 仅 关心 由 对 称 张 量 6 描述 的 应 变 。 
$39-2 弹性 张 量 


我 们 已 描述 了 应 变 ,现在 要 把 这 些 应 变 与 内 力 一 一 材料 中 的 应 力 一 一 联系 起 来 。 对 于 
材料 中 每 一 小 部 分 ,假定 胡 克 定律 都 成 立 , 因 而 将 应 力 写成 正比 于 应 变 。 在 第 31 章 中 ,我 们 
曾 把 应 力 张 量 S; 定义 为 在 整个 垂直 于 j 轴 的 单位 面积 上 的 力 的 第 i 个 分 量 。 胡 克 定 律 讲 ， 
Ss 的 每 一 分 量 与 每 一 个 应 变 分 量 都 为 线性 关系 。 由 于 S 或 。 每 个 有 9 个 分 量 ,因此 会 有 
9 X9 二 81 个 可 能 的 系数 被 用 来 描述 材料 的 弹性 。 如 果 材 料 本 身 是 均匀 的 , 则 它们 都 是 常 
数 。 现 在 把 这 些 系 数 写成 Ciw ,并 由 下 式 定义 : 
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Si = DCiwen, (39. 12) 
4 


其 中 i, j,&, 4 都 可 取 1, 2 或 3 的 值 。 既 然 这 些 系数 Csw 把 一 个 张 量 与 男 一 个 张 量 联系 起 
来 ,所 以 它们 本 身 也 就 形成 一 个 张 量 一 一 一 个 四 阶 张 量 ,可 以 称 它 为 弹性 张 量 。 

假定 所 有 的 C 均 为 已 知 ,而 你 将 一 个 复杂 的 力作 用 于 某 一 特殊 形状 的 物体 之 上 。 将 会 
有 各 式 各 样 的 形变 ,而 该 物体 就 将 形成 某 种 被 扭转 过 的 形状 。 位 移 将 会 怎样 呢 ? 你 可 以 看 
出 那 是 一 个 复杂 的 问题 。 假 如 你 知道 了 应 变 ,你 便 能 够 由 式 (39. 12) 求 出 应 力 一 一 或 者 相 
反 。 但 在 任 一 点 上 ,你 所 获得 的 应 力 和 应 变 都 将 取决 于 材料 的 所 有 其 余部 分 发 生 的 情况 。 

解决 这 一 问题 的 最 易 途 径 就 是 考虑 能 量 。 当 有 力 下 正比 于 位 移 z 时 ,比如 说 F = kz， 
则 对 于 任意 位 移 zx 所 需 之 功 为 &z* /2。 同 理 , 可 以 证 明 进 入 单位 体积 形变 材料 内 的 功 w 为 











ED Caueyew。 (39.13) 
在 使 物体 形变 过 程 中 所 作 的 总 功 W 为 w 对 整个 体积 的 积分 : 
W 一 全 于 CuuevesdV- (39.14) 


于 是 ,这 就 是 储藏 于 材料 内 应 力 中 的 势能 。 现 在 当 物 体 处 于 平衡 态 时 ,其 内 能 必然 处 在 极 
小 。 因 此 , 求 物体 中 应 变 的 问题 ,就 可 以 通过 求 出 整个 物体 的 一 组 位 移 wu 一 一 将 使 得 W 为 
极 小 一 一 而 得 到 解决 。 我 们 曾 在 第 19 章 中 提供 过 处 理 像 这 一 类 极 小 值 问 题 时 使 用 到 的 变 
分 法 的 某 些 普遍 概念 。 这 里 不 能 对 这 一 问题 进行 更 详尽 的 深入 讨论 。 

现在 我 们 主要 感 兴 趣 的 是 ,关于 弹性 张 量 的 一 般 性 质 我 们 能 够 说 些 什么 。 首 先 ,很 明 
显 ,实际 上 在 Cw 中 并 没有 81 个 不 同 项 。 由 于 Ss 和 es 两 者 都 是 对 称 张 量 ,所 以 每 个 张 量 就 
只 有 六 个 不 同 项 ,因而 在 Ciw 中 至 多 也 只 能 有 36 个 不 同 项 。 然 而 ,存在 的 项 往往 比 这 还 少 
得 多 。 

让 我 们 考察 立方 晶体 的 特殊 情况 。 在 其 中 ,能 量 密度 w 像 下 式 这 样 开始 写 起 : 





w= 南 1Ceee + Caenen + Camemen + Cavenes + Cememer + 二 Cowey + el}, 
(39.15) 


共有 81 项 ! 但 是 立方 晶体 具有 某 些 对 称 性 。 特 别 是 ,如 果 晶 体 被 转 过 90", 则 它 具 有 相同 的 

物理 性 质 。 对 于 在 y 方向 的 拉 伸 与 对 于 在 z 方向 的 拉 伸 来 说 具有 相同 的 刚度 。 因 此 ,如 果 

我 们 改变 式 (39. 15) 中 关于 zx 和 y 两 坐标 方向 的 定义 , 则 能 量 就 不 会 改变 。 对 于 立方 晶体 

Ca = Cao = Co (39. 16) 

其 次 ,我 们 还 能 够 证 明 , 像 C=-, 那 些 项 一 定 会 等 于 零 。 立 方 晶体 具有 这 么 一 种 性 质 , 即 

在 与 轴 正 交 的 任何 平面 的 反射 之 下 它 是 对 称 的 。 若 我 们 用 一 y 代替 y ,不 会 有 什么 差别 。 

但 当 由 y 变 至 一 y 时 es 会 变 成 一 es 一 一 以 前 朝向 十 y 的 位 移 现在 朝向 一 y 了 。 如 果 能 量 不 

会 改变 , 则 当 我 们 做 反射 时 ,C-- 就 必然 变 成 一 C-=**。 但 反射 后 的 晶体 与 以 前 的 相同 ,因此 
Cay 就 必须 与 一 Cy 相等 。 这 只 有 当 两 者 均等 于 零 时 才能 实现 。 
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你 会 说 :“ 但 同样 的 论证 也 将 使 Cv 二 0 啊 !" 不 对 ,因为 这 里 共有 四 个 y。 对 于 每 个 >， 
符号 都 要 改变 一 次 ,而 四 个 负 号 就 会 造成 一 个 正 号 。 因 此 , 若 有 两 个 或 四 个 y, 则 该 项 的 确 
不 必 为 零 。 只 有 当 出 现 二 或 去 个 y 时 , 它 才 是 零 。 所 以 ,对 于 立方 晶体 来 说 ,C 的 任何 不 等 
于 零 的 项 将 只 有 偶数 个 相同 的 脚 标 ( 上 面 我 们 对 于 y 所 做 的 论证 ,显然 对 于 zx 和 z 也 都 有 
效 )。 于 是 ,也 许 会 有 像 Cs,, ,Cys, ,Cs ,等 等 的 项 。 然 而 已 经 证 明 , 若 把 所 有 的 z 都 改 成 
,以 及 相反 (或 把 所 有 的 = 和 所 有 的 = 对 换 ,等 等 ), 则 我 们 必定 获得 一 一 对 于 立方 晶体 来 





说 一 一 相同 的 数值 。 这 意味 着 只 有 三 种 不 同 的 非 零 可 能 性 : 
C-- (= Coyy 一 C--)， 
C- (二 Car 一 Ceor ,等 等 ) (39.17) 


Cu- (二 Cry 二 C-- ,等 等 ). 
于 是 ,就 立方 晶体 来 说 ,能 量 密度 看 来 会 像 这 样 : 


色 一 二 [Ca ( 入 十 的 十 性 ) 十 2Cay (enem 十 eges 十 cee) 十 4Cow( 的 十 味 十 性) 
(39. 18) 


就 各 向 同性 一 一 也 就 是 非 晶 的 一 一 材料 而 言 , 对 称 性 还 会 更 高 。 那 些 C 项 应 该 对 于 坐 
标 系 的 任何 选取 都 相同 。 于 是 结果 是 ,在 那些 C 项 中 还 存在 另 一 个 关系 式 , 即 


Cosss = Cn 十 Com。 (39.19) 


通过 下 面 的 一 般 论 证 可 以 看 出 的 确 是 这 样 。 应 力 张 量 Sy 与 。 必须 与 坐标 方向 完全 无 关 的 
方式 相 联系 , 即 必须 只 由 标量 来 联系 。 你 会 说 :“ 那 很 容易 “从 es 得 到 Ss 的 唯一 途径 ,就 是 
由 一 个 标量 常数 相 乘 , 它 正好 就 是 胡 克 定律 ,所 以 它 必定 是 Sy 一 (常数 )es ”, 但 这 并 不 完全 
对 ,因为 也 可 能 存在 由 单位 张 量 5; 乘 上 与 es 成 线性 关系 的 某 个 标量 。 你 能 够 用 。 线性 地 构 
成 的 唯一 不 变量 是 也 es ( 它 如 同 标量 x? 十 天 十 那样 变换 )。 因 此 ,把 Sy 与 evy 联系 起 来 的 
方程 的 最 普遍 形式 一 一 对 于 各 向 同性 材料 来 说 一 一 为 


Ss = 2pes 十 M(> eu)2y (39. 20) 
p 











(第 一 个 常数 往往 被 写成 2 乘 以 上 ,这样 该 系数 y 才 会 等 于 我 们 在 上 一 章 中 曾 定义 过 的 剪 切 
模 量 )。j 和 X 这 两 常数 称 为 拉 梅 弹性 常数 。 将 式 (39. 20) 和 (39. 12) 两 相 比较 ,你 就 会 看 出 


Cu = 4, 
Cs = (39. 21) 
Css= 弛 十 烧 


因此 ,我 们 已 经 证 明了 式 (39. 19) 的 确 是 正确 的 。 你 也 会 看 到 ,各 向 同性 材料 的 弹性 可 由 两 
个 常数 完全 给 出 ,正如 我 们 曾 在 上 一 章 中 说 过 的 那样 。 

这 些 C 项 可 用 以 前 曾经 用 过 的 任意 两 个 弹性 常数 一 一 例如 杨 氏 模 量 Y 和 泊 松 比 "一 一 
来 表示 。 我 们 愿意 把 下 列 各 式 留 给 你 们 去 证 明 : 
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ce 一 (0+T) 
Co 一 让 





$39-3 在 弹性 体 中 的 运动 


我 们 已 经 指出 ,处 于 平衡 中 的 弹性 体 其 内 应 力 自身 会 做 调整 ,以 使 其 能 量 极 小 。 现 在 来 
做 一 番 考 察 , 当 内 力 不 平 衡 时 会 发 生 什么 情况 。 让 我 们 
假设 ,在 某 个 表面 A 内 有 一 小 块 材料 ,参见 图 39-5。 如 
果 这 一 块 处 于 平衡 之 中 , 则 作用 于 其 上 的 总 力 正 就 必 
然 为 零 。 可 以 设想 ,这 一 个 力 是 由 两 部 分 组 成 的 。 一 部 
分 可 能 是 由 像 重力 那样 的 “外 " 力 引起 的 , 它 是 从 远 处 作 
用 于 该 块 材料 而 产生 的 单位 体积 的 力 fw 。 而 总 外 力 
Fy 就 是 这 fy 对 整 块 材料 体积 的 积分 : 


下 4 一 J dV. (39.23) 


平衡 时 ,这 个 力 会 被 来 自 附近 材料 对 整个 表面 A 作用 
的 总 力 Fn 所 抵消 。 当 这 块 材料 不 是 处 于 平衡 中 
时 一 一 如 果 它 在 运动 一 一 则 这 个 内 力 与 外 力 之 和 就 应 
等 于 质量 乘 以 加 速度 。 我 们 应 有 








图 39-5 由 表面 A 所 包围 的 一 个 小 
体积 元 V 


Fn + Fn = Jorav, (39. 24) 


其 中 p 为 材料 密度 ,而 六 为 其 加 速度 。 现 在 我 们 可 以 把 式 (39. 23) 和 (39. 24) 两 者 结合 起 
来 ,从 而 写成 
Fn = hs +pr')dV. (39. 25) 


f=—fn+pr (39. 26) 
这 一 定义 来 简化 我 们 的 写法 。 于 是 , 式 (39.25) 可 以 写成 
FA = Jrav. (39. 27) 


被 称 为 Fs 的 这 个 积分 与 材料 内 的 应 力 有 关 。 该 应 力 张 量 S; 曾 ( 在 第 31 章 中 ) 被 这 样 
定义 ,使 得 跨越 单位 法 线 为 n 的 一 个 表面 元 da 的 力 dF 的 分 量 由 下 式 给 出 : 


dF: = (Suns Syn,y + San:)da. (39. 28) 
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于 是 作用 于 那 一 小 块 材料 上 的 Fn 的 工分 量 ,就 是 dF 对 整个 表面 的 积分 。 将 此 式 代入 式 
(39. 27) 中 的 = 分 量 中 ,得 


(Sens + Son, + San.)da = reav. (39. 29) 


我 们 已 有 面积 分 与 体积 分 的 关系 一 一 而 这 就 使 我 们 想起 曾 在 电学 中 学 过 的 某 种 东西 。 
注意 ,如 果 忽 略 式 (39. 29) 左 边 每 个 S 的 第 一 个 下 脚 标 =, 那 么 它 看 来 就 恰好 像 量 
“S”' m 一 一 即 一 个 矢量 的 法 向 分 量 一 一 对 整个 表面 的 积分 。 它 应 该 是 从 该 体积 流出 去 的 
“S" 的 通 量 。 而 倘若 利用 高 斯 定律 , 则 可 以 写成 “S" 的 散 度 的 体积 分 。 事 实 上 ,无论 该 x 脚 
标 存在 与 否 , 它 总 是 正确 的 一 一 它 仅 是 你 可 以 通过 分 部 积分 而 得 到 的 一 个 数学 定理 。 换 名 
话说 ,我 们 可 将 式 (39. 29) 改 写成 





人 (党 + 芝 + 营 ) 杰 = 人 av. (39. 30) 


现在 就 可 以 去 掉 那 些 体积 分 ,而 把 了 一般 分 量 的 微分 方程 写成 : 
万 一 2 3 (39. 31) 


上 式 告诉 我 们 单位 体积 的 力 如何 同 应 力 张 量 S, 联系 起 来 。 

关于 固体 内 部 运动 的 理论 就 是 这 样 做 出 来 的 。 如 果 从 认识 初 位 移 一 一 比如 说 ,由 uw 所 
给 出 一 一 着 手 , 则 可 以 算出 e;。 从 这 些 应 变 又 可 以 根据 式 (39. 12) 而 得 到 应 力 。 从 这 些 应 
力 可 以 得 到 式 (39. 31) 中 的 力 密度 f。 一 旦 知道 了 了 ,就 可 以 根据 式 (39. 26) 获 得 材料 的 加 
速度 六 , 这 会 告诉 我 们 位 移 将 如 何 变化 。 把 所 有 结果 都 聚集 在 一 起 , 便 会 得 到 关于 弹性 固 
体 的 可 怕 的 运动 方程 。 我 们 只 写 出 对 各 向 同性 材料 所 得 到 的 结果 。 如 果 你 用 式 (39. 20) 表 


示 Ss ,并 将 es 写成 去 (au zi 十 3u /ari), 则 你 最 后 会 得 到 这 样 一 个 矢量 方程 : 

















了 = QA+p) VC oa 十 kV (39.32) 


事实 上 ,你 能 够 看 出 /与 相 联 系 的 方程 必然 会 具有 这 种 形式 。 力 必然 取决 于 位 移 u 
的 二 次 微 商 。 由 wu 的 二 次 微 商 构成 矢量 的 到 底 有 哪些 呢 ? 其 一 是 V(V* u) , 那 是 一 个 真正 
的 矢量 , 仅 有 的 另 一 个 矢量 是 Yu, 因 此 最 普遍 的 形式 为 


f=aV(V:u +bVvu, 


它 就 是 式 (39. 32) ,只 是 常数 的 定义 不 同 而 已 。 你 可 能 会 觉得 奇怪 ,为 什么 我 们 没有 用 到 
VXVXw 作为 第 三 项 ,因为 它 也 是 一 个 矢量 。 但 要 记 住 , YXVXu 同 V(V .wu) 一 Vu 是 同 
一 件 事 ,因而 它 就 是 我 们 所 有 的 两 项 的 一 个 线性 组 合 。 把 它 加 进去 不 会 增加 任何 新 东西 。 
我 们 再 一 次 证 明了 各 向 同性 材料 只 会 有 两 个 弹性 常数 。 

对 于 这 种 材料 的 运动 方程 ,可 以 令 式 (39. 32) 等 于 pa*u/a2 一 一 目前 略 去 任何 像 重 力 那 
样 的 彻 体力 一 一 并 得 到 


p= Qt VV tev. (39. 33) 
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它 看 来 有 点 像 我 们 以 前 在 电磁 学 中 曾 有 过 的 波动 方程 式 ,只 不 过 有 一 个 附加 的 复杂 项 。 
对 于 弹性 处 处 相同 的 材料 , 按 下 述 办 法 可 以 弄 清楚 其 一 般 解 的 表现 形式 。 你 会 记得 , 任 
何 矢量 场 都 可 以 写成 两 矢量 之 和 :一 个 矢量 的 散 度 为 零 ; 另 一 个 矢量 的 旋 度 为 零 。 换 句 
话说 ,我 们 可 令 

= 十 ws， (39. 34) 


其 中 
Vm=0, VXw=0. (39. 35) 


用 uw 十 ws 代替 式 (39. 33) 中 的 wu, 我 们 得 
p32 fat: [um + us] = (十 Ap) V(V : w) + pV (wu + wu). (39. 36) 
可 以 通过 取 这 一 方程 的 散 度 而 消去 wm， 
po /aE (Vu) = (A+p) VV um) tpV: VE 
由 于 算 符 (Y ) 和 (VY ' ) 可 以 相互 交换 ,所 以 我 们 能 将 散 度 作为 一 个 公 因 子 提取 出 来 ,从 而 得 
V* paru /9t° — (A+ 2p) Vius| = 0. (39. 37) 


由 于 根据 定义 VX wu = 0, 所 以 整个 括号 | ”| 的 旋 度 也 等 于 零 ,因而 该 括号 本 身 就 恒 等 于 
零 , 即 
pa us [at = (十 20) Vi (39.38) 
这 是 以 速率 c* = VCA 二 2) 1p 运动 的 波 满足 的 矢量 波动 方程 。 由 于 的 旋 度 为 零 , 所 以 就 
没有 任何 剪 切 与 这 种 波 有 联系 。 这 种 波 正好 是 上 一 章 中 曾经 讨论 过 的 那 种 压缩 一 一 声音 型 
的 一 一 波 ,而 其 速度 就 恰恰 是 我 们 曾 求 得 的 cw 。 
同样 地 一 一 通过 取 式 (39. 36) 的 旋 度 一 一 我 们 能 够 证 明 wu 会 满足 方程 


po /9t* = p Vi. (39. 39) 


这 又 是 具有 速率 c* 二 Vp/p 的 波 之 矢量 波动 方程 。 由 于 V， wu 为 零 ,所 以 wu 不 会 产生 密度 
变化 ,这 个 矢量 wu 相当 于 上 一 章 中 我 们 曾 见 过 的 那 种 横 波 或 剪 切 型 波 ,而 cs 一 cwgw 。 

要 是 我 们 希望 知道 各 向 同性 材料 中 的 静 应 力 ,原则 上 可 以 通过 令 f 等 于 零 一 一 或 等 于 
像 来 自重 力 pg 的 那 种 静 彻 体力 一 一 在 与 施 于 该 大 块 材料 的 表面 上 的 力 有 关 的 一 些 条 件 下 ， 
求解 方程 式 (39. 32) 而 找到 。 这 比 电磁 学 中 的 相应 问题 更 困难 一 些 。 之 所 以 较 难 ,首先 由 于 
方程 的 处 理 稍微 困难 ;而 其 次 , 则 由 于 我 们 很 可 能 感 兴趣 的 弹性 体 的 形状 通常 更 加 复杂 。 在 
电磁 学 中 ,我 们 所 感 兴趣 的 常常 是 环绕 像 柱 体 \ 球 体 等 相对 简单 的 几何 形状 来 求解 麦克 斯 韦 
方程 组 ,因为 这 些 都 是 电学 设备 的 合适 形状 。 在 弹性 学 中 ,我 们 希望 分 析 的 东西 却 可 能 具有 
十 分 复杂 的 形状 一 一 像 曲 柄 钧 、 汽 车 里 的 曲轴 或 汽轮机 的 转子 。 应 用 我 们 以 前 曾 提 及 的 最 
小 能 量 原理 ,这 样 的 问题 有 时 可 以 通过 数值 计算 法 近似 地 算出 。 另 一 种 办 法 是 采用 物体 模 
型 ,利用 偏振 光 在 实验 上 测量 内 部 的 应 变 。 

工作 是 这 样 进行 的 : 当 一 种 透明 的 各 向 同性 材料 一 一 例如 ,一 种 像 留 西 特 那 样 的 透明 塑 
料 一 一 被 置 于 应 力 之 下 时 , 它 就 变 成 双 折射 。 如 果 你 使 偏振 光 穿 过 它 , 则 偏振 面 会 被 旋转 一 
个 与 应 力 有 关 的 角度 。 通 过 测量 这 个 旋转 角度 ,你 就 能 测 出 该 应 力 了 。 这 样 的 装置 看 起 来 
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会 如 图 39-6 所 示 的 样子 。 图 39-7 则 是 处 于 受 力 状态 下 的 复杂 形状 的 光 弹 模型 的 照片 。 





应 力 下 的 有 
机 玻璃 模型 





图 39-6 用 偏振 光 测量 内 应 力 图 39-7 从 两 块 互相 交叉 的 偏振 片 间 所 看 到 的 处 在 受 力 
状态 的 一 件 塑料 模型 [转载 自 Sears F W. Optics,1949] 


$39-4 非 弹 性 行为 


迄今 在 我 们 所 谈 及 的 一 切 情况 中 都 曾 假定 应 力 正比 于 应 变 ; 一 般 说 来 ,这 是 不 正确 的 。 
图 39-8 显示 一 种 可 延性 材料 的 典型 应 力 -应 变 曲线 。 
对 于 小 应 变 来 说 ,应 力 与 应 变 的 确 成 正比 。 可 是 ,最 
后 当 越过 了 某 一 点 之 后 ,应 力 与 应 变 的 关系 就 开始 与 
直线 有 所 偏离 了 。 就 许多 种 一 -我们 总 称 之 为 “用 
性 "的 一 材料 来 说 ,只 要 应 变 稍微 超过 该 曲线 开始 
麻 下 去 的 一 点 ,物体 就 会 破裂 。 一 般 说 来 ,在 该 应 力 - 
应 变 关系 中 还 有 其 他 复杂 性 。 例 如 , 若 你 使 一 物体 变 
形 , 则 应 力 最 初 可 能 会 很 高 ,但 随 着 时 间 推移 应 力 会 
慢 慢 降低 。 而 且 ,如 果 已 达到 了 高 的 应 力 ,但 还 未 达 
到 “破裂 "点 , 则 当 你 减少 应 变 时 ,应 力 将 会 沿 另 一 条 
曲线 返回 。 即 有 一 个 小 小 的 灌 后 效应 (类 似 我 们 在 磁 。 图 39-8 ”大 应 变 的 一 个 典型 应 力 -应 
性 材料 中 见 到 的 妃 和 开间 的 关系 曲线 )。 

材料 将 会 破裂 的 那个 应 力 , 一 种 材料 与 另 一 种 材料 的 差异 很 大 。 有 些 材 料 在 最 大 拉 伸 
应 力 达到 某 一 定 值 时 发 生 断 裂 , 另 一 些 材料 则 会 在 最 大 闽 切 应 力 达到 某 一 个 值 时 破裂。 粉 
笔 是 一 种 张力 比 剪 切 力 弱 得 多 的 材料 的 例子 。 如 果 你 拉 一 支 粉笔 的 两 端 ,粉笔 将 在 垂直 于 
所 加 应 力 的 方向 上 断裂 ,如 图 39-9(a) 所 示 。 之 所 以 在 垂直 于 外 加 力 的 方向 上 断裂 ,是 由 于 
粉笔 不 过 是 一 群 易于 拉 开 的 粒子 被 紧 压 在 一 起 而 已 。 然 而 ,这 一 材料 却 难于 发 生 切 变 ,因为 
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其 中 粒子 会 彼此 互相 妨碍 。 现 在 你 会 记 起 , 当 有 一 根 棒 处 于 扭转 中 时 , 则 环绕 着 它 各 点 都 存 
在 剪 切 力 。 并 且 , 也 曾经 证 明 过 , 剪 切 应 力 等 效 于 拉 伸 应 力 与 压力 在 45" 角 上 的 组 合 。 由 于 这 
些 原因 ,如 果 你 扭转 一 支 黑 板 上 用 的 粉笔 , 它 将 沿 着 与 轴 成 45* 角 开始 的 一 个 复杂 的 面 破裂 。 
一 支 这 样 破裂 了 的 粉笔 的 照片 如 图 39-9(b) 所 示 ,粉笔 是 在 拉 伸 应 力 最 大 的 地 方 破裂 的 。 





(a) (b) 


图 39-9 (a) 两 端 受 拉力 而 断裂 的 一 支 粉 笔 ;(b) 因 扭转 而 断裂 的 粉笔 


别 的 材料 表现 出 奇特 而 复杂 的 行为 。 材 料 越 复杂 ,其 行为 就 越发 有 趣 。 如 果 取 一 条 莎 
纶 头巾 ,把 它 揉 皱 成 一 团 ,并 将 其 投掷 到 桌面 上 , 则 它 将 会 缓慢 地 自己 舒展 开 来 从 而 恢复 它 
原来 的 平坦 形式 。 乍 看 起 来 ,我 们 也 许 总 会 以 为 是 惯性 在 阻碍 着 它 回复 原来 的 形状 。 然 而 ， 
简单 的 计算 表明 ,惯性 对 于 解释 该 效应 小 了 好 几 个 数量 级 。 似 乎 存在 两 种 重要 的 互相 对 抗 
的 效应 :材料 内 部 “ 某 种 东西 "会 “记得 " 它 原先 有 过 的 形状 ,并 “力图 "恢复 原样 ;但 另外 某 种 
东西 “更 喜欢 "新 的 形状 ,而 “阻止 " 回 到 原先 的 形状 上 去 。 

我 们 将 不 尝试 去 描写 莎 纶 塑料 中 起 作用 的 那 种 机 制 ,但 你 可 从 下 述 模型 中 获得 关于 这 
种 效应 怎么 可 能 发 生 的 一 些 概念 。 假 设 你 想象 一 种 材料 , 它 由 长 而 柔顺 但 却 坚 韦 的 纤维 与 
充满 着 黏 清 性 液体 的 某 些小 孔 互 相 混合 在 一 起 而 构成 。 也 想象 从 一 个 孔 到 邻近 的 孔 存 在 一 
些 狭窄 的 通道 使 得 液体 能 够 从 一 个 孔 缓慢 地 渗入 邻近 的 孔 。 当 我 们 揉 皱 一 片 这 样 的 材料 
时 ,使 那些 长 纤维 变 了 形 ,把 在 一 处 小 孔 里 的 液体 挤 压 出 来 而 逼 进 到 那些 正 被 拉 伸 着 的 其 他 
小 孔 中 去 ,在 我 们 把 那 片 材料 释放 后 ,长 纤维 会 试图 恢复 它们 原来 的 形状 。 但 这 样 做 时 , 必 
须 迫 使 液体 回 到 原先 的 位 置 上 去 一 一 由 于 黏 澡 性 的 缘故 这 将 进行 得 相当 慢 。 在 我 们 将 该 片 
东西 抒 皱 时 所 加 之 力 , 比 起 由 那些 纤维 所 施 之 力 要 大 得 多 。 我 们 能 够 迅速 地 将 其 揉 皱 ,但 恢 
复 的 过 程 就 较为 缓慢 了 。 这 无 疑 是 那些 大 而 强硬 的 分 子 与 一 些 较 小 而 易 移动 的 分 子 在 莎 纶 
头巾 中 的 组 合 是 造成 它 行为 的 主要 原因 。 这 一 概念 也 符合 下 列 事实 :材料 在 温暖 时 会 比 寒 
冷 时 更 迅速 地 恢复 到 它 原 来 的 形状 一 一 热量 增加 了 较 小 分 子 的 可 动 性 (降低 了 黏 清 性 ) 。 

虽然 我 们 刚才 正在 讨论 胡 克 定律 为 何 会 失灵 ,但 引 人 注 目 之 处 或 许 不 是 胡 克 定律 对 于 
大 的 应 变 会 发 生 失灵 ,而 是 它 总 是 很 普遍 地 成 立 。 我 们 通过 考察 材料 中 的 应 变 能 量 可 以 获 
得 这 事情 为 什么 会 这 样 的 某 些 概念 。 提 出 应 力 正 比 于 应 变 , 同 提出 应 变 能 量 随 应 变 的 平方 
而 变化 ,是 同一 回 事 。 假 设 把 一 根 棒 扭 转 了 小 角度 ,如果 胡 克 定律 正确 , 则 应 变 能 量 应 当 
与 9 的 平方 成 正比 。 如 果 我 们 假定 这 个 能 量 为 旋转 角度 的 任意 函数 , 那 就 可 以 把 它 写成 关 
于 零 角度 的 泰勒 展开 式 : 
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U(0) = U(0) +U'(0)0+ 0"(0)F + BU"(0)F + (39. 40) 
转 矩 等 于 U 对 角度 的 微 商 ,我 们 应 有 
(0) = U'(0) +U"(0)0+ 去 U"(0)F 十 …… (39.41) 


现在 , 若 从 那 平 衡 位 置 度量 我 们 的 角度 , 则 第 一 项 为 零 ,因而 第 一 个 留 下 的 项 是 与 9 成 正比 
的 。 而 对 于 足够 小 的 角度 , 它 将 比 含 8 的 项 占有 明显 优势 [事实 上 ,材料 内 部 是 足够 对 称 
的 ,以 致 c(0) = 一 r( 一 9), 于 是 这 个 含 F 的 项 便 将 为 零 ,因而 与 线性 的 偏离 就 只 会 来 自 那 
的 项 了 。 然 而 ,为 什么 这 对 于 压缩 和 伸张 都 应 该 正确 ,就 找 不 出 理由 来 了 ]。 我 们 还 未 加 以 
解释 的 事情 在 于 ,为 什么 材料 往往 会 在 那些 高 阶 项 变 得 重要 之 后 就 立即 断裂 。 


$39-5 计算 弹性 常量 


作为 有 关 弹 性 学 的 最 后 一 个 论题 ,我们 想 要 指明 ,从 构成 材料 原子 的 性 质 的 某 些 知识 着 
手 , 人 们 如 何 才能 试图 算出 材料 的 弹性 常量 来 。 我 们 将 仅仅 考虑 像 氧化 钠 那 样 的 离子 立方 
晶体 的 简单 情况 。 当 一 晶体 被 变形 时 , 它 的 体积 和 形状 都 会 发 生变 化 。 这 种 变化 导致 晶体 
中 势能 的 增加 。 要 算出 这 应 变 能 量 的 变化 ,得 先 
弄 清 楚 每 个 原子 的 去 处 。 在 一 些 复杂 晶体 中 , 原 
子 将 按 十 分 复杂 的 方式 把 它们 自己 安排 在 晶 格 
中 ,以 便 使 其 总 能 量 尽 可 能 地 小 ,这 使 得 对 应 变 能 
量 的 计算 相当 困难 。 然 而 ,在 简 立 方 晶体 的 情况 
下 ,不 难看 到 将 会 发 生 的 情况 。 晶 体内 部 的 形变 
在 几何 上 将 与 晶体 外 部 边界 的 形变 相似 。 

我 们 能 够 用 下 述 方法 算出 立方 晶体 的 弹性 常 
量 。 首 先 , 我 们 设想 在 晶体 中 每 一 对 原子 之 间 的 
某 个 力学 定律 。 然 后 ,计算 出 当 晶体 离开 其 平衡 
状态 而 发 生 形变 时 其 中 内 能 的 变化 。 这 向 我 们 提 
供 了 一 个 能 量 与 包含 所 有 应 变 的 平方 之 间 的 关 
系 。 将 用 这 种 方法 得 到 的 能 量 与 式 (39. 13) 相 比 
较 , 就 能 够 把 每 一 项 的 系数 看 作 是 弹性 常量 Cow 。 

在 我 们 的 例子 中 ,将 设想 一 个 简单 的 力 的 定 
律 :两 相 邻 原子 之 间 的 力 是 中 心力 , 意 指 力 的 作 
用 沿 着 两 原子 间 的 连 线 。 应 该 预期 ,离子 晶体 中 
的 力 与 此 相 类 似 ,因为 它们 基本 上 都 只 是 库仑 力 
( 共 价 键 力 往往 较为 复杂 ,因为 它们 能 够 对 相 邻 原 
子 作用 一 个 侧 向 的 推力 ,我 们 将 不 考虑 这 种 复杂 
性 )。 我 们 也 将 仅仅 包括 每 个 原子 与 其 最 近邻 及 
次 近邻 原子 之 间 的 作用 力 。 换 名 话说 ,我 们 将 做 。 图 39-10 (a) 我 们 正 考虑 的 原子 间 的 相互 
一 种 近似 , 即 略 去 所 有 超过 次 近邻 的 力 。 在 zy 平 。 作用 力 ;(b) 各 原子 由 弹簧 联系 起 来 的 模型 
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面 上 将 计 入 的 力 如 图 39-10(a) 所 示 。 当 然 ,在 yz 和 zz 两 平面 上 的 相应 的 力也 得 包括 进去 。 

由 于 我 们 只 对 适用 于 小 应 变 的 弹性 常量 感 兴趣 ,因而 就 只 需要 在 能 量 中 随 应 变 的 平方 
变化 的 项 ,所 以 就 可 以 想象 每 一 对 原子 之 间 的 作用 力 是 随 位 移 线性 地 变化 的 。 于 是 ,我 们 还 
可 以 设想 ,每 一 对 原子 由 一 条 线性 弹簧 联系 着 ,如 图 39-10(b) 所 示 。 所 有 连接 钠 原子 与 毛 
原子 间 的 弹簧 都 应 具有 相同 的 弹性 常量 ,比方 说 已。 在 两 个 钠 原 子 间 和 两 个 氧 原子 间 的 弹 
簧 可 能 具有 不 同 的 常量 ,但 将 通过 把 它们 取 作 相 等 而 使 讨论 较 简单 ,我 们 将 统称 之 为 (在 
知道 了 计算 如 何 进行 之 后 ,就 可 以 在 以 后 的 计算 中 取 不 同 的 人 值 )。 

现在 假定 晶体 的 形变 是 由 应 变 张 量 。 描述 的 均匀 应 变 产 生 的 。 在 一 般 情况 下 , 它 将 具 
有 与 +, y 和 z 有 关 的 各 种 分 量 ,但 现在 我 们 将 仅仅 考虑 具有 e= ，ew 和 ew 这 三 个 分 量 的 应 
变 , 以 便 易于 对 它 进行 想象 。 如 果 我 们 挑 出 一 个 原子 作为 原点 , 则 其 他 每 个 原子 的 位 移 都 可 
由 像 式 (39. 9) 那 样 的 方程 来 给 出 : 





Ws 一 ee 工 十 emy， 
(39. 42) 
Wy = eu 十 emy- 
假设 把 那个 在 zx = y = 0 处 的 原子 叫做 “1 号 原子 ”, 并 如 图 39-11 所 示 的 那样 对 它 在 zy 平 
面 上 的 一 些 近邻 也 加 上 号 码 。 又 把 晶 格 常数 称 为 ,我 们 便 得 到 列 于 表 39-1 中 的 那些 z 方 
向 和 y 方向 的 位 移 ws 和 xy。 





图 39-11 1 号 原子 的 最 近邻 及 次 近邻 原子 的 位 移 (被 夸大 了 的 ) 


现在 可 以 计算 储藏 于 那些 弹簧 中 的 势能 , 即 /2 乘 以 每 一 条 弹簧 的 伸 长 的 平方 。 例 如 ， 
在 原子 1 与 原子 2 间 的 水 平 弹簧 中 的 能 量 为 


大 (eea) 


(39. 43) 
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注意 作为 一 级 近似 ,原子 2 的 y 方 向 位 移 并 不 改变 连接 原子 1 与 原子 2 间 弹 簧 的 长 度 。 然 
而 ,要 获得 一 条 像 连接 到 原子 3 的 那 种 对 角 线 弹簧 的 应 变 能 量 ,就 必须 算出 由 于 水 平方 向 和 
垂直 方向 两 个 位 移 所 引起 的 长 度 改变 。 对 于 偏离 原来 的 立方 体 的 微小 位 移 来 说 ,我 们 可 以 
把 到 达 原 子 3 距离 的 改变 写成 we 和 vv 在 对 角 线 方向 上 的 分 量 之 和 , 即 
1 
V2 


利用 从 表 上 得 到 的 w 和 w, 值 , 便 可 获得 能 量 


(us + wu,). 





外 [tw ka z 
人 ( 霹 ) = (es 十 ex 十 co 十 cm) (39. 44) 


对 于 在 zy 平面 上 的 所 有 弹簧 的 总 能 量 , 我 们 需要 像 式 (39. 43) 和 (39. 44) 那 样 的 八 个 
项 之 和 , 称 这 一 能 量 为 U。, 则 有 


,一 委 ( 轴 扣 二 全 (es 十 ew 十 es 十 em 十 如 的 十 名 (em 一 c 一 中 十 co 用 十 和 村 
十 管 (ee 十 ew 十 es 十 eg 十 和 的 十 名 (es 一 ex 一 es 十 oo) (39.45) 


表 39-1 





0 
era 
(em +eo)a (ex + em)a 
ma ea 
(一 ce 十 co)a (一 二 em)a 


一 ema 一 ema 


一 (ee 十 co)a 一 (ex 十 co)a 


一 coa 一 ena 


(ee 一 co)a (ex — er)a 





为 了 获得 与 原子 1 连接 的 所 有 弹簧 的 总 能 量 , 还 必须 对 式 (39. 45) 中 的 能 量 再 添加 一 
项 。 虽 然 我 们 只 有 应 变 的 z 方 向 和 2? 方向 分 量 , 但 仍然 有 在 zy 平面 以 外 的 ,与 次 近邻 相 联 
系 的 某 些 能 量 ,这 附加 的 能 量 就 是 


如 (eaz 十 epaz). (39. 46) 
弹性 常量 与 能 量 密度 w 由 式 (39. 13) 相 联系 。 我 们 已 计算 出 来 的 能 量 是 与 一 个 原子 联 


系 着 的 能 量 ,更 确切 地 说 ,是 每 个 原子 能 量 的 两 倍 ,因为 每 条 弹簧 能 量 的 一 半 必 须 分 配给 连 
接着 的 两 个 原子 中 的 每 一 个 。 由 于 单位 体积 里 共有 1 /ar 个 原子 ,所 以 w 与 U 的 关系 为 


_ Un 


2a™ 


要 求 出 弹性 常量 Cow ,只 需 完全 写 出 式 (39. 45) 中 的 那些 平方 项 一 一 再 加 上 式 (39. 46) 
的 那些 项 一 一 并 把 esew 的 系数 同 式 (39. 13) 中 的 相应 系数 做 比较 。 例 如 ,把 含有 es 和 e% 项 


w 
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都 搜集 起 来 ,我们 得 到 因子 





(k++ 2k2)a?, 


因而 
一 和 十 2kz 


Ce 一 Com = 
对 于 剩 下 来 的 项 ,就 有 一 点 儿 复杂 了 。 由 于 我 们 不 能 够 把 如 eae, 这样 的 两 项 之 积 与 eye 
区 别 开 来 ,所 以 在 这 里 的 能 量 表 式 中 这 种 项 的 系数 就 等 于 式 (39. 13) 中 这 两 项 之 和 。 在 式 
(39.45) 中 e=ew 的 系数 为 2k, ,因而 我 们 有 


(Caw + Coes) = 约 . 


但 由 于 在 我 们 的 晶体 中 的 对 称 性 , C= 二 Css , 因而 就 有 


按照 相似 步骤 ,也 可 以 得 到 


Co = Crx 一 


最 后 你 们 将 注意 到 ,任何 包含 z 或 y 只 有 一 次 的 项 都 为 零 一 和 上 面 根据 对 称 性 的 论证 得 
出 的 结论 相同 。 把 上 述 结果 综合 如 下 : 


(39.47) . 


我 们 已 能 够 把 大 块 材料 的 弹性 常量 与 由 常量 和 表现 出 来 的 那些 原子 性 质 联系 了 
起 来 。 在 我 们 的 特殊 情况 中 , Co 二 Cay,。 结 果 是 一 一 正如 你 也 许 会 从 计算 所 要 的 方法 中 
看 到 的 一 一 对 于 立方 晶体 来 说 ,这 些 项 始终 相等 ,不 管 被 计 及 的 力 项 共有 多 少 ,只 要 力 的 作 
用 沿 着 每 对 原子 间 的 连 线 一 一 这 就 是 说 ,只 要 存在 于 原子 之 间 的 力 是 像 弹簧 那样 的 力 ,而 不 
是 你 也 许 会 从 一 根 悬 梁 那 里 得 到 的 (以 及 你 在 共 价 键 中 所 确实 得 到 的 ) 那 种 具有 侧 向 部 分 
的 力 。 

我 们 可 以 用 测定 弹性 常量 的 实验 结果 来 核对 这 个 结论 。 在 表 39-2 中 所 给 出 的 是 若干 
种 立方 晶体 的 三 个 弹性 系数 的 观测 值 ”。 你 将 会 注意 到 ,Cs 与 Cs, 一般 不 相等 。 原 因 
是 ,在 像 钠 和 钾 那 些 金属 中 原子 间 的 力 , 并 不 如 同 我 们 在 上 述 模型 中 所 假定 的 那样 沿 连 接 原 


* 在 文献 中 你 将 常常 发 现 使 用 不 同 符号 的 表示 方法 。 比 如 ,人 们 往往 写成 C-- 一 Cu, Cssys = Ci 和 


Co = Gu。 
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子 的 直线 。 金 刚 石 也 不 服从 该 定律 ,因为 在 金刚 石 内 的 力 是 共 价 力 , 具 有 某 种 方向 性 一 一 那 
些 键 会 更 喜欢 处 在 四 面体 角 内 。 像 氟 化 锂 :氧化 钠 那样 的 离子 晶体 ,的确 几 乎 具有 我 们 在 模 
型 中 所 假定 的 全 部 物理 性 质 ,因而 C= 和 C。-* 就 几乎 相等 。 但 不 清楚 为 什么 氢化 银 会 不 满 
足 C= 二 Co 这 一 条 件 。 


表 39-2” 立方 晶体 的 弹性 模 量 (以 10:2dyn。 cm 为 单位 ) 


| 
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第 40 章 干 水 的 流动 
$40-1 流体 静 力 学 


流体 ,特别 是 水 的 流动 这 一 课题 使 每 个 人 都 着 迷 。 我 们 均 能 记 起 自己 小 时 候 , 在 澡 盆 里 
或 在 泥浆 水 坑 里 与 那 种 奇怪 的 东西 玩 要 。 当 我 们 逐渐 长 大 时 , 便 会 注视 着 河流 、 瀑 布 以 及 旋 
涡 水 塘 , 因 而 被 这 种 相对 于 固体 来 说 似乎 像 是 活生生 的 物质 所 迷 住 。 流 体 的 行为 在 许多 方 
面 都 很 出 人 意外 并 且 十 分 有 趣 一 一 它 是 本 章 和 下 一 章 的 课题 。 在 街 上 一 个 小 孩子 企图 阻塞 
一 股 小 水 流 的 努力 ,以 及 他 对 水 确定 它 的 道路 的 那 种 奇特 方式 所 感到 的 惊异 ,与 我 们 多 年 来 
为 理解 流体 流动 所 做 的 努力 很 类 似 。 我 们 试图 依靠 获得 的 描述 流动 的 那些 定律 和 方程 
式 一 一 以 我 们 的 理解 一 一 来 筑 坝 拦 水 。 我 们 将 在 这 一 章 中 描述 这 些 尝 试 。 而 在 下 一 章 中 ， 
将 描述 水 如 何 会 冲 出 水 坝 以 及 使 我 们 理解 它 的 努力 落空 的 那 种 独特 方式 。 

假定 你 们 都 已 熟悉 了 水 的 基本 性 质 。 区 别 流体 与 固体 的 一 个 主要 性 质 就 是 流体 不 能 维 
持 任 意 长 的 时 间 切 应 力 。 如 果 我 们 对 流体 作用 一 剪 切 力 , 则 它 将 在 这 剪 切 力作 用 下 运动 。 
像 蜂 蜜 那样 较 稠 的 液体 , 比 起 像 空气 或 水 的 流体 来 就 不 那么 容易 流动 。 对 一 流体 量度 其 屈 
服 的 难 易 程度 的 乃 是 它 的 黏 汪 性 。 在 本 章 中 ,我 们 将 只 考虑 其 中 黏 清 效 应 可 以 忽略 的 那些 
情况 , 黏 汪 效 应 将 在 下 一 章 中 考虑 。 

我 们 将 从 考虑 流体 静 力 学 , 即 静止 时 的 流体 理论 开始 。 当 流体 静止 时 ,就 没有 任何 剪 切 
力 (甚至 对 于 黏 滞 性 液体 亦 然 )。 因 此 ,流体 静 力 学 的 定律 是 :应 力 总 是 垂直 于 流体 内 的 任何 
一 个 面 。 单 位 面积 的 这 个 法 向 力 叫做 压强 。 从 静止 流体 中 不 存在 剪 切 力 这 一 事实 出 发 ,就 
可 以 推断 出 压 应 力 在 所 有 方向 都 相等 (图 40-1)。 我 们 将 让 你 们 自己 娱乐 一 下 , 即 证 明 若 在 
流体 中 的 任 一 个 面 上 都 没有 剪 切 力 , 则 压强 在 任何 方向 必然 相同 。 

流体 中 的 压强 可 以 逐 处 变化 。 例 如 ,在 地 
球 表面 的 静 流体 中 ,压强 将 由 于 流体 的 重量 而 
随 高 度 变化 。 如 果 该 流体 的 密度 被 认为 不 变 ， 
并 且 如 果 把 某 个 任意 零 水 平面 处 的 压强 称 为 
如 (图 40-2), 则 在 水 平面 以 上 高 度 为 h 处 的 压 
强 就 是 = po 一 pgh, 其 中 g 为 单位 质量 的 重 
力 。 因 此 ,组 合 





p+peh 
在 静止 流体 中 是 一 恒 量 。 这 个 关系 式 是 你 们 熟 





图 40-1 在 一 静止 流 体 中 ,作用 于 任何 夫 面 
上 的 单位 面积 的 力 与 该 面 委 直 ,并 且 对 于 面 。 悉 的 ,但 现在 要 来 导出 一 个 把 上 式 作为 一 种 特 


的 所 有 取向 都 相同 殊 情 况 的 、 更 为 普遍 的 结果 。 
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呈 pra 
Ay 
x Ax x+Ax 
图 40-2 在 一 静止 液体 中 的 压强 图 40-3 作用 于 立方 体 上 的 净 压 力 为 单位 体积 的 一 Vp 


和 如果 考虑 水 的 一 个 小 立方 体 ,那么 作用 于 其 上 的 来 自 压 强 方面 的 净 力 是 什么 呢 ? 因 为 
在 任何 地 方 压强 在 各 个 方向 都 相同 ,所 以 仅 由 于 压强 的 逐 点 变化 就 能 够 产生 单位 体积 中 的 
净 力 。 假 设 压强 在 z 方向 上 是 变化 的 一 一 而 我 们 所 选取 的 各 坐标 轴 方向 都 平行 于 该 立方 
体 的 各 边 。 这 样 作用 于 z 处 面 上 的 压强 就 会 提供 pAyAz 的 力 (图 40-3) ,而 在 z 十 Az 处 面 
上 的 压强 则 提供 一 [p 十 (3p /zx)Az]AyAz 的 力 ,因而 净 力 为 一 (3p /3z)ArAyAz。 如 果 我 
们 考虑 这 一 立方 体 的 其 余 各 对 表面 , 则 不 难看 出 ,单位 体积 的 压力 为 一 哆 。 若 除 此 之 外 还 
有 别 种 力 一 一 诸如 重力 一 一 则 该 压力 就 必须 抵消 它们 才能 得 到 平衡 。 

让 我 们 考虑 这 种 附加 力 可 以 由 一 势能 来 加 以 描述 的 情况 ,就 像 在 重力 情况 下 它 应 该 是 
正确 的 那样 ,我们 将 令 # 代表 单位 质量 的 势能 (比如 ,对 于 重力 ,# 就 恰好 是 gz。) 单 位 质量 的 
力 通过 一 V# 用 势 表 出 ,因而 若 o 为 流体 密度 , 则 单位 体积 中 的 力 就 是 一 p 路 。 对 于 平衡 的 情 
况 来 说 ,单位 体积 的 这 种 力 加 上 单位 体积 压强 方面 的 力 就 必然 为 零 : 


—W—pW=0. (40. 1) 


式 (40.1) 就 是 流体 静 力学 的 方程 。 在 二 般 情 况 下 , 它 没有 解 。 若 密度 在 空间 中 按 任意 方式 
变化 ,就 没有 办 法 使 得 这 些 力 互相 抵消 ,因而 该 流体 就 不 可 能 处 于 静 平衡 之 中 。 此 时 对 流 将 
开始 出 现 。 我 们 从 这 一 方程 就 可 以 清楚 地 看 出 ,因为 压强 项 是 一 纯粹 梯度 ,而 对 于 可 变 的 p 
那里 的 另 一 项 并 不 是 梯度 。 只 有 当 p 是 常数 时 ,该 势能 项 才 是 纯粹 梯度 。 此 时 方程 就 有 解 


户 十 p$ 一 常数 . 


另 一 种 容许 流体 静 力 平衡 的 可 能 性 是 ,p 仅 为 p 的 函数 。 然 而 ,我 们 将 放下 流体 静 力学 这 一 
课题 ,因为 它 与 流体 运动 时 相 比 远 不 是 那么 有 趣 。 


$40-2 运动 方程 


首先 ,我 们 按照 一 种 纯 抽 象 的 、 理 论 的 方式 来 讨论 流体 的 运动 ,然后 才 考虑 一 些 特殊 例 
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子 。 要 描述 流体 的 运动 ,我们 必须 给 出 它 在 每 一 点 上 的 性 质 。 比 方 ,在 不 同 地 方 , 水 (让 我 们 
称 该 流体 为 "水 " 吧 ) 以 不 同 的 速度 在 运动 。 因 此 ,要 确定 流动 的 特性 ,就 必须 给 出 任何 时 刻 
处 于 每 一 点 的 速度 的 三 个 分 量 。 如 果 能 够 找到 确定 速度 的 方程 式 ,那么 我 们 就 可 能 知道 流 
体 在 所 有 时 刻 是 怎样 运动 的 了 。 然 而 ,速度 并 非 流体 所 具有 的 逐 点 变化 的 唯一 性 质 。 我 们 
刚才 已 讨论 过 压强 的 逐 点 变化 ,此 外 还 有 其 他 各 种 变量 ,可 能 也 存在 密度 的 逐 点 变化 。 并 
且 , 该 流体 可 能 是 一 导体 ,其 中 载 有 在 大 小 和 方向 上 都 逐 点 变化 的 密度 为 j 的 电流 ,还 可 能 
存在 逐 点 变化 着 的 温度 或 磁场 ,等 等 。 因 此 ,用 以 描述 整个 情况 所 需 的 场 的 数目 就 将 取决 于 
问题 到 底 有 多 么 复杂 。 当 其 中 的 电流 和 磁场 对 于 确定 流体 行为 起 主要 作用 时 就 会 出 现 一 些 
有 趣 的 现象 ,这 个 学 科 称 为 磁 流 体 动力 学 ,目前 正 受 到 极 大 注意 。 然 而 ,我 们 将 不 讨论 这 些 
较 复杂 的 情况 ,因为 在 复杂 性 较 低 的 水 平 上 就 已 经 有 一 些 有 趣 的 现象 ,而 即使 在 这 种 较 初 级 
的 水 平 也 将 是 足够 复杂 的 。 

我 们 将 考虑 其 中 既 没 有 磁场 也 没有 导电 性 的 那 种 情况 ,并 且 不 必 对 温度 操心 ,因为 我 们 
将 假定 密度 和 压强 会 按照 唯一 的 方式 确定 任何 一 点 的 温度 。 事 实 上 ,我 们 将 通过 做 出 密度 
不 变 的 假定 一 一 设想 该 流体 基本 上 是 不 可 压缩 的 一 一 以 减少 工作 的 复杂 性 。 换 句 话说 ,我 
们 是 在 假定 压强 变化 是 这 样 的 小 ,以 致 由 其 产生 的 密度 变化 可 以 忽略 不 计 。 如 果 情 况 不 是 
这 样 , 则 将 遇 到 越 出 这 里 即将 要 加 以 讨论 的 范围 之 外 的 一 些 现象 一 一 比如 说 ,声音 或 冲击 波 
的 传播 。 我 们 已 在 某 种 程度 上 讨论 过 声波 和 冲击 波 的 传播 ,因而 现在 将 通过 做 出 密度 p 是 
一 恒 量 的 近似 ,把 我 们 关于 流体 动力 学 的 考虑 与 这 些 其 他 现象 隔离 开 来 。 不 难 判定 ,p 不 变 
的 近似 何 时 才 是 一 个 好 的 近似 。 我 们 可 以 说 , 若 流动 速度 比 流体 中 的 声波 的 速率 小 得 多 , 则 
无 需 担心 密度 的 变化 。 水 在 我 们 尝试 理解 它 的 过 程 中 所 做 的 逃避 与 密度 恒定 的 近似 无 关 。 
那些 的 确 容许 逃避 的 复杂 性 将 在 下 一 章 中 讨论 。 

在 有 关 流 体 的 普遍 理论 中 ,人 们 必须 从 联系 压强 和 密度 的 物 态 方程 出 发 。 在 我 们 的 近 
似 中 ,这 个 物 态 方程 仅 是 








P 二 常数. 
于 是 ,这 就 是 关于 各 变量 的 第 一 个 关系 式 。 下 一 个 关系 式 表示 物质 守恒 一 一 若 物质 从 某 一 
点 流出 , 则 所 遗留 下 来 的 量 中 就 一 定 有 所 减少 。 设 流体 的 速度 为 ", 则 单位 时 间 流 经 单位 表 
面积 的 质量 就 是 pw 垂直 于 该 面 的 分 量 。 在 电学 中 我 们 曾 有 过 一 个 相似 的 关系 式 。 从 电学 
中 也 已 知道 ,这 个 量 的 散 度 会 给 出 单位 时 间 内 密度 的 减少 率 。 同 样 ,方程 


v(m) =—F (40.2) 


表示 流体 质量 的 守恒 , 它 是 流体 动力 学 中 的 连续 性 方程 。 在 我 们 的 近似 、 即 在 不 可 压缩 流体 
的 近似 下 ,p 是 恒 量 ,因而 连续 性 方程 就 简单 地 为 


V:v=0. (40.3) 


流体 速度 "一 一 像 磁场 下 那样 一 一 具有 零散 度 (流体 动力 学 方程 往往 酷似 电动 力学 方程 ,这 
就 是 为 什么 我 们 要 先 学 习 电动 力学 的 缘故 。 有 些 人 却 从 相反 方面 论证 ,认为 人 们 应 先 学 习 流 
体 动力 学 ,以 便 此 后 能 更 易于 理解 电学 。 可 是 电动 力学 实际 上 要 比 流体 动力 学 容易 得 多 )。 
我 们 将 从 牛顿 定律 得 到 下 一 个 方程 ,而 牛顿 定律 告诉 我 们 速度 是 如 何 由 于 力 的 作用 而 发 
生变 化 的 。 流 体 中 一 个 体积 元 的 质量 乘 以 其 加 速度 必定 等 于 作用 在 此 体积 元 上 的 力 。 取 一 个 
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单位 体积 元 ,并 将 单位 体积 所 受 的 力 写成 了 , 便 有 
pX (加 速度 ) = 了 . 


我 们 将 把 这 个 力 密度 写成 下 述 三 项 之 和 。 曾 经 讨论 过 作用 于 单位 体积 上 的 压力 为 一 殉 。 
此 外 ,还 有 从 远 处 作用 着 一 一 像 重力 或 电力 那样 一 的 一 些 “ 外 ” 力 。 当 它们 是 具有 单位 质 
量 势 $ 的 保守 力 时 ,它们 就 会 给 出 力 密度 一 p VW#( 若 这 些 外 力 并 非 保守 力 , 则 必须 把 单位 体 
积 的 外 力 写成 fy )。 因 此 ,存在 另 一 种 单位 体积 的 “内 " 力 , 它 是 由 于 在 流动 的 流体 中 也 可 
能 存在 剪 切 应 力 的 事实 引起 的 。 这 被 称 为 黏 滞 力 ,我 们 将 把 它 写 成 fss 。 于 是 ,流体 的 
运动 方程 就 是 
PX (加 速度 ) = 一 Vp 一 pV$ 十 fn. (40. 4) 

在 本 章 中 ,我们 将 假定 液体 是 “稀薄 "的 ,这 是 在 黏 滞 性 不 重要 的 意义 上 说 的 ,从 而 将 略 
去 fw 。 当 去 掉 这 一 黏 滞 项 时 ,我 们 就 正在 做 出 这 样 一 种 近似 , 即 所 描写 的 乃 是 某 种 理想 
材料 而 并 非 真正 的 水 。 汉 “ 诺 伊 最 就 曾 深切 地 意识 到 当 没有 这 一 黏 滞 项 与 有 这 一 项 时 所 发 
生 的 巨大 差别 ,而 他 也 意识 到 ,在 直到 约 1900 年 时 流体 动力 学 的 大 部 分 发 展 中 ,几乎 主要 的 
兴趣 都 集中 在 求解 具有 这 个 近似 \ 而 几乎 与 实际 流体 毫 无 关系 的 那些 漂亮 的 数学 问题 上 。 
他 把 从 事 这 种 分 析 的 理论 家 标志 为 研究 “ 干 水 "的 人 们 。 这 样 的 分 析 不 考虑 流体 的 基本 性 
质 。 正 是 因为 我 们 在 本 章 的 计算 中 都 要 忽略 这 一 性 质 ,所 以 才 给 它 “ 干 水 的 流动 ”这么 一 个 
标题 。 我 们 把 对 真实 的 水 的 讨论 推迟 到 下 一 章 去 。 

如 果 不 考虑 fsn , 则 在 式 (40.4) 中 除了 关于 加 速度 的 表示 式 以 外 ,我 们 就 有 了 所 需 的 
一 切 。 你 或 许 会 认为 ,关于 流体 质点 的 加 
速度 公式 会 十 分 简单 ,因为 似乎 很 明显 ， ay 
若 " 是 流体 中 一 个 质点 在 某 处 的 速度 ， Ee 
则 加 速度 该 不 过 是 39v/9: 罢了 。 但 这 并 
不 对 一 一 而 且 是 由 于 某 一 相当 微妙 的 原 
因 。 微 商 2v/9t 是 在 空间 一 个 固定 点 的 束 
度 y(z,y, zx, t) 的 变化 率 。 我 们 所 需要 
的 却 是 关于 流体 一 个 特定 部 分 的 速度 变 
化 有 多 快 。 试 想象 对 其 中 一 滴水 用 有 色 
斑点 来 标明 ,以 便 能 够 对 它 进行 观察 。 在 图 40-4 一 流体 质点 的 加 速度 
一 个 小 的 时 间 间 隔 At 内 ,这 一 滴水 将 移 
动 至 一 个 不 同 的 位 置 。 如 果 该 滴水 正在 沿 某 一 如 图 40-4 所 示意 的 路 径 运动 , 则 它 可 能 在 
At 内 从 PP 移动 至 P,。 事 实 上 , 它 将 在 z 方 向 移动 量 v.At, 在 y 方 向 移动 量 v,At, 并 在 z 方 
向 移动 量 v.At。 我 们 看 到 , 若 v(x,y, z, t) 为 时 刻 + 在 (x, y, z) 处 的 流体 质点 的 速度 , 则 
这 同一 质点 在 :十 At 时 刻 的 速度 由 v(z 十 Ax, y 十 Ay, < 十 Az, t 十 At) 给 出 ,其 中 

ArT=vAt, Ay= vAt, Az= vAt. 
根据 偏 微 商 的 定义 一 一 回顾 式 (2.7) 一 一 我 们 对 它 展 开 至 第 一 级 ,有 
yw(z 十 mwAt， y+v,At, z+ vAt, t+ At) 





ay ay ay ay 
= vr, y, z, 1) TA gr Att A 元 人 
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因而 加 速度 Av/At 为 


可 以 用 算 符 形式 将 这 个 式 一 一 把 V 当 成 一 个 矢量 看 待 一 一 写成 

CO V)r 二 避 (40.5) 
注意 ,即使 av/at = 0, 以 致 在 给 定点 的 速度 不 再 变化 ,但 仍 可 能 有 加 速度 。 作 为 一 个 例子 ， 
以 恒定 速率 沿 一 圆周 流动 着 的 水 正在 作 加 速 运动 ,尽管 在 一 给 定点 的 速度 并 不 发 生变 化 。 
当然 ,原因 在 于 ,起初 在 圆周 某 点 的 特定 部 位 的 水 ,一 会 儿 之 后 其 速度 已 经 有 了 不 同 的 方向 ， 
这 表明 存在 一 个 向 心 加 速度 。 


上 述 理论 的 其 余部 分 就 只 是 数学 方面 的 了 一 一 先 将 式 (40. 5) 中 的 加 速度 代入 式 (40. 4) 
而 得 到 运动 方程 ,然后 求 运 动 方程 的 解 。 我 们 得 到 


(vy) 一时 -Ww, (40.6) 
0 
在 此 式 中 黏 滞 性 已 被 略 去 。 利 用 从 矢量 分 析 得 来 的 下 列 恒 等 式 ; 
(r= VX) Xvt 直 VD) 
可 以 把 上 述 方程 重新 整理 。 如 果 现 在 定义 一 个 新 的 矢量 场 2, 例 如 v 的 旋 度 ， 


有 一 了 Xw， (40.7) 
则 上 面 的 矢量 恒等式 还 可 以 写成 


Vr 一 Xv+ 寺 Wi， 
而 我 们 的 运动 方程 式 (40. 6) 就 变 成 
YQxv+li VW =— -Ww. (40.8) 
9t 2 p 


你 可 以 利用 式 (40.7) 通 过 核对 方程 中 两 边 的 各 分 量 都 彼此 相等 ,而 证 实 式 (40.6) 和 (40. 8) 
两 方程 是 等 效 的 。 

矢量 场 2 被 称 为 涡 度 。 如 果 涡 度 处 处 为 零 , 则 我 们 就 说 流动 是 无 旋 的 。 我 们 曾 在 § 3-5 
中 定义 过 一 个 称 为 矢量 场 的 环流 的 东西 。 在 给 定时 刻 , 在 流体 中 环绕 任 一 闭合 回路 的 环流 
等 于 流体 速度 环绕 该 回路 的 线 积分 : 


(环流 ) 一 各 ds. 


于 是 对 于 一 个 无 限 小 的 回路 来 说 ,单位 面积 的 环流 一 一 利用 斯 托 克 斯 定理 一 一 就 等 于 
VXv。 因此 , 涡 度 2 就 是 围绕 一 单位 面积 (垂直 于 2 的 方向 ) 的 环流 。 由 此 也 可 推断 出 :如 
果 你 将 一 小 片 灰 尘 一 一 不 是 无 限 小 的 点 一 一 放 进 该 液体 中 任何 地 方 , 它 就 会 以 角速度 2/2 
旋转 。 试 试看 你 能 否 证 明 这 个 结论 。 你 也 可 以 对 放 在 一 个 转台 上 的 一 桶 水 加 以 核对 ,这 时 
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和 等 于 水 的 局 部 角速度 的 两 倍 。 
如 果 我 们 仅 对 于 速度 场 感 兴趣 , 则 可 将 压强 从 各 式 中 消去 。 取 式 (40. 8) 两 边 的 旋 度 , 记 
住 p 是 恒 量 ,而 任 一 梯度 的 旋 度 都 为 零 ,并 利用 式 (40. 3) , 便 得 


+vx (xr) =0. (40.9) 


上 述 方程 ,结合 下 列 两 式 
QA=VXrr (40. 10) 


和 
Vv=0, (40.11) 


就 完整 地 描述 了 速度 场 "。 从 数学 方面 讲 , 如 果 在 某 一 时 刻 知道 了 2, 那么 我 们 会 知道 速度 
矢量 的 旋 度 ,而 同时 也 明白 速度 的 散 度 为 零 , 因 而 若 给 定 该 物理 情况 ,我 们 便 具有 确定 每 一 
处 v 所 需 的 一 切 了 (这 刚好 与 磁 学 中 的 情况 相似 ,在 那里 曾经 有 VB=0 和 VXxB= 
j /oc*)。 于 是 ,一 个 给 定 的 2 会 确定 v, 就 正如 一 个 给 定 的 j 会 确定 B 一 样 。 因 此 ,一 旦 知道 
了 ,方程式 (40. 9) 便 告诉 我 们 关于 2 的 变化 率 ,由 此 可 以 获得 下 一 时 刻 的 新 9。 利用 式 
(40. 10) ,我 们 又 求 出 一 个 新 的 ?来 ,如 此 等 等 。 我 现在 必须 告诉 你 这 些 方程 怎么 会 包含 为 
计算 流动 所 需 的 一 切 机 制 。 然 而 ,要 注意 这 种 方法 只 会 给 出 速度 场 ,我 们 已 经 失去 了 有 关 压 
强 方面 的 一 切 信息 。 

我 们 指出 该 方程 的 一 个 特殊 后 果 。 若 在 任何 时 刻 t 各 处 2 = 0, 则 39 /3t 也 为 零 ,以 致 
在 t 二 At 时刻 仍然 处 处 为 零 。 我 们 得 到 了 方程 的 一 个 解 ,流动 永远 是 无 旋 的 。 假 如 流动 
从 零 转动 开始 ,就 永远 不 会 有 旋转 。 此 时 , 待 解 的 方程 组 为 


V:v=0, VXvr=0. 


它们 恰好 像 自由 空间 中 的 静电 场 或 静 磁场 方程 组 。 对 此 我 们 以 后 将 回来 再 做 讨论 ,并 考察 
其 中 某 些 特殊 问题 。 


$40-3 ”定常 流 一 一 伯 努 利 定理 


现在 要 回 到 运动 方程 式 (40. 8) 上 来 ,但 将 限于 讨论 “定常 "流动 的 情况 。 所 谓 定常 流动 
我 们 指 的 是 ,在 流体 中 任何 地 方 的 速度 永远 不 会 
发 生变 化 的 流动 。 在 任何 地 点 的 液体 ,总 是 被 新 
的 流体 以 完全 相同 的 方式 所 代替 。 速 度 图 看 起 
来 总 是 相同 的 一 一 v 是 一 个 静止 的 矢量 场 。 用 我 
们 在 静 磁 学 中 画 出 “ 场 线 "一 样 的 方法 ,现在 也 可 
以 把 那些 始终 与 流体 速度 相 切 的 线 画 出 来 ,如 图 
40-5 所 示 。 这 些 线 称 为 流 线 。 对 于 定常 流 来 说 ， 
它们 显然 就 是 流体 微粒 的 实际 路 径 (在 非 定常 流 
中 ,这 个 流 线 图 样 会 随时 改变 ,因而 在 任何 时 刻 
的 流 线 图 样 就 并 不 代表 流体 微粒 的 路 径 )。 图 40-5 流体 定常 流动 中 的 流 线 
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定常 流 并 不 意味 没有 什么 情况 发 生 ,流体 中 的 原子 正在 运动 和 改变 其 速度 。 它 仅仅 意 
味 着 av/9t = 0。 因此 , 若 我 们 以 v 点 乘 该 运动 方程 , 则 项 ” (82 Xv) 就 会 消失 ,而 仅 留 下 





vv ttt = 0 (40.12) 


上 述 方程 表明 ,对 于 沿 流 体 速度 方向 的 一 个 小 位 移 来 说 ,括号 内 的 量 不 会 改变 。 这 时 ,在 定 
常 流 中 的 所 有 位 移 都 沿 着 流 线 ,因而 式 (40. 12) 告 诉 我 们 :对 于 沿 流 线 的 所 有 点 ,我 们 能 够 写 出 


全 十 计 太 十 $ 一 常数 ( 沿 着 流 线 ). (40. 13) 


这 就 是 伯 努 利 定理 。 一 般 来 说 ,右边 那个 常数 ,对 于 不 同 流 线 可 以 有 所 不 同 , 尽 我 们 所 知 就 
是 : 式 (40.13) 左 边沿 一 给 定 流 线 是 完全 相同 的 。 顺 便 说 说 ,我 们 不 妨 注意 ,对 于 2 二 0 的 那 
种 定常 无 旋 运动 ,运动 方程 式 (40. 8) 会 向 我 们 提供 下 面 的 关系 


v2+r +#)=0， 


二 十 $ = 常数 (处 处 ). (40.14) 


除了 现在 该 常数 对 于 整个 流体 都 具有 相同 值 之 外 ,该 式 与 式 (40. 13) 完 全 相同 。 

事实 上 , 伯 努 利 定理 只 不 过 是 关于 能 量 守 恒 的 一 种 表述 。 像 这 样 的 一 个 守恒 定理 会 提 
供 关 于 流动 的 大 量 信 息 ,而 不 必 实 际 去 解 那些 详尽 的 方程 。 伯 努 利 定理 竟 是 那么 重要 而 又 
那么 简单 ,使 得 我 们 愿意 向 你 们 表明 ,如 何 才能 用 一 种 与 刚才 所 用 的 正规 运算 不 同 的 方式 将 
其 推导 出 来 。 设 想 如 图 40-6 所 示 的 、 由 一 东 相 邻 流 线 所 形成 的 一 个 流 管 。 由 于 这 个 管 的 壁 
是 由 流 线 构成 的 ,所 以 就 不 会 有 流体 穿越 管 壁 流出 来 。 让 我 们 把 这 个 流 管 一 端的 截面 叫 作 
A ,那里 的 流速 为 v ,密度 为 wm ,而 势能 为 如 。 在 管 的 另 一 端 ,这 些 对 应 的 量 则 分 别 为 A ， 
my, pr 和 各。 现在 ,在 经 历 了 一 个 短 短 的 时 间 间 隔 At 之 后 ,在 A, 处 的 流体 已 经 移动 一 小 段 
距离 wAt, 而 在 A 处 的 流体 则 移动 另 一 段 距离 wwAt[ 图 40-6(b)]。 质 量 守恒 要 求 凡 通过 
A, 而 进入 的 质量 必须 等 于 通过 A 而 离开 的 质量 。 在 管 两 端 这 两 质量 必定 相同 : 


AM = pr Au At = pAsv ht. 





图 40-6 流体 在 流 管 里 的 运动 
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因此 ,就 有 等 式 
pAiv = prAsvs. (40.15) 
这 个 方程 告诉 我 们 : 若 p 是 一 恒 量 , 则 速度 与 流 管 的 截面 积 成 反比 。 
现在 要 来 计算 由 流体 压强 所 做 的 功 。 对 A, 处 进入 的 流体 所 做 的 功 为 户 AiwAt, 而 在 
A: 处 流体 对 外 所 做 的 功 则 为 pAzvzAt。 因 此 ,对 A, 与 A* 之 间 流 体 所 做 净 功 为 
PiAivAt — pA2vAt, 
它 必定 等 于 质量 为 AM 的 流体 在 从 A, 至 A; 的 运动 过 程 中 能 量 的 增加 , 换 句 话说 ， 
PrAim At— prA:viAt = AM(E, — E,), (40. 16) 


其 中 E, 为 在 A, 处 单位 质量 的 流体 能 量 , 而 Ex 则 为 在 A: 处 单位 质量 的 能 量 。 流 体 的 单位 
质量 能 量 可 以 写成 


E=3v+$+U, 


其 中 二 为 单位 质量 的 动能 ,# 为 单位 质量 的 势能 ,而 U 则 代表 流体 单位 质量 的 内 能 的 一 


个 附加 项 。 例 如 ,内 能 也 许 相当 于 可 压缩 流体 中 的 热能 或 化 学 能 。 所 有 这 些 量 都 可 以 逐 点 
变化 。 把 这 种 能 量 的 形式 应 用 到 式 (40. 16) 中 , 则 有 


AmAt_ prAmAt_ 1 二 
和 一 和 一 诗 全 十 各 十 Us 也 一 和 一 Ui 
但 我 们 已 经 知道 AM = pAvAz, 所 以 得 到 


组 十 寺 帮 十 各 十 Ui 一 租 十 二 三 十 种 U， (40.17) 


这 是 带 有 内 能 附加 项 的 伯 努 利 方程 。 若 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 该 内 能 项 在 两 边 相 等 ,而 我 们 
再 一 次 得 到 :方程 式 (40. 14) 沿 任何 流 
线 成 立 。 

现在 考虑 某 些 简单 例子 ,其 中 伯 
努 利 积分 给 我 们 提供 了 对 流动 的 描 
述 。 假 设 有 水 从 靠近 桶 底 的 一 个 小 孔 
流出 来 ,如 图 40-7 所 示 。 我 们 考虑 这 
种 情况 , 即 其 中 小 孔 处 的 流速 vun 比 
靠近 桶 项 处 的 流速 要 大 得 多 , 换 句 话 
说 ,设想 桶 的 直径 大 到 我 们 可 略 去 液 
面 的 下 落 ( 只 要 愿意 我 们 可 以 做 更 精 
确 的 计算 )。 在 桶 项 处 压强 为 po , 即 大 
气压 ,而 在 出 口 旁 的 压强 也 是 po。。 现 
在 就 对 诸如 图 上 所 画 出 来 的 那 条 流 线 
写 出 伯 努 利 方程 。 在 桶 顶 ,我 们 取 v 图 40-7 从 水 桶 喷 出 的 水 流 
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等 于 零 ,同时 也 取 重 力 势 $ 为 零 。 在 出 口 处 速率 为 vu ,而 一 一 碎 , 因而 


加 一 加 十 到 min —peh, 
也 即 
vun =V2gh. (40. 18) 
这 一 速度 恰好 就 是 某 一 物体 下 落 了 距离 六 应 该 得 到 的 速度 。 这 不 会 太 令 人 惊异 ,因为 水 在 
出 口 处 获得 的 动能 是 以 在 桶 项 的 势能 作为 代价 的 。 然 而 ,一 定 不 要 由 此 得 出 这 样 的 概念 , 即 
可 以 用 这 一 速度 乘 该 小 孔 面积 而 算出 流体 从 该 桶 流出 的 流量 。 流 体 喷 离 小 孔 时 ,其 速度 并 
非 完全 互相 平行 ,而 是 带 有 向 内 朝 着 流 线 中 心 的 分 量 一 一 水 流 在 收缩 。 在 经 过 了 一 小 段 路 
程 后 ,这 水 流 的 收缩 便 停 止 , 而 速度 的 确 变 成 
平行 。 因 此 ,总 流量 乃 是 速度 乘 以 该 点 所 在 处 
的 面积 。 事 实 上 , 若 我 们 有 一 个 排水 口 恰好 是 
圆 形 而 有 锐利 边缘 的 小 孔 , 则 水 流 将 缩小 至 小 
孔 面 积 的 62% 。 对 于 不 同形 状 的 排水 管 ,这 
缩小 后 的 有 效 排水 面积 是 不 相同 的 ,而 实验 上 
的 收缩 率 可 以 从 射流 系数 表 查 得 。 
如 果 排 水 管 属 于 凹 入 式 的 ,如 图 40-8 所 
示 , 则 人 们 可 用 最 漂亮 的 方式 证 明 这 射流 系数 
恰 为 50% 。 下 面 将 仅仅 给 出 如 何 做 这 一 证 明 
的 一 点 提示 。 我 们 已 用 能 量 守恒 获得 了 速度 ， 
即 式 (40. 18) ,但 动量 守恒 也 值得 加 以 考虑 。 
图 40-8 若 用 一 条 凹 入 式 排水 管 , 则 水 流 将 缩 。 既然 在 排出 水 流 中 有 动量 流出 ,就 一 定 有 一 个 
小 至 出 口 面积 的 一 半 力作 用 于 排水 管 的 横 截面 上 。 这 力 是 从 哪里 
来 的 呢 ? 力 必须 来 自 桶 壁 上 的 压强 。 只 要 该 
射流 孔 细小 并 远离 桶 壁 , 则 靠近 桶 壁 的 流体 速度 将 很 小 。 因 此 ,作用 于 每 个 面 上 的 压强 就 与 
在 静止 流体 中 的 静 压强 一 一 从 式 (40. 14) 中 得 出 的 一 一 几乎 完全 一 样 。 于 是 ,在 桶 的 侧 壁 上 
任 一 点 处 的 静 压 强 就 必定 与 对 面壁 上 一 点 处 的 相等 压强 相对 应 ,除了 排出 管 对 面壁 上 的 那 
些 点 以 外 。 如 果 我 们 算出 由 这 一 压强 所 引起 的 通过 出 口 而 流出 的 动量 , 则 就 能 够 证 明 射 流 
系数 为 1 /2。 然 而 ,对 于 像 图 40-7 所 示 的 那 种 排水 孔 我 
们 就 不 能 应 用 这 一 方法 ,因为 沿 桶 壁 一 直到 接近 排水 孔 
的 区 域 速度 增 大 所 产生 的 压强 降 , 是 我 们 无 法 算出 的 。 
让 我 们 来 看 另 一 例子 一 一 一 根 截面 变化 的 水 平 管 ， 
如 图 40-9 所 示 , 水 从 一 端 流入 ,而 由 另 一 端 流 出 。 能 量 
守恒 、 亦 即 伯 努 利 公 式 表明 :在 速度 较 高 的 那个 颈 缩 区 
压强 比较 低 。 我 们 可 以 通过 下 述 办 法 轻易 地 演示 这 一 
效应 , 即 利用 在 流 管 的 不 同 截面 处 接 上 一 些 竖 直 的 小 口 
径 管子 一 一 小 到 不 会 影响 流动 一 一 来 量度 各 处 的 压强 。 
这 时 ,压强 是 由 这 些 竖 直 管 中 的 水 柱 高 度 来 量度 的 。 在 
颈 缩 处 所 求 得 的 压强 小 于 两 侧 的 压强 。 如 果 在 经 过 颈 图 40-9 在 速度 最 大 处 压强 最 低 
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缩 区 之 后 ,面积 又 恢复 到 颈 缩 区 前 相同 的 值 , 则 压强 又 会 再 升 高 。 伯 努 利 公式 会 预言 ,在 颈 
缩 区 下 游 的 压强 应 与 上 游 的 一 样 , 但 实际 上 显著 地 较 低 。 我 们 的 预言 所 以 有 误 ,是 由 于 忽略 
了 那些 摩擦 , 黏 渍 力 之 故 ,这 些 力 会 引起 压强 沿 着 管道 下 降 。 尽 管 存在 这 种 压强 降 , 但 在 颈 
缩 处 的 压强 (由 于 增 大 了 的 速率 ) 仍 明显 地 低 于 其 两 侧 的 压强 一 “正如 伯 努 利 所 预言 的 那 
样 ,速率 v 肯定 应 当 超过 w 才能 使 相同 的 水 量 流 经 较 窜 
的 管道 。 因 此 ,水 在 从 宽 处 流 经 窄 的 部 分 时 是 被 加 速 的 。 
产生 这 一 加 速度 的 力 则 来 自 压 强 降 。 

还 可 用 另 一 个 简单 的 演示 来 核对 我 们 的 结果 。 假 设 
有 一 个 接 于 桶 旁 而 会 向 上 喷射 的 排水 管 ,如 图 40-10 所 
示 。 要 是 射流 速度 从 好 等 于 V355, 则 这 排出 的 水 就 应 当 
上 升 至 与 桶 内 水 面相 平 的 高 度 。 实 验 表明 , 它 稍微 低 了 
一 点 。 我 们 的 预言 大 致 正确 ,但 在 能 量 守恒 公式 中 那 还 
未 被 包括 进去 的 黏 滞 阻 力 又 一 次 引起 了 能 量 损耗 。 

你 有 没有 拿 着 两 张 互相 靠近 的 纸 片 而 试图 把 它们 吹 
开 ? 试 试看 。 它 们 会 互相 靠 紧 。 当 然 ,原因 是 ,空气 流 经 
两 张 纸 片 中 间 狭 窄 的 空间 时 , 比 起 流 经 外 面 来 具有 较 高 
速率 。 两 纸 片 之 间 的 压强 比 大 气压 低 ,因而 它们 就 互相 
靠近 而 不 是 互相 离开 。 





图 40-10 不 等 于 V236 的 证 明 


$40-4 环 流 


在 上 一 节 的 开头 我 们 曾经 看 到 , 若 不 可 压缩 流体 中 不 存在 环流 , 则 流动 满足 下 列 两 个 
方程 : 
Vv=0, VXvrv=0. (40.19) 


它们 与 自由 空间 中 的 静电 或 静 磁 方程 组 相同 。 当 没有 电荷 时 ,电场 的 散 度 为 零 ,而 电场 的 旋 
度 则 总 是 等 于 零 的 。 若 没有 电流 ,磁场 的 旋 度 为 零 ,而 磁场 的 散 度 则 永远 等 于 零 。 因 此 , 方 
程 组 (40. 19) 与 静电 学 中 关于 E 或 静 磁 学 中 关于 B 的 方程 组 具有 相同 的 解 。 事 实 上 ,在 
$12-5 中 ,作为 对 静电 学 的 类 比 ,我 们 曾 解 过 流体 流 经 一 个 球体 的 那 种 流动 问题 。 该 电学 
模拟 就 是 一 匀 强 电场 加 上 一 偶 极 子 场 。 这 偶 极 子 场 被 调整 到 使 得 垂直 于 球面 上 的 流速 为 
零 。 对 经 由 一 根 柱 体 的 同样 的 流动 问题 ,可 以 按 相 似 的 办 法 即 利用 一 个 适当 的 线 型 偶 极 子 
场 和 一 均匀 流 场 来 算出 。 对 于 在 远 处 的 流速 一 一 包括 大 小 和 方向 一 一 为 恒 量 的 那 种 情况 ， 
这 一 种 解答 是 正确 的 。 这 个 解 的 示意 图 为 图 40-11(a)。 

当 条 件 使 得 在 远 处 的 流体 沿 着 围绕 该 柱 体 的 圆周 运动 时 ,对 于 围绕 柱 体 的 流动 就 有 
另 一 个 解 。 于 是 ,流动 处 处 都 是 圆周 ,如 图 40-11(b) 所 示 。 这 样 的 流动 有 一 个 
柱 体 的 环流 ,尽管 此 时 在 流体 中 VXv 仍 为 零 。 怎样 才能 有 环流 而 没有 旋 度 呢 ? 
柱 体 有 环流 是 因为 环绕 任 一 包围 柱 体 在 内 的 回路 的 » 的 线 积分 不 等 于 零 。 同 时 ,v 围绕 
任 一 不 包含 该 柱 体 在 内 的 闭合 路 径 的 线 积分 都 是 零 。 当 我 们 过 去 求 围绕 一 根 导 线 的 磁 
场 时 ,也 曾 见 过 这 相同 的 事情 。 在 导线 外 B 的 旋 度 为 零 ,虽然 围绕 一 条 包围 该 导线 在 内 
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的 路 径 下 的 线 积分 却 不 为 零 。 在 围绕 柱 体 的 无 旋 环 流 中 的 速度 场 ,与 围绕 一 根 导线 的 磁 
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图 40-11 (a) 理 想 流体 正 流 经 一 根 柱 
体 ;(b) 围 绕 柱 体 的 环流 ;(c) 是 (a) 和 
(b) 两 者 的 司 加 


场 恰好 相同 。 对 于 以 柱 体 的 轴 心 为 中 心 的 一 条 贺 
周 路 径 来 说 ,速度 的 线 积分 为 


+ ds = rm 


在 无 旋 流 动 中 这 一 积分 必然 与 7 无关, 让 我 们 把 这 
一 常数 值 称 作 ,那么 便 有 


i 
v= (40. 20) 


式 中 v 是 切 向 速度 ,而 r 是 距 轴 的 距离 。 

关于 围绕 一 小 孔 的 流体 环流 可 以 做 一 个 精彩 的 
演示 。 你 取 一 个 在 底面 中 心 处 开 有 一 个 排水 孔 的 透 
明 柱 形 桶 。 把 这 个 桶 装 满 了 水 ,用 一 根 棍子 在 其 中 
搅 起 一 些 环 流 , 然后 拉 开 孔 塞 , 你 便 会 获得 如 图 
40-12 所 示 的 那 种 漂亮 的 效应 (你 在 浴盆 中 也 曾 多 次 
见 过 与 此 相 类 似 的 东西 )。 虽 然 你 在 开始 时 加 入 某 
个 w, 但 由 于 黏 滞 性 的 原故 它 不 久 就 会 消失 而 流动 
变 成 无 旋 的 了 一 一 尽管 此 时 还 有 围绕 着 该 排水 孔 的 
环流 。 

根据 理论 ,我们 能 够 算出 水 的 内 表面 形状 。 当 
一 个 水 的 质点 向 中 心 流入 时 , 它 会 获得 速率 。 根 据 
式 (40. 20) ,该 切 向 速度 与 1 /成 正比 一 一 这 恰好 出 
自 角 动 量 守恒 一 一 像 溜 冰 者 缩 回 两 只 手臂 一 样 , 并 


且 径 向 速度 也 表现 为 1/r 的 形式 。 若 略 去 切 向 运动 ,就 有 水 沿 着 径 向 朝 中 心 流 进 孔 里 ,根据 
Vv 二 0, 可 以 推断 出 径 向 速度 会 正比 于 1/r。 因 此 ,总 速度 也 与 1/r 成 


正比 ,从 而 水 将 沿 着 阿 基 米 德 螺 线 流动 。 空 气 与 水 间 的 界面 全 都 处 于 大 
气压 强 下 ,因而 根据 式 (40. 14) 它 必须 具有 这 么 一 种 性 质 : 


2 十 二 一 
但 由 于 "与 1 成 正比 ,从 而 该 表面 形状 为 : 
(z 一 aa) 一 专 . 


一 个 有 趣 的 地 方 一 一 这 二 般 来 说 是 不 正确 的 ,但 对 于 不 可 压缩 的 无 
旋 流动 则 是 正确 的 一 一 乃 是 : 若 我 们 有 两 个 解 , 则 它们 之 和 也 是 一 个 解 。 
这 所 以 正确 ,是 因为 方程 组 (40. 19) 是 线性 的 。 流 体 动力 学 的 完整 方程 
组 (40. 8)、(40. 9) 和 (40. 10) 都 不 是 线性 的 ,这 就 造成 巨大 的 差别 。 然 
而 ,对 于 围绕 柱 体 的 无 旋 流 动 来 说 ,我 们 可 以 将 图 40-11(a) 的 流动 到 加 
于 图 40-11(b) 的 流动 之 上 ,而 获得 一 个 如 图 40-11(c) 所 示 的 那 种 新 型 














常数 . 





图 40-12 带 有 环 
流 的 水 从 桶 中 排出 
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流动 图 样 。 这 种 流动 特别 有 趣 ,在 柱 体 上 面 的 流速 比 在 其 下 面 的 要 高 。 因 此 ,在 上 面 的 压强 
就 比 在 下 面 的 低 。 这 样 , 当 一 个 围绕 着 柱 体 的 环流 与 一 个 纯 水 平方 向 的 流动 相 结 合 时 ,就 会 
有 一 个 净 的 很 直方 向 的 力作 用 于 该 柱 体 上 一 一 这 个 力 被 称 为 逢 丸 。 当 然 ,按照 我 们 关于 
“和 干 "水 的 理论 ,车 没有 环流 , 则 就 不 会 有 净 力作 用 于 任何 物体 上 。 


$40-5 涡 线 


对 于 可 能 有 涡 旋 的 不 可 压缩 流体 ,其 流动 的 一 般 方程 式 为 
V:v=0, 
I. N=VXr, 


下 + (xr)=0. 


这 些 方程 的 物理 内 容 曾 由 玄 姆 霍 兹 通过 三 个 定理 用 语言 描述 过 。 首 先 ,设想 在 流体 中 我 们 
应 该 画 出 涡 线 而 不 是 流 线 。 所 谓 涡 线 , 指 的 是 具有 2 的 方向 并 在 任何 区 域 里 都 具有 与 2 
的 大 小 成 正比 的 密度 的 那 种 场 线 。 根 据 上 列 方程 I ,9 的 散 度 始终 等 于 零 ( 回 忆 起 3-7 中 
旋 度 的 散 度 总 是 零 )。 因 此 , 涡 线 就 像 B 线 ,它们 
从 来 既 没 有 始点 也 没有 终点 ,因而 往往 会 形成 闭 
合 回路 。 现 在 玄 姆 霍 兹 通过 下 述 这 一 句 话 来 描述 
亚 : 涡 线 随 流体 一 起 在 运动 。 这 意思 是 :假如 你 对 
沿 某 些 涡 线 的 流体 质点 加 以 标志 一 一 比如 用 墨水 
给 它们 着 色 一 一 那么 当 流 体 带 着 那些 质点 一 起 运 
动 时 ,它们 将 始终 标志 着 那些 涡 线 的 新 位 置 。 无 
论 流体 中 的 原子 怎样 运动 , 涡 线 总 是 跟着 它们 一 
起 前 行 。 这 是 描述 那些 定律 的 一 种 方法 。 

它 也 提供 了 求解 任何 问题 的 一 种 方法 。 给 出 
最 初 的 流动 图 样 一 一 比如 ,各 处 的 v 值 一 一 那么 你 
便 可 以 算出 有 来 。 根 据 "你 也 可 以 讲 出 在 一 会 儿 
之 后 那些 涡 线 将 会 跑 到 哪里 一 一 它们 以 速率 v 运 
动 。 用 新 的 吕 , 你 便 可 以 应 用 方程 I 和 下 求 出 新 
的 (这 很 像 给 定 电流 后 求 B 的 问题 )。 如 果 我 们 
得 到 了 某 一 时 刻 的 流动 图 像 , 则 在 原则 上 就 可 以 
算出 后 来 一 切 时 刻 的 图 像 。 因 此 我 们 就 得 到 关于 
非 黏 滞 流 动 的 一 般 解 。 

现在 要 来 说 明 : 玄 姆 霍 效 的 表述 一 一 因而 也 
就 是 下 一 一 如 何 才能 够 至 少 部 分 地 加 以 理解 。 实 
际 上 它 仅 仅 是 应 用 于 流体 的 角 动 量 守 恒定 律 。 试 
设想 一 个 其 轴 平 行 于 涡 线 的 液态 小 柱 体 ,如 图 图 40-13 (a) 在 + 时 刻 的 一 群 涡 线 ; 
40-13(a) 所 示 。 在 此 后 某 一 时 刻 ,这 同一 块 流体 (b) 同 一 群 线 在 较 迟 的 过 时 刻 
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将 移 至 别处 。 一 般 说 来 , 它 将 占据 一 个 直径 不 同 的 柱 体 并 将 位 于 不 同 的 地 方 。 它 也 可 以 有 
不 同 取向 ,比如 图 40-13(b) 所 示 的 那样 。 但 是 , 若 直径 已 经 变 小 , 则 长 度 就 会 增长 ,以 保持 
其 体积 不 变 (因为 我 们 假定 的 是 一 种 不 可 压缩 的 流体 )。 并 且 , 由 于 涡 线 离 不 开 材 料 ,所 以 其 
密度 就 会 随 截面 的 缩小 而 增 大 。 涡 度 2 与 该 柱 体 的 截面 积 A 两 者 之 积 将 保持 不 变 , 因 而 按 
照 玄 姆 霍 兹 表述 ,应 有 


fA: = A. (40.21) 

现在 要 注意 :由 于 黏 滞 性 为 零 ,因而 所 有 作用 于 该 柱 体 (就 那 事 来 说 ,或 任何 体积 ) 的 表 

面 上 的 力 就 都 垂直 于 该 表面 ,这 种 压力 能 够 导致 该 体积 从 一 处 移 至 另 一 处 ,也 能 使 它 改变 形 

状 ,但 由 于 没有 切 向 力 ,所 以 材料 内 部 的 角 动 量 的 大 小 就 不 可 能 改变 。 该 小 柱 体内 液体 的 角 

动量 等 于 其 转动 惯量 1 乘 以 液体 的 角速度 , 它 正比 于 涡 度 2。 对 于 柱 体 来 说 ,转动 惯量 正比 
于 mr*。 因 此 根据 角 动 量 守恒 ,我们 就 应 该 断定 


(MRi)®, = (M,Ri)Q,. 








图 40-14 造成 一 个 正在 移动 的 涡 环 


可 是 质量 彼此 相同 , 即 M, = M:, 而 截面 积 则 正比 于 R? , 因 
而 我 们 又 再 次 得 到 方程 式 (40. 21)。 玄 姆 替 效 的 表述 一 一 与 
严 等 效 一 一 正好 是 在 没有 黏 滞 性 的 条 件 下 流体 元 的 角 动 量 
不 可 能 发 生 改 变 这 一 事实 的 推论 。 

有 一 个 用 图 40-14 所 示 的 简单 设备 形成 运动 涡 旋 的 精 
彩 演示 。 用 一 张 绷 紧 的 厚 橡胶 膜 覆盖 在 一 个 柱 形 箱 的 开端 
上 构成 一 个 “ 鼓 ”, 鼓 的 直径 2 ft, 深 也 是 2 ft。 鼓 “ 底 " 一 一 
， 这 个 鼓 被 翻 倒 而 靠 它 的 侧 壁 支持 着 一 一 除了 有 一 个 直径 3 
in 的 孔 外 ,周围 都 密闭 。 如 果 你 用 手 在 橡胶 膜 上 猛 击 一 下 ， 
© 一 个 涡 环 就 被 从 孔 中 投射 出 来 。 尽 管 涡 旋 看 不 见 , 但 你 却 


油 线 、、 


运动 方向 


i 能 说 出 它 在 那儿 ,因为 它 会 吹 炸 放 在 10 一 20 ft 远 处 的 一 支 





图 40-15 一 个 运动 着 的 涡 环 ( 烟 
环 )。(a) 涡 线 ;(b) 涡 环 的 截面 


蜡烛 。 根 据 这 一 效应 的 迟延 时 间 , 你 可 以 说 出 “ 某 种 东西 ” 
正在 以 一 有 限 的 速率 行进 着 。 如 果 你 先 将 一 些 烟雾 吹 进 箱 
子 里 , 则 还 能 对 发 生 的 情况 看 得 更 清楚 。 这 时 你 会 把 涡 旋 
看 成 一 个 美丽 的 圆 “ 烟 环 "。 

烟 环 是 环 状 的 涡 线 群 , 如 图 40-15(a) 所 示 。 由 于 2 = 
VXw 这 些 涡 线 也 代表 图 (b) 中 的 "的 环流 。 我 们 可 以 按 
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照 下 述 办 法 来 理解 烟 环 的 前 进 运动 : 环 底 附近 的 环流 速度 会 延伸 到 环 项 ,而 那里 就 有 一 个 前 
进 运动 了 。 由 于 2 线 同 流体 一 起 运动 ,这 些 线 也 就 以 速度 ”向 前 运动 (当然 , 环 项 部 附近 的 
?的 环流 导致 底部 的 涡 线 的 向 前 运动 )。 

现在 必须 提 到 一 个 严重 的 困难 。 我 们 已 经 注意 到 式 (40. 9) 表 明 : 若 2 起 初 为 零 , 则 它 
将 永远 为 零 。 这 个 结果 表明 “ 干 "水 理论 的 大 失败 ,因为 它 意味 着 ,一 旦 8 为 零 , 则 它 将 永远 
为 零 一 一 在 任何 场合 下 都 不 能 产生 任何 涡 度 。 可 是 ,在 我 们 利用 那个 鼓 的 简单 演示 中 , 却 能 
够 从 原来 是 静止 的 空气 里 产生 出 涡 环 来 (肯定 在 我 们 击 鼓 以 前 , 鼓 箱 里 处 处 都 是 
"一 0,8 = 0)。 并 且 , 我 们 全 都 知道 ,可 以 在 湖水 中 用 一 柄 桨 来 发 生 一 些 涡 旋 。 显 然 ,必须 
研究 “ 湿 " 水 的 理论 才能 对 流体 的 行为 得 到 充分 理解 。 

干 水 理论 的 另 一 不 正确 之 处 在 于 ,在 考虑 流体 与 固体 表面 之 间 边界 处 的 流动 时 我 们 所 
做 的 那 种 假设 。 过 去 当 讨论 经 过 柱 体 的 流动 一 一 例如 在 图 40-11 中 的 那 种 流动 一 一 时 ,我 
们 曾 容许 流体 能 沿 固体 表面 滑动 。 在 我 们 的 理论 中 ,在 固体 表面 处 的 速度 可 以 有 任何 值 ,这 
取决 于 该 流动 是 怎样 开始 的 ,而 我 们 就 从 未 考 虚 过 流体 与 固体 之 间 的 任何 “摩擦 "。 然 而 , 实 
验 事实 是 ,实际 流体 的 速度 在 一 固态 物体 的 表面 总 是 趋 于 零 的 。 因 此 ,我 们 关于 柱 体 的 解 ， 
不 管 有 无 环流 ,都 是 错误 的 一 一 正如 有 关 产 生 涡 度 的 那 种 结果 一 样 。 我 们 将 在 下 一 章 中 告 
诉 你 们 较为 正确 的 理论 。 





第 41 章 湿 水 的 流动 
$41-1 符 性 


在 上 一 章 我 们 曾 在 忽略 黏 性 现象 的 情况 下 讨论 过 水 的 行为 ,现在 想 要 讨论 包括 黏 性 效 
应 在 内 的 流体 流动 。 我 们 希望 考察 流体 的 实际 行为 ,定性 地 讨论 在 各 种 不 同 场合 下 流体 的 
实际 行为 ,使 得 你 对 这 一 课题 将 会 有 某 些 感触 。 虽 然 你 将 看 到 某 些 复 杂 方程 ,并 听 到 某 些 复 
杂 的 事情 ,但 这 并 非 我 们 要 求 你 必须 学 习 所 有 这 些 东 西 的 目的 。 在 某 种 意义 上 ,这 是 一 章 
“文化 课 ”, 它 将 给 予 你 这 个 世界 存在 方式 的 某 些 概念 ,其 中 只 有 一 项 是 值得 学 习 的 , 那 就 是 
我 们 立即 将 加 以 讨论 的 有 关 黏 性 的 简单 定义 ,其 余 的 就 只 是 为 了 向 你 们 提供 乐趣 。 

上 一 章 中 我 们 曾经 发 现 ,流体 运动 的 规律 全 都 包含 在 下 述 方程 中 ， 


六 二 (Vr == 一 时 一 十 生 . (41.1) 
上 Pp Pp 


在 我 们 的 “ 干 " 水 近似 中 曾 去 掉 了 末 项 ,从 而 忽略 了 所 有 的 黏 性 效应 。 并 且 , 有 时 还 由 于 考虑 
到 流体 是 不 可 压缩 的 而 做 出 一 个 附加 近似 ,这 时 我 们 就 有 过 一 个 补充 方程 


V:v=0. 


这 最 后 一 种 近似 往往 很 有 效 一 一 特别 是 当 流速 比 声速 小 得 多 的 时 候 。 但 在 实际 流体 中 , 认 
为 可 以 略 去 我 们 所 称 之 为 恭 性 的 那 种 内 摩擦 力 几乎 是 绝对 不 正确 的 ,而 发 生 的 大 部 分 有 趣 
的 事情 总 是 来 自 这 种 茜 性 。 例 如 ,我 们 曾 见 到 在 “ 干 "水 中 环流 永 不 会 改变 一 一 如 果 开 始 时 
没有 一 个 环流 , 往 后 也 永 不 会 有 。 可 是 ,流体 内 的 环流 却 是 每 天 都 要 发 生 的 事情 。 我 们 必须 
修补 我 们 的 理论 。 

我 们 从 一 个 重要 的 实验 事实 着 手 。 当 我 们 过 去 算出 “ 干 "水 环绕 或 经 过 一 根 柱 体 而 流 
动 一 一 即 所 谓 “ 有 势 流动 "一 一 时 ,我们 没有 理由 不 容许 水 具有 与 表面 相 切 的 速度 ,只 有 法 向 
分 量 才 必 须 等 于 零 。 我 们 并 未 把 液体 与 固体 之 间或 许 会 存在 剪 切 力 的 那 种 可 能 性 考虑 进 
去 。 结 果 是 一 一 虽然 并 不 是 完全 不 言 而 喻 的 一 一 在 为 实验 所 证 实 的 一 切 场合 下 ,在 固体 表 
面 流 体 速度 恰好 为 零 。 无 疑 ,你 已 注意 到 风扇 叶片 会 积聚 一 薄 层 灰 侍 一 一 而 当 风 扇 已 经 把 
空气 搅动 后 灰尘 仍然 留 在 那里 。 甚 至 在 风 洞 中 的 大 型 风扇 上 ,你 也 可 以 看 到 同样 的 效应 。 
为 什么 灰尘 不 会 给 空气 吹 跑 了 呢 ? 虽然 事实 是 扇 叶 正 以 高 速 穿越 空 气 而 运动 ,但 空气 相对 
于 扇 叶 的 速率 在 叶 面 上 恰好 趋向 于 零 。 因 此 ,那些 最 小 的 尘埃 粒子 才 没 有 被 扰动 * 。 所 以 
我 们 必须 对 理论 作出 修正 ,以 便 能 够 与 这 个 实验 事实 相符 , 即 在 一 切 通常 的 流体 中 ,那些 靠 





*， 你 能 够 将 大 的 尘埃 粒子 从 桌面 上 吹 掉 , 但 不 能 吹 去 十 分 微细 的 灰尘 ,那些 大 的 才 会 掉 进 到 微风 
里 去 。 
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近 固 体 表面 的 分 子 都 会 有 零 速度 (相对 于 表面 而 言 ) ” 。 

我 们 原来 是 由 这 个 事实 来 标志 液体 的 , 即 如 果 你 对 它 作 用 一 个 切 应 力 一 一 不 管 多 么 
小 一 一 它 就 会 放弃 抵抗 。 它 流动 了 。 在 静止 情况 下 ,不 会 有 剪 切 应 力 。 但 在 达到 平衡 之 
前 一 一 只 要 你 仍然 推动 它 一 一 就 可 能 存在 剪 切 力 。 符 性 描述 了 存在 于 运动 流体 中 的 剪 切 
力 。 为 要 得 到 流体 运动 时 剪 切 力 的 量度 ,我们 考虑 下 述 实验 。 假 设 有 两 块 其 间 夹 有 水 的 固 
体 平面 ,如 图 41-1 所 示 , 保 持 其 中 一 块 固定 ,而 另 一 块 则 以 低速 率 w 对 其 作 平行 运动 。 如 
果 你 对 保持 上 板 运动 所 需要 的 力 进行 测量 ,你 会 发 现 这 力 与 板 的 面积 和 w /4 都 成 正比 ,其 
中 a 为 两 板 间 的 距离 。 因 此 , 剪 切 应 力 F/A 正比 于 vo /a: 


Ea 
i 





RS 


比例 常数 7 称 为 黏 性 系数 。 








面积 4 








w=0 





图 41-1 在 两 平行 板 之 间 的 黏 性 阻力 图 41-2 在 一 黏 性 流体 中 的 剪 切 应 力 


如 果 我 们 有 一 较 复 杂 情况 , 则 总 可 以 考虑 水 中 一 个 小 而 平坦 的 矩形 单元 ,其 上 下 两 面 都 
平行 于 水 流 , 如 图 41-2 所 示 。 整 个 这 单元 上 的 剪 切 力 由 下 式 给 出 : 


5 (41.2) 


此 时 ,av /ay 就 是 我 们 曾 在 第 38 章 中 定义 过 的 剪 切 应 变 的 变化 率 ,因而 对 于 液体 来 说 , 剪 
切 应 力 与 剪 切 应 变 的 变化 率 成 正比 。 

在 一 般 情 况 下 ,我 们 写成 

s 一 引 且 + 且 ). (41.3) 

如 果 流 体 有 一 匀速 转动 , 则 3v, /ay 是 3v, /az 的 负 值 ,因而 S。 为 零 一 一 正 应 该 如 此 ,因为 在 
匀速 转动 的 流体 中 不 存在 应 力 (我 们 在 第 39 章 中 对 ee 下 定义 时 做 过 类 似 的 事情 )。 当 然 ， 
还 有 关于 S。 和 S。- 的 相应 表示 式 。 

作为 应 用 这 些 概念 的 一 个 例子 ,我 们 考虑 在 两 个 同 轴 圆 简 间 流 体 的 运动 。 设 内 简 半 径 


* 车 情况 不 真实 ,你 可 以 想象 :虽然 在 理论 上 琉璃 是 一 种 “液体 ", 但 肯定 能 够 把 它 制 造 得 沿 钢 面 滑动 。 
因此 ,我 们 的 说 法 必然 会 在 某 处 失效 。 
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为 ,圆周 线 速度 为 w ,而 令 外 简 具 有 半径 和 圆周 线 速度 ws, 参见 图 41-3。 我 们 也 许 会 问 ， 
在 两 简 之 间 的 速度 分 布 如 何 ? 为 回答 这 一 问题 ,我 们 从 找 出 流体 中 距 轴 心 为 ~ 处 的 黏 性 剪 
切 力 公式 开始 。 根 据 问题 的 对 称 性 ,我们 可 以 假定 
流动 总 是 沿 着 切 向 的 ,而 其 大 小 仅 取决 于 ~, v 一 
v(7)。 如 果 注 视 水 里 半径 为 7 处 的 一 个 小 斑点 , 它 
的 坐标 作为 时 间 的 函数 为 

I=rcoswt, y= rsinwt, 
其 中 由 = v/r。 于 是 速度 的 x 和 y 分 量 就 是 

Vs =— rwsin wt =— wy 

和 


Vy = rwcos wt 一 oz. (41.4) 


根据 式 (41. 3) ,我 们 有 








a E) a a 
图 41-3 在 以 不 同 角 巡 度 旋转 着 的 两 个 同 ”Se 一 引 攻 (2 ) 一 oo)]= 放 z 尖 一 中] 


心 简 之 间 流 体 的 流动 (41.5) 
对 于 y = 0 的 一 点 , 9w/3y = 0, 而 x9w/9z 与 rdw /dr 相同 。 因 此 在 该 点 上 ， 
(ss) 二 矿 蛛 (41.6) 


(S 应 依赖 于 9w /9r 是 合理 的 , 当 w 不 随 r 变化 时 ,流体 就 处 匀速 转动 之 中 因而 不 会 有 应 力 
存在 )。 

我 们 已 算出 来 的 应 力 是 切线 方向 剪 切 应 力 ,围绕 着 整个 柱 面 它们 都 相同 。 通 过 把 剪 切 应 
力 乘 以 矩 辟 ~ 和 面积 2xri, 就 可 以 获得 作用 于 半径 7 处 的 整个 柱 形 面 上 的 转 矩 。 我 们 得 到 


二 全 3 dw 
一 2rr24(So),-。 一 2rglr” 和 (41.7) 
由 于 水 的 运动 是 定常 的 一 一 没有 角 加 速度 一 一 因而 作用 于 ~ 与 > 十 dr 间 水 的 柱 壳 上 净 
转 矩 必然 为 零 ,这 就 是 说 ,在 ~ 处 的 转 矩 势必 被 在 ~ 十 dr 处 的 一 个 相等 而 相反 的 转 矩 所 抵 


消 ,使 得 + 必须 与 r 无 关 。 换 句 话 说 ,rdw /dr 等 于 某 个 恒 量 ,比方 说 A, 因 而 


焊 = 人 入. (41.8) 


积分 后 ,我 们 求 出 w 随 r 的 变化 关系 为 : 





di 
。= 一 疮 ++B. (41.9) 
A 和 B 两 常数 ,它们 由 满足 在 ~ 一 “处 w 二 w。 和 在 r 一 5b 处 w 二 ws 的 条 件 而 被 确定 下 来 。 


结果 得 到 





(41.10) 


所 以 我 们 就 知道 作为 的 函数 的 w, 从 而 也 知道 v = wr 。 
如 果 希 望 得 到 转 矩 , 则 可 由 (41. 7) 和 (41. 8) 两 式 得 到 : 


t= 2rmA 


Axa 
r= Eo), (41.11) 





它 与 两 简 的 相对 角速度 成 正比 。 测 量 甘 性 系数 用 的 一 种 标准 仪器 就 是 这 样 制 成 的 。 其 中 一 
个 贺 简 一 一 比方 说 外 简 一 一 安装 在 一 个 支 枢 上 ,但 由 测量 作用 于 简 上 转 矩 的 弹簧 秤 来 保持 
其 稳定 ,而 内 简 则 以 恒定 角速度 旋转 着 。 于 是 , 黏 性 系数 由 式 (41. 11) 确 定 。 

根据 了 的 定义 ,你 可 以 看 出 它 的 单位 是 Nsm“*。 对 于 20 立 的 水 来 说 ， 


了 一 103 Nsm™. 
通常 更 方便 的 是 采用 比 黏 性 , 即 7 除 以 p, 此 时 水 与 空气 之 值 就 可 以 进行 比较 : 
在 20 人 C 的 水 ， n/p= 10° ms; 
在 20 人 的 空气 ， 7/p= 15X10° mss 


黏 性 通常 强烈 地 依赖 于 温度 。 例 如 ,对 于 刚好 在 凝固 点 时 的 水 ,其 ?如 比 在 20 C 时 的 要 大 
1.8 倍 。 


(41. 12) 


$41-2 黏 性 流动 


现在 我 们 研究 黏 性 流动 的 最 普遍 理论 一 一 至 少 是 人 类 已 经 知道 的 最 普遍 形式 。 我 们 
已 经 了 解 到 剪 切 应 力 分 量 与 各 种 速度 分 量 的 空间 微 商 (诸如 ave /3y 或 9v, /az) 成 正比 。 
然而 ,在 可 压缩 流体 的 普遍 情况 下 ,应力 中 还 存在 取决 于 速度 其 他 微 商 的 另外 的 项 。 普 
遍 的 表示 式 为 


芒 = 儿 (她 + 强 )+ vs， (Vr), (41.13) 


式 中 zi 是 直角 坐标 z, y 或 z 中 的 任 一 个 ,而 w 则 是 速度 的 直角 坐标 中 的 任 一 个 (5; 是 克 罗 
内 克 符号 , 当 i 二 j 时 为 1, 而 当 i 关 j 时 为 零 )。 该 附加 项 对 于 应 力 张 量 的 所 有 对 角 元 5 都 
增添 了 7 V .yw。 如 果 流体 是 不 可 压缩 的 , 则 VV.v 二 0, 而 这 一 附加 项 就 不 见 了 。 所 以 它 与 受 
压缩 时 的 内 力 有 关 。 因 此 要 描述 流体 就 需要 两 个 常数 ,正如 我 们 过 去 在 描述 均匀 弹性 固体 
时 曾 有 过 两 个 常数 一 样 。 系 数 7 即 我 们 曾 遇 到 的 “普通 " 黏 性 系数 。 它 也 被 称 为 第 一 符 性 系 
数 或 " 剪 切 黏 性 系数 ", 而 新 的 系数 了 被 称 为 第 二 黏 性 系数 。 

现在 要 确定 单位 体积 里 的 黏 性 力 fs ,以 便 能 将 其 代入 式 (41. 1) 中 而 获得 实际 流体 的 运 
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动 方程 。 作 用 于 流体 中 一 小 立方 体 上 的 力 ,等 于 作用 在 所 有 六 个 面 上 之 力 的 合力 。 每 次 取 
其 中 两 个 面 ,将 获得 其 差 值 , 该 值 决定 于 应 力 的 微 商 、 亦 即 速度 的 二 次 微 商 。 这 很 好 ,因为 将 
会 使 我 们 回 到 矢量 方程 式 上 来 。 每 单位 体积 的 黏 性 力 在 直角 坐标 zx; 方向 的 分 量 为 





(Js) = b> as -六 二 公差 + 强 )+ 老 (fv: 中. (41.14) 


ai 名 和 1 人 az az 


通常 , 黏 性 系数 随 位 置 的 变化 并 不 重要 ,因而 可 以 忽略 ,这 样 ,单位 体积 的 黏 性 力 就 仅 含 有 速 
度 的 二 次 微 商 。 在 第 39 章 中 ,我 们 看 到 在 一 个 矢量 方程 中 可 能 存在 的 二 次 微 商 的 最 普遍 形 
式 为 , 含 拉 普 拉 斯 符号 (V * Vv 二 v) 的 项 与 含 散 度 的 梯度 项 (V(V * v)) 两 者 之 和 。 式 
(41. 14) 恰 好 就 是 具有 系数 7 和 (3 十 了 ) 的 这 样 一 个 和 。 我 们 得 到 


fu =7V r+(7+7) VV : »). (41.15) 


在 不 可 压缩 的 情况 下 , V.v = 0, 因而 单位 体积 的 黏 性 力 正好 是 7 Y"v。 那 就 是 许多 人 所 用 
到 的 全 部 内 容 。 然 而 ,如 果 你 要 计算 流体 中 声波 的 吸收 , 那 你 就 会 需要 第 二 项 了 。 
现在 可 以 完成 实际 流体 运动 的 普遍 方程 方面 的 工作 了 。 把 式 (41.15) 代 入 (41.1) 中 ,得 


EA AAAA 由. 


它 是 一 个 复杂 的 方程 ,但 大 自然 就 是 这 个 样子 。 
如 果 像 以 往 一 样 引进 涡 度 2 = VY.x "那么 就 可 将 上 述 方程 写成 


ol¥+ax "二 言 对 = 一 允 一 o 台 +9Y+G+ 拉 YY， “4.16) 


我 们 再 次 假定 唯一 起 作用 的 彻 体力 是 像 重力 那样 的 保守 力 。 为 和 弄 清 楚 新 项 意味 着 什么 ,让 
我 们 考察 不 可 压缩 流体 的 情况 。 于 是 ,如 果 取 式 (41. 16) 的 旋 度 , 则 得 到 


加 +vx (axn = 了 Ya. (41.17) 


这 个 式 子 除了 在 其 右边 有 一 新 项 外 就 很 像 式 (40. 9) 了 。 当 右边 为 零 时 ,我 们 曾 有 过 涡 度 随 流 
体 一 起 运动 的 玄 姆 霍 兹 定理 。 现 在 ,虽然 在 右边 已 有 相当 复杂 的 非 零 项 ,然而 , 它 却 具有 简单 
明了 的 物理 意义 。 如 果 暂 时 略 去 项 YX (Q2Xv), 则 得 到 一 个 扩散 方程 。 该 新 项 意味 着 涡 度 2 
经 由 流体 而 扩散 。 如 果 在 涡 度 方面 存在 一 个 大 的 梯度 , 则 它 将 会 扩散 到 其 邻近 的 流体 中 去 。 

这 就 是 引起 烟 环 在 前 进 时 会 变 得 较 厚 的 那 一 项 。 同 样 ,如 果 你 把 一 个 “洁净 "的 涡 环 (由 
上 一 章 所 描述 的 那 台 仪器 造成 的 “无 烟 " 环 ) 送 过 烟雾 , 则 它 就 可 以 漂亮 地 被 显示 出 来 。 当 它 
跑 出 烟雾 时 , 它 已 很 好 地 吸取 了 某 些 烟雾 , 所 以 你 会 看 到 一 个 空心 的 烟 环 克 。 有 些 2 向 外 
扩散 进 烟雾 之 中 ,但 仍 能 保持 与 涡 旋 一 起 向 前 运动 。 


$41-3 雷 诺 数 


现在 我 们 要 来 描述 因 新 的 黏 性 项 在 流体 流动 特性 方面 所 造成 的 一 些 变 化 。 我 们 将 相当 
详细 地 探讨 两 个 问题 。 第 一 个 是 流体 经 过 柱 体 的 流动 一 一 那 是 我 们 在 上 一 章 就 曾 试图 用 非 
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黏 性 流动 的 理论 进行 计算 的 问题 。 事 实证 明 ,今天 人 们 只 能 对 几 种 特殊 情况 求 得 黏 性 方程 
组 的 解 。 因 此 将 要 告诉 你 们 的 某 些 东西 是 建立 在 实验 测量 基础 上 的 一 一 假定 实验 模型 满足 
方程 式 (41. 17) 。 

数学 上 的 问题 是 :我 们 很 想 对 不 可 压缩 的 车 性 流体 流 经 一 根 直径 为 D 的 长 柱 体 的 流动 
进行 求解 。 这 种 流动 应 该 由 式 (41. 17) 及 


N=VXr (41.18) 


给 出 ,同时 满足 下 述 条 件 :在 远 处 速度 是 某 个 恒定 值 ,比方 说 V( 平 行 于 z 轴 ) ,在 柱 体 的 表面 
处 速度 为 零 , 即 对 于 表面 


2 
z+y Es 
会 有 


=w=V= 0. (41.19) 


那 就 完全 规定 了 该 数学 问题 。 

如 果 你 考察 那些 方程 式 , 你 会 明白 对 于 该 问题 有 四 个 不 同 常数 :7, p, D 和 -V。 你 也 许 
会 想到 应 该 对 于 不 同 的 V .不 同 的 D 等 等 给 出 一 整 系列 的 情况 。 然 而 ,实际 情况 却 并 非 如 
此 ,所 有 这 些 不 同 的 可 能 解答 均 相 应 于 一 个 参数 的 不 同 数值 ,这 就 是 我 们 关于 黏 性 流动 所 能 
说 的 最 重要 的 普遍 的 东西 。 要 知道 其 所 以 然 ,首先 应 当 注意 黏 性 和 密度 只 出 现在 比率 
1 一 一 即 比 黏 性 中 。 这 就 把 独立 参数 的 数目 减少 到 三 个 。 现 在 假定 我 们 采用 出 现 于 这 个 
问题 中 的 唯一 长 度 、 即 柱 体 的 直径 D 来 量度 所 有 距离 , 那 就 是 说 ,用 按照 下 列 关 系 的 新 变量 
zz ,来 代 短 ,yy，z: 

z=zxD,y=yD,z= xzD, 

这 样 D 就 从 式 (41.19) 中 消失 了 。 同 样 地 , 若 我 们 用 V 来 量度 所 有 的 速度 一 一 即 是 令 v 一 


VV 一 一 则 可 以 消去 ,而 在 大 距离 上 v 正好 等 于 1。 由 于 已 确定 了 长 度 和 速度 的 单位 ,所 
以 现在 我 们 的 时 间 单位 就 是 DNV。 因 而 应 该 令 





sm : 
t=t Vv- (41.20) 


采用 这 一 套 新 的 变量 , 式 (41. 18) 中 的 那些 微 商 就 得 从 3 /3z 改 成 (1/D)3 /3z ,其 余 依 
次 类 推 ,因而 式 (41. 18) 就 变 成 


(41.21) 
于 是 我 们 的 主 方程 式 (41. 17) 可 以 看 作 

aa 未 P i 

+ XQ x = 
所 有 常数 都 精简 成 一 个 因子 ,根据 传统 我 们 将 其 写成 1 /R: 


R= VD. (41. 22) 
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如 果真 正 记 住 全 部 方程 式 都 是 以 这 些 新 单位 的 量 写 出 的 , 则 可 以 省 略 一 切 带 撤 号 。 于 是 上 
面 关 于 流动 的 方程 组 为 


强 +YxCx = 去 va (41.23) 
和 QR=VXvr. 
所 附 条 件 为 :对 于 
r+y =1h, (41.24) 
v=0; 
以 及 对 于 了 好 十 玫 十 妇 交 1， 


v=1, v= v=0, 


这 在 物理 上 所 包含 的 全 部 意义 十 分 有 趣 。 比 如 , 它 意味 着 : 若 我 们 解决 了 关于 某 速 度 
V， 和 某 个 柱 体 直径 D, 的 流动 问题 ,然后 又 问 起 关于 不 同 的 D 及 另 一 种 流体 的 流动 问题 ， 
则 对 于 给 出 相同 雷诺 数 的 速度 V: 一 一 也 就 是 说 , 当 


R= Py a =R,= ee (41.25) 
a La 


时 ,流动 将 是 相同 的 。 对 于 雷诺 数 相同 的 任何 两 种 情况 ,流动 “看 起 来 "将 是 一 样 的 一 一 用 适 
当 标 度 x’, y , z' 和 "的话 。 这 是 一 个 重要 定理 ,因为 它 意味 着 我 们 不 需 制 成 一 架 飞 机 来 做 
试验 ,就 可 以 确定 空气 流 经 机 翼 时 的 行为 。 作 为 代替 ,可 以 制造 一 个 模型 并 利用 提供 相同 雷 
诺 数 的 速度 来 进行 测量 。 这 是 一 个 原理 , 它 容许 我 们 把 小 型 飞机 所 作 的 “ 风 洞 "测量 结果 或 
把 按 比例 缩小 了 的 模型 船 在 “模型 池 " 中 的 试验 结果 应 用 于 实际 尺寸 的 物体 。 然 而 应 当 记 
住 ,只 有 假定 流体 的 压缩 性 可 以 忽略 时 ,我 们 才能 这 样 做 。 要 不 然 ,就 会 进入 一 个 新 的 量 一 一 
声速 。 而 只 有 在 V 对 声速 的 比值 也 相同 时 ,不 同 的 情况 才 会 真正 互相 对 应 。 这 后 一 比值 称 
为 马赫 数 。 因 此 ,对 于 接近 声速 或 超过 声速 的 速度 , 若 两 种 情况 的 两 个 马赫 数 及 两 个 雷诺 数 
都 相同 , 则 在 这 两 种 情况 下 的 流动 才 会 彼此 相同 。 


$41-4 经 过 一 圆柱 体 的 流动 


让 我 们 回 到 低速 (几乎 是 不 可 压缩 的 ) 流 经 柱 体 的 流动 问题 上 来 ,将 对 实际 流体 的 流动 
给 予定 性 描述 。 有 许多 关于 这 类 流动 的 情况 我 们 很 想 知道 一 一 例如 作用 于 柱 体 上 的 息 引 力 
是 什么 ? 作用 于 柱 体 上 的 电 引 力作 为 R 的 函数 被 画 成 图 41-4 中 的 曲线 。 若 其 他 一 切 都 保 
持 固定 的 话 , 则 R 与 空气 的 速度 V 成 正比 。 实 际 上 所 画 出 来 的 乃 是 所 谓 息 引 系数 Co , 它 是 


一 个 无 量 纲 的 数值 ,等 于 力 除 以 到 VD ， 其 中 D 和 ! 分 别 代表 柱 体 的 直径 和 长 度 ,而 p 则 
是 流体 的 密度 : 
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图 41-4 一 根 贺 柱 体 的 奥 引 系数 Co 作为 雷诺 数 的 函数 


这 遇 引 系数 按 相当 复杂 的 方式 变化 ,并 为 我 们 提供 一 种 预示 , 即 在 流动 中 正 发 生 着 某 些 相当 
有 趣 而 又 复杂 的 事情 。 我 们 现在 将 对 不 同 的 雷诺 数 范围 的 流动 性 质 进行 描述 。 首 先 , 当 雷 
诺 数 十 分 小 时 ,流动 完全 是 定常 的 ,这 就 是 说 ,在 任何 地 方 速度 都 恒定 ,流动 绕 柱 体 而 过 。 可 
是 , 流 线 的 实际 分 布 却 不 像 在 有 势 流动 中 那样 ,它们 是 稍微 不 同 的 方程 之 解 。 当 速度 十 分 
低 , 或 等 效 地 说 , 当 黏 性 十 分 高 以 致 该 物质 像 蜂 密 那 样 时 , 则 那些 惯性 项 都 可 以 忽略 ,而 流动 
便 可 由 下 式 描写 : 

Vo= 0. 


这 个 方程 首先 由 斯 托 克 斯 求解 。 他 也 曾 解 过 关于 球体 的 同样 问题 。 若 你 有 一 个 小 球 在 
这 种 低 雷诺 数 的 条 件 下 运动 , 则 鼻 引 它 所 需 之 力 等 于 6xyaeV, 其 中 a 为 球体 半径 而 V 为 其 
速度 。 这 是 一 个 十 分 有 用 的 公式 ,因为 它 决定 尘埃 微粒 (或 可 近似 地 视 作 球体 的 其 他 粒子 ) 
在 一 给 定 力 的 作用 下 穿 过 一 流体 一 一 诸如 在 一 离心 机 中 ,或 在 淀 积 或 扩散 过 程 中 一 一 的 运 
动 速率 。 在 低 雷 诺 数 区 域 一 一 对 于 R 小 于 1 的 情 











况 ,围绕 一 根 标 体 的 » 线 如 图 41-5 所 示 。 = 
ee 
如 果 现在 为 了 获得 比 1 大 一 些 的 雷诺 数 而 增 = 二 R= 
大 流体 速率 , 则 我 们 发 现 流动 情况 不 同 了 。 在 该 ”二 
柱 体 后 面 存在 环流 ,如 图 41-6(b) 所 示 。 关 于 是 否 





即使 在 雷诺 数 最 小 时 也 总 会 有 环流 存在 ,或 要 在 N= 


某 一 定 雷诺 数 时 情况 才 突 然 发 生变 化 ,这 仍然 是 se 
个 未 解决 的 问题 。 人 们 过 去 常常 认为 环流 是 连续 


不 断 地 生长 的 ,但 现在 却 认为 环流 是 突然 出 现 的 ， 图 41-5 围绕 一 根 圆柱 体 的 黏 性 流动 
并 肯定 它 随 R 而 增加 。 无 论 如 何 ,对 于 尽 在 10 一 (低速 流动 ) 
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30 范围 内 的 流动 来 说 存在 不 同 的 特性 。 在 该 柱 体 后 面 就 有 一 对 涡 旋 。 

当 尺 达到 40 左右 的 数目 时 ,流动 已 经 再 次 发 生变 化 。 在 运动 的 特性 方面 突然 有 一 个 
完全 的 改变 。 所 发 生 的 情况 是 ,在 该 柱 体 后 面 有 一 个 涡 旋 竟 变 得 那么 长 ,以 致 分 裂 开 来 并 随 
液体 顺 流 而 行 。 这 时 在 柱 体 后 面 附近 的 流体 又 会 卷 起 来 并 形成 新 的 涡 旋 。 这 些 涡 旋 在 每 一 
边 交替 散 裂 , 因 而 流动 的 瞬时 图 看 来 大 致 像 示意 图 41-6(c) 所 画 的 那样 ,这 些 涡 旋 的 流 称 为 














图 41-6 流 经 一 柱 体 的 ,不同 雷 诺 数 的 流动 
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“卡门 涡 街 ”, 它 们 总 是 在 尺 > 40 时 出 现 ,这 种 流动 的 照片 如 图 41-7 所 示 。 

在 图 41-6 中 ,(a) 与 (b) 或 与 (c) 这 
两 种 流动 间 的 差别 在 状态 方面 几乎 已 完 
全 不 同 。 在 图 (a) 或 (b) 中 ,速度 是 恒定 
的 ,而 在 (c) 中 , 则 在 任 一 点 的 速度 都 随 
时 间 变 化 。 超 过 R = 40 时 就 不 会 有 定 
常 解 了 。 对 于 这 些 较 高 的 雷诺 数 ,流动 
会 随时 间 变 化 ,但 还 是 以 有 规则 的 周期 
性 方式 进行 的 。 

关于 这 些 涡 旋 如 何 产生 ,我 们 可 得 
到 一 个 物理 概念 。 我 们 知道 ,流体 速度 
在 柱 体 表面 处 必须 为 零 ,也 知道 在 离开 

















图 41-7 由 活 德 耳 (L. Prandtl) 拍 摄 的 在 柱 体 后 面 的 流 
表面 后 速度 便 迅速 增长 。 涡 性 就 是 由 流 动 中 出 现 的 “ 涡 街 "照片 


体 速度 方面 的 这 种 巨大 的 局 域 变化 产生 


的 。 现 在 ,当主 流 的 速度 足够 低 时 ,对 涡 性 来 说 便 会 有 充分 时 间 从 靠近 柱 面 产生 它 的 那个 薄 
薄 的 区 域 扩散 开 来 并 生长 成 一 个 大 涡 旋 区 。 这 一 物理 图 像 应 该 会 帮助 我 们 对 主流 速度 或 R 
再 度 增 大 时 在 流动 性 质 方面 的 下 一 次 变化 做 好 思想 准备 。 

当 速 度 变 得 越 来 越 高 时 , 涡 性 扩散 至 较 大 的 流体 区 域 中 的 时 间 就 越 来 越 少 了 。 当 雷 
诺 数 达 到 几 百 时 , 涡 性 已 开始 充满 一 条 薄 薄 的 带 ,如 图 41-6(d) 所 示 。 在 这 一 薄 层 中 , 流 
动 是 混沌 和 无 规 的 ,这 一 个 区 域 叫做 边界 层 。 而 当 R 增 大 时 这 个 无 规 流动 区 会 克服 困难 
越 来 越 往 上 游 伸展 。 在 这 一 满 流 区 中 ,速度 非常 无 规 ,而 又 “受到 干扰 ” ,流动 也 不 再 是 二 
维 的 ,而 是 在 整个 三 维 中 都 出 现 扭转 和 转动 。 但 仍然 有 一 规则 的 交替 运动 香 加 于 这 种 油 
流 之 上 。 

当 雷 诺 数 进一步 增 大 一 一 对 稍 高 于 R = 10 的 那 种 流动 一 一 这 溃 流 区 会 克服 困难 向 前 
直到 它 抵达 流 线 刚 离开 柱 体 的 地 点 。 这 种 流动 如 图 41-6(e) 所 示 , 因 而 我 们 就 有 了 所 谓 “ 汕 
流 边界 层 "。 并 且 ,在 蝶 引 力 方面 存在 猛烈 变化 , 它 下 降 了 很 多 倍 , 如 图 41-4 中 所 示 。 在 这 
一 个 速率 范围 中 , 昌 引 力 的 确 会 随 速度 的 增加 而 降低 ,周期 性 的 迹象 似乎 很 少 。 

对 于 更 大 的 雷诺 数 将 会 发 生 什么 呢 ? 当 我 们 进一步 提高 速率 时 , 那 尾 流 的 尺寸 会 再 度 
增 大 ,而 电 引 力 又 复 增加 。 最 近 的 实验 一 一 达到 R = 10” 左右 一 一 指出 :有 一 种 新 的 周期 性 
出 现在 尾 流 之 中 ,这 或 者 是 由 于 整个 尾 流 以 整体 运动 的 方式 发 生 了 来 回 振动 ,或 者 是 由 于 某 
种 新 类 型 的 涡 旋 正 伴随 那 不 规则 的 嗜 杂 运动 而 产生 。 详 细 的 情况 迄今 还 不 完全 清楚 ,人 们 
仍 在 用 实验 方法 进行 研究 。 





$41-5 零 黏 性 极限 


我 们 愿意 指出 ,上 面 所 描述 的 那些 流动 ,没有 一 种 与 上 一 章 所 求 得 的 那 种 有 势 流动 解 有 
任何 相像 的 地 方 。 年 一 看 来 ,这 似乎 很 奇怪 。R 毕竟 与 1 /9 成 正比 ,因而 7 趋 于 零 与 R 趋 于 
无 限 大 是 等 效 的 。 若 在 式 (41. 23) 中 取 大 R 的 极限 , 则 会 把 右边 去 掉 ,而 正好 得 到 上 一 章 的 
那些 方程 。 可 是 ,你 该 会 发 现 ,在 R = 107 的 那 种 高 度 满 流 竟 会 趋向 于 从 “ 干 " 水 方程 组 所 算 
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出 来 的 平滑 流动 ,真是 难以 置信 。 当 尺 = oo 时 ,由 方程 式 (41.23) 所 描述 的 流动 会 完全 不 同 
于 我 们 从 取 7 = 0 开始 着 手 获得 的 解 ,这 怎么 可 能 呢 ? 答案 十 分 有 趣 。 应 当 注 意 式 (41. 23) 
右边 存在 1 AR 乘 一 个 三 次 微 商 , 它 是 方程 中 比 任何 其 他 微 商都 高 次 的 微 商 。 发 生 的 情况 
是 :虽然 系数 1 AR 是 小 量 , 但 在 表面 附近 的 空间 内 却 存在 着 纪 的 十 分 迅速 的 变化 。 这 些 迅 
速 变化 补偿 了 那个 小 的 系数 ,因而 两 者 之 积 就 不 会 随 R 的 增 大 而 趋 于 零 。 解 答 就 不 会 趋 于 
当 V"p 的 系数 变 成 零 时 的 那 种 极限 情况 。 

你 可 能 会 觉得 奇怪 , 细 粒 淇 流 是 什么 ,而 它 又 是 怎样 维持 它 本 身 的 呢 ? 在 柱 体 边 缘 某 
处 所 造成 的 涡 度 如 何 能 在 背景 中 产生 那么 多 的 噪声 呢 ? 答案 又 是 很 有 趣 的 。 原 来 涡 性 
有 扩大 自身 的 倾向 。 如 果 我 们 暂时 忘却 那 种 会 引起 涡 度 损失 的 涡 旋 扩散 现象 , 则 流动 的 
规律 表明 (正如 我 们 以 前 见 过 的 ) : 涡 线 会 以 速度 "随同 流体 一 起 运动 。 可 以 想象 ,有 一 定 
数目 的 名 线 正 被 "的 复杂 流动 花样 所 扭转 和 变形 ,这 会 将 那些 线 紧密 地 吸引 在 一 起 并 彻 
底 混合 。 原 先 那些 简单 的 涡 线 将 会 纠缠 成 结 而 且 紧 密 地 吸引 在 一 起 。 涡 度 强 度 将 会 增 
加 ,而 其 无 规 性 一 一 包括 正 的 和 负 的 一 一 一 般 也 将 增加 。 因 此 , 当 流 体 到 处 被 旋转 时 ,在 
三 维 中 涡 度 的 量 值 就 增 大 。 

你 也 许 正 好 要 问 :“ 什 么 时 候 那 种 有 势 流动 才 是 真正 满意 的 理论 呢 ? "首先 , 在 消 流 区 以 
外 , 即 在 涡 度 还 未 通过 扩散 而 明显 进入 的 地 区 , 它 是 令 人 满意 的 。 通 过 制造 特殊 的 流线型 物 
体 ,我 们 就 能 使 得 沸 流 区 尽 可 能 小 。 机 翼 一 一 那 是 经 过 精心 设计 的 一 一 周围 的 那 种 流动 就 
几乎 完全 是 真正 的 有 势 流动 。 


$41-6 库 埃 特 . 流 动 


流 经 一 柱 体 那 种 流动 的 复杂 而 易 变 的 特性 并 不 特殊 ,而 各 种 各 样 的 流动 可 能 性 却 会 普 
遍地 发 生 ,这 是 有 可 能 加 以 演示 的 。 在 第 一 节 中 我 们 曾经 对 两 个 圆 简 间 的 黏 性 流动 算出 了 
一 个 解 ,并 能 够 把 这 一 结果 与 实际 发 生 的 情况 进行 比较 。 若 取 两 个 同心 的 圆 简 ,在 它们 之 间 
的 空隙 里 装 进 油 ,并 放 进 一 些 铝 粉 以 作为 油 中 的 悬浮 物 ,这样 流 动 就 可 容易 观察 到 。 现 在 ， 
若 缓慢 地 转动 外 简 , 并 不 会 有 什么 意料 之 外 的 事情 发 生 ,这 可 从 图 41-8(a) 上 看 到 。 相 反 ， 
若 慢 慢 转动 内 简 , 也 不 会 有 十 分 显著 的 事情 发 生 。 然 而 , 若 以 较 高 速率 转动 内 简 , 则 我 们 会 
感到 惊奇 ,流体 已 破裂 成 一 些 水 平 带 ,如 图 41-8(b) 所 指出 来 的 那样 。 当 外 简 以 一 相似 速率 
转动 而 保持 内 简 静 止 不 动 时 , 却 没有 这 种 效应 发 生 。 怎 么 可 能 在 转动 内 简 或 转动 外 简 之 间 





图 41-8 在 两 个 透明 的 旋转 圆 简 间 液体 流动 的 花样 
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存在 这 种 差别 呢 ? 毕竟 ,我们 在 第 一 节 中 导出 的 那 种 流动 图 样 只 依赖 于 ww 一 w。 我 们 可 以 
通过 对 图 41-9 所 示 截 面 的 考察 而 得 到 答案 。 当 内 层 流体 比 外 层 流体 运动 得 快 时 ,它们 趋向 于 
向 外 运动 一 一 离心 力 大 于 把 它们 固定 在 适当 位 置 上 的 压强 。 因 为 外 层 的 阻塞 ,所 以 整 层 流体 
不 可 能 均匀 地 向 外 移动 ,因此 就 必然 会 破裂 成 小 格 并 做 环流 ,如 图 41-9(b) 所 示 。 就 像 房间 里 
底部 空气 较 热 时 所 发 生 的 对 流 。 当 内 简 不 动 而 外 简 高 速 转动 时 ,离心 力 会 建立 起 把 一 切 都 
保持 在 平衡 状态 的 压强 梯度 一 一 见 图 41-9(c)( 正 如 在 一 间 顶 部 空气 较 热 的 房子 里 那样 )。 





离心 力 








(9) (人 
图 41-9 为 什么 流动 会 破裂 成 带 状 


现在 让 我 们 提高 内 简 的 转速 。 起 初 , 带 的 数目 增加 。 然 后 突然 你 会 看 到 那些 带 变 成 波 
浪 形状 ,如 图 41-8(e) 所 示 , 而 这 些 波 正在 环绕 着 简 行 进 。 波 的 速率 很 容易 测量 出 来 。 对 于 
相当 高 的 转速 来 说 ,这 波束 会 接近 于 内 简 速 率 的 三 分 之 一 。 但 没有 谁 能 知 其 所 以 然 ! 这 就 
存在 一 种 挑战 ,一 个 像 1/3 的 简单 数目 ,还 得 不 到 任何 解释 。 事 实 上 ,这 种 波形 成 的 整个 机 
制 并 未 得 到 很 好 理解 ,而 它 却 是 一 种 定常 层 流 。 

如 果 我 们 现在 也 开始 转动 外 简 一 一 但 是 沿 相反 方向 一 一 则 该 流动 花样 开始 破裂 ,所 获 
得 的 乃 是 波浪 形状 区 域 与 表面 上 静止 的 区 域 相互 交替 的 一 种 情形 ,如 图 41-8(d) 所 示意 的 
那样 ,构成 一 种 螺旋 式 的 花样 。 然 而 ,在 这 些 “ 静 止 " 区 中 ,我 们 能 够 看 到 流动 实在 是 很 不 规 
则 的 , 它 实 际 上 完全 是 满 流 ,而 那些 波浪 形状 区 也 开始 表现 出 无 规 的 淇 流 了 。 如 果 内 外 简 继 
而 转 得 更 快 , 则 整个 流动 便 会 变 成 混沌 的 庙 流 了 。 

在 这 个 简单 的 实验 中 ,我 们 看 到 了 许多 有 趣 的 、 完 全 不 同 的 流动 状态 ,但 它们 却 全 都 
包含 在 一 个 参数 R 取 不 同 数值 的 简单 方程 中 。 利 用 上 面 的 旋转 圆 简 ,能 看 到 发 生 于 流 经 
柱 体 的 流动 中 的 许多 效应 :首先 ,有 一 种 定常 流动 ;其 次 ,开始 出 现 一 种 随时 间 变 化 的 、 但 
仍 以 有 规则 而 又 平滑 的 方式 进行 的 流动 ;最 后 ,流动 就 变 成 完全 无 规 的 了 。 你 们 大 家 都 
曾 在 平静 空气 里 ,从 点 燃 着 的 一 支 纸 烟 升 起 的 一 股 烟 柱 中 看 到 相同 的 效应 。 有 一 股 平滑 
而 稳定 的 烟 柱 ,接着 当 这 股 烟 流 开始 破裂 时 就 有 一 系列 的 扭转 和 弯曲 ,最 后 才 形成 一 股 
无 规 的 涡流 烟云 。 

从 所 有 这 些 实验 中 我 们 能 够 学 到 的 主要 经 验 是 ,一 大 堆 不 同 的 行为 都 隐藏 在 式 (41. 23) 
那 组 简单 的 方程 中 。 所 有 的 解 都 属于 同样 的 方程 组 , 仅 有 不 同 的 R 值 。 我 们 并 没有 理由 认 
为 在 这 些 方程 式 中 会 有 任何 遗漏 的 项 。 唯 一 的 困难 在 于 ,今天 除了 十 分 小 的 雷诺 数 一 一 即 
完全 黏 性 的 那 种 情况 一 一 以 外 ,我 们 仍然 缺乏 数学 本 领 对 各 种 情况 进行 分 析 。 我 们 虽然 写 
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下 了 一 个 方程 ,但 这 并 不 会 从 流体 的 流动 中 除 掉 它 的 魅力 它 的 神秘 或 它 的 令 人 惊异 之 处 。 
若 在 只 有 一 个 参数 的 简单 方程 中 这 样 的 变化 是 可 能 的 话 ,那么 对 于 更 加 复杂 的 方程 可 
能 性 是 多 么 多 啊 ! 也 许 用 以 描述 旋涡 星云 以 及 那些 正在 凝结 旋转、 爆炸 的 众 星球 和 众 银河 
的 基本 方程 ,正好 就 是 关于 几乎 为 纯 氢气 的 流体 动力 学 行为 的 简单 方程 。 经 常 有 某 些 对 物 
理学 怀 着 毫 无 根据 的 恐惧 心理 的 人 会 说 ,你 不 可 能 写 出 关于 生命 的 一 个 方程 。 噢 ,也 许 我 们 
能 够 。 事 实 上 , 当 我 们 写 出 量子 力学 的 方程 
时 ,我们 就 很 可 能 已 经 有 了 足够 近似 的 方程 。 刚 才 已 经 看 到 ,事情 的 复杂 性 能 够 那么 容易 而 
又 戏剧 性 地 被 用 来 描写 它们 的 那些 方程 的 简单 性 所 忘记 。 人 们 往往 还 未 认识 到 一 些 简单 方 
程 的 适用 范围 ,就 得 出 结论 ,解释 世界 的 复杂 性 所 需要 的 除非 上 帝 ,而 仅仅 有 方程 是 不 行 的 。 
我 们 已 写 出 了 关于 水 流动 的 方程 组 。 从 实验 方面 来 说 ,也 找到 了 一 组 用 来 讨论 其 解 的 
概念 和 近似 方法 一 一 涡 街 \ 汕 性 尾 流 、, 边 界 层 等 等 。 当 我 们 在 一 种 不 那么 熟悉 的 \ 而 同时 又 
还 未 能 做 出 实验 的 情况 下 拥有 相似 的 方程 组 时 ,就 企图 按照 一 种 原始 \ 不 完全 和 混乱 的 方式 
求解 那些 方程 ,希望 确定 有 什么 新 的 定性 特点 可 能 会 出 现 ,或 有 什么 新 的 定性 形式 是 那些 方 
程 的 结果 。 例 如 , 当 我 们 把 太阳 作为 一 个 氢气 球 看 待 时 ,方程 式 把 太阳 描绘 成 没有 太阳 黑 
子 、 表 面 没 有 谷 粒状 结构 ,也 没有 太阳 红 焰 和 日 岗 。 可 是 ,所 有 这 些 ,实际 上 都 存在 于 该 方程 
之 中 ,只 是 我 们 还 未 找到 借以 获得 它们 的 方法 罢了 。 
还 有 一 些 人 对 于 在 其 他 行星 上 尚未 找到 生物 而 感到 失望 。 我 却 不 是 那 种 人 一 一 我 希望 
能 通过 行星 际 探索 ,以 及 从 这 么 简单 的 原理 就 能 产生 出 那 种 变化 无 穷 而 又 新 奇 的 各 种 现象 ， 
再 次 受到 启发 .受到 鼓舞 ,并 感到 惊异 。 科 学 的 检验 标准 乃 是 其 预言 的 本 领 。 假 如 你 从 未 探 
望 过 地 球 ,难道 你 能 预言 雷电 、 火 山海 涛 极光 以 及 五 彩 缤纷 的 晚霞 吗 ? 当 我 们 获悉 在 那些 
死寂 的 行星 一 一 八 个 或 十 个 球体 一 一 上 每 一 个 所 发 生 的 一 切 事情 时 , 即 每 个 都 由 同一 种 尘 
埃 云 所 凝聚 而 成 ,而 且 每 个 又 都 遵循 着 完全 相同 的 物理 规律 , 那 将 是 有 益 的 一 课 。 ， 
下 一 个 人 类 智慧 的 伟大 启蒙 期 ,很 可 能 会 产生 出 一 种 理解 方程 的 定性 内 容 的 方法 。 目 
前 我 们 还 不 能 够 。 今 天 不 能 看 出 那个 水 的 流动 方程 会 含有 人 们 在 两 个 转动 加 简 间 所 见得 到 
的 、 像 理发 店 门 前 的 旋转 招牌 那样 的 满 流 结构 。 今 天 还 不 能 看 出 薛 定 谓 方程 是 否 包含 青蛙 、 
音乐 作曲 家 或 者 伦理 道德 一 一 也 许 它 不 会 。 对 于 超越 事情 本 身 范围 的 \ 像 上 帝 那 样 的 某 些 
事情 ,我 们 不 可 能 说 需要 还 是 不 需要 ,因而 我 们 都 可 以 就 这 两 种 情况 保持 自己 的 坚定 信念 。 
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按照 牛顿 理论 ,所 有 物体 都 吸引 其 他 物体 ,吸引 力 与 它们 之 间距 离 的 平方 成 反比 ;物体 
受 力 后 就 产生 与 力 成 正比 的 加 速度 。 这 些 就 是 牛顿 的 万 有 引力 定律 和 运动 定律 。 如 你 所 
知 ,它们 说 明了 球 、 行 星人 造 卫 星 、 星 系 等 等 运动 的 原因 。 

对 于 引力 定律 , 爱 因 斯 坦 有 不 同 的 解释 。 按 照 他 的 理论 ,空间 和 时 间 一 一 必须 放 在 一 起 
称 为 时 空 一 一 在 重 质量 物体 附近 是 弯曲 的 。 物 体 总 是 力图 沿 着 弯曲 时 空中 的 “直线 "行进 ， 
它们 的 这 种 运动 方式 是 弯曲 时 空 造 成 的 。 这 是 一 个 复杂 的 概念 一 一 非常 复杂 。 这 就 是 本 章 
我 们 要 阐明 的 概念 。 

我 们 的 题目 含有 三 个 部 分 。 一 部 分 涉及 引力 效应 ; 另 一 部 分 涉及 我 们 已 经 学 过 的 时 空 概 
念 ;第 三 部 分 与 弯曲 时 空 概念 有 关 。 开 始 时 我 们 把 题目 简化 , 先 不 考虑 引力 , 且 撤 开 时 间 一 一 
只 讨论 弯曲 空间 。 稍 后 ,我 们 会 谈 到 其 他 部 分 ,但 现在 我 们 将 把 注意 力 集中 在 弯曲 空间 的 概 
念 一 一 弯曲 空间 的 含意 是 什么 ,更 确切 地 说 , 爱 因 斯 坦 应 用 弯曲 空间 的 含意 是 什么 。 结 果 发 
现 ,即使 如 此 ,在 三 维 情况 下 仍 相 当 困难 。 所 以 我 们 一 开始 还 得 把 问题 做 进一步 的 简化 ,只 
讨论 二 维 情况 下 “弯曲 空间 "一 词 的 意思 是 什么 。 

为 了 理解 二 维 情况 下 弯曲 空间 的 概念 ,你 真 应 该 去 体验 一 下 生活 在 这 种 空间 中 的 角色 
的 特别 的 观点 。 假 定 我 们 设想 一 只 昆虫 , 它 没有 眼睛 ,生活 在 一 个 平面 上 ,如 图 42-1 所 示 。 
它 只 能 在 平面 上 行动 ,而 且 无 法 知道 有 什么 发 现任 何 “ 外 部 世界 "的 方法 ( 它 没有 你 们 的 想象 
力 )。 当 然 ,我 们 将 用 类 推 法 进行 讨论 。 我 们 生活 在 一 个 三 维 的 世界 ,因而 不 会 有 任何 离开 
我 们 的 三 维 世 界 .在 一 个 新 的 方向 上 的 想象 能 力 , 所 以 我 们 只 得 通过 类 推 的 方法 把 事情 想 清 
楚 。 这 如 同 我 们 就 是 一 只 生活 在 平面 上 的 昆虫 ,而 在 另 一 方向 上 存在 着 空间 。 这 就 是 为 什 
么 我 们 首先 将 和 昆虫 打交道 ,并 记 住 它 必 须 生 活 在 它 的 表面 上 而 不 能 离开 的 原因 。 

作为 生活 在 二 维 空间 中 昆虫 的 另 一 例子 ,我 们 设想 有 一 只 昆虫 生活 在 球面 上 。 我 们 可 以 
想象 它 在 球 的 表面 上 到 处 爬行 ,如 图 42-2 所 示 , 但 它 不 能 “仰视 “俯视 "或 “ 朝 外 面 "观看 。 





图 42-1 平面 上 的 一 只 昆虫 图 42-2 球面 上 的 一 只 昆虫 
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现在 我 们 还 要 考虑 第 三 种 生物 。 它 也 和 前 面 两 个 例子 一 样 是 一 只 昆虫 ,和 第 一 只 昆虫 
那样 生活 在 一 个 平面 上 ,但 这 个 平面 很 独特 ,在 不 同 的 地 方 具 有 不 同 的 温度 。 同 时 ,昆虫 和 
它 使 用 的 尺 全 是 由 相同 的 材料 做 成 的 , 当 材料 被 加 热 时 就 膨胀 。 每 当 它 拿 一 把 尺 放 在 某 处 
去 测量 某 物体 时 , 尺 就 立即 膨胀 至 与 该 处 温度 相当 的 长 度 。 无 论 它 把 什么 物体 一 一 它 自 身 、 
尺 \ 矩 形 或 任何 东西 一 一 放 在 何 处 ,该 物体 总 会 因 热膨胀 而 伸展 自己 。 任 何 物体 在 热 的 地 方 
比 在 冷 的 地 方 要 长 ,而 任何 物体 都 具有 相同 的 膨胀 系数 。 我 们 把 第 三 种 昆虫 的 住处 称 为 “ 热 
板 ”, 不 过 ,我 们 特别 将 它 设想 为 一 种 特殊 类 型 的 热 板 , 它 的 中 心 较 冷 , 越 走 向 边缘 越 热 (参见 
图 42-3)。 





图 42-3 热 板 上 的 一 只 昆虫 图 42-4 在 平面 上 做 直线 


现在 我 们 将 想象 那些 昆虫 开始 研究 几何 学 。 虽 然 我 们 设想 它们 是 睹 子 ,不 能 看 见 任何 
外 部 世界 ,但 它们 还 能 用 腿 及 感觉 器 官 做 很 多 事情 。 它 们 可 以 画 出 线条 ,能 够 制造 尺 并 测量 
长 度 。 首 先 ,假定 它们 从 最 简单 的 几何 概念 着 手 。 它 们 学 习 如 何 做 一 条 直线 一 一 定义 为 两 
点 之 间 最 短 的 联 线 。 第 一 只 昆虫 一 一 参见 图 42-4 一 一 学 会 了 做 非常 好 的 线 。 但 对 于 球面 
上 的 昆虫 来 说 会 发 生 什么 情况 呢 ? 它 把 直线 画 成 两 点 之 间 ( 对 它 来 说 ) 的 最 短 距 离 ,如 图 
42-5 所 示 。 对 我 们 来 说 , 它 看 起 来 像 一 条 曲线 ,但 是 它 无 法 离开 球面 找 出 “真正 "更 短 的 线 。 
它 仅 知道 ,如 果 在 自己 的 世界 中 尝试 做 别 的 路 径 , 则 这 些 路 径 总 是 比 它 的 直线 要 长 。 所 以 我 
们 将 允许 它 把 直线 作成 两 点 之 间 最 短 的 圆 弧 ( 当 然 是 大 圆 的 贺 弧 )。 





图 42-5 在 球面 上 做 直线 图 42-6 在 热 板 上 做 直线 


最 后 ,第 三 只 昆虫 一 一 图 42-3 中 的 那 只 昆虫 一 一 也 会 画 出 “直线 ”, 虽 然 对 我 们 来 说 它 
看 起 来 像 曲线 。 例 如 ,图 42-6 中 A 和 B 之 间 的 最 短 距离 应 该 沿 着 像 图 中 所 示 的 曲线 。 为 
什么 呢 ? 因 为 当 线 弯 向 热 板 的 较 暖 部 分 时 , 尺 会 变 得 较 长 (从 我 们 无 所 不 晓 的 观点 来 看 ) , 因 
而 从 A 到 B 不 断 丈 量 所 取得 的 “ 码 尺 "的 次 数 就 较 少 。 所 以 对 它 来 说 该 线 是 直 的 一 一 它 无 
法 知道 在 陌生 的 三 维 世 界 中 还 会 有 人 把 别 的 线 称 为 "直线 "。 
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我 们 认为 你 现在 已 经 得 到 这 样 的 概念 , 即 其 他 一 切 分 析 将 始终 是 从 位 于 特殊 表面 上 的 生 
物 的 观点 出 发 ,而 不 是 从 我 们 的 观点 出 发 的 。 考 虑 到 这 点 ,我们 来 看 看 它们 的 其 他 几何 图 形 像 
什么 样子 。 我 们 假定 昆虫 们 都 已 学 会 如 何 使 得 两 条 线 相 交 成 直角 (你 可 以 想象 出 它们 如 何 才 
能 做 到 这 一 点 )。 因 此 第 一 只 (在 正常 平面 上 的 ) 昆 虫 发 现 一 个 有 趣 的 事实 。 如 果 它 从 A 点 出 
发 做 一 条 长 100 in 的 线 ,然后 作 一 个 直角 并 标 出 另 一 条 100 in 的 线 , 接 着 做 另 一 个 直角 ,并 做 
另 一 条 100 in 的 直线 ,然后 做 第 三 个 直角 和 第 四 条 100 in 长 的 线 ,最 后 恰好 在 出 发 点 结束 ,如 
图 42-7(a) 所 示 。 这 个 图 形成 为 它 所 在 世界 的 一 个 特 





然后 , 它 发 现 另 一 件 重要 的 事情 ,如 果 它 做 一 个 三 角形 一 一 用 三 条 直线 画 出 的 图 形 , 则 
三 个 内 角 之 和 等 于 180", 即 等 于 两 直角 之 和 ,参见 图 42-7(b)。 


100in 


A 
</ Cy 


arb+c=180" 





(a) (b) (©) 
图 42-7 平 直 空间 中 的 正方 形 \ 三 角形 和 贺 


接着 , 它 发 明了 圆 。 贺 是 什么 ? 圆 是 用 这 样 的 方法 做 成 的 :你 从 一 点 出 发 , 沿 着 许 许多 
多 方向 画 直线 ,并 将 所 有 到 出 发 点 具有 相同 距离 的 大 量 的 点 连 成 线 , 参 见 图 42-7(c)( 如 何 
给 这 些 事物 下 定义 ,我 们 应 小 心 从 事 ,因为 我 们 必须 能 够 去 为 其 他 伙伴 做 类 似 的 东西 )。 当 
然 ,通过 围绕 该 点 转动 一 把 尺 , 你 也 能 够 做 出 与 此 等 价 的 曲线 。 反 正 上 述 昆 虫 已 学 会 如 何 去 
做 贺 ,有 一 天 它 想 去 测量 圆周 的 距离 。 它 测量 几 个 圆周 后 发 现 了 一 个 简洁 的 关系 : 周 
长 恒 等 于 同一 个 数目 乘 以 半径 r( 当 然 ,r 是 从 中 心 到 外 面 曲线 的 距离 )。 周 长 和 半径 总 是 具 
有 相同 的 比例 一 一 近似 为 6. 283 一 一 与 圆 的 大 小 无 关 。 

现在 ,我们 来 看 看 其 他 昆虫 对 于 它们 的 几何 学 发 现 了 些 什么 。 首 先 , 当 球面 上 的 昆虫 试 
图 做 一 个 “正方 形 "时 会 发 生 些 什么 呢 ? 如 果 按照 我 们 上 面 给 出 的 规定 , 它 大 概 会 认为 所 得 结 
果 很 不 值得 忧虑 。 它 得 到 了 像 图 42-8 中 所 示 的 图 形 。 它 的 结束 点 B 并 不 在 出 发 点 A 上 , 它 








图 42-8 在 球面 上 试 做 “正方 形 ” 图 42-9 在 热 板 上 试 做 “正方 形 ” 
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根本 没有 做 成 一 个 闭合 的 图 形 。 你 可 以 弄 一 个 球 来 试 试看 ,对 于 热 板 上 的 昆虫 朋友 来 说 也 
会 出 现 类 似 的 情况 。 如 果 它 画 出 了 四 根 等 长 的 直线 一 一 用 它 膨胀 的 尺 测量 的 一 一 用 直角 连 
接 后 , 它 会 得 到 一 幅 如 图 42-9 所 示 的 图 形 。 

现在 假定 每 只 昆虫 都 有 它们 自己 的 欧 几 里 得 ,他 曾 告 诉 它们 几何 图 形 “应 该 " 像 什 么 样 
子 , 而 且 它们 已 经 通过 小 尺度 范围 所 做 的 粗糙 测量 对 之 进行 了 初步 的 检验 。 然 后 当 它 们 试 
图 在 大 尺度 范围 做 一 个 精确 的 正方 形 时 ,就 发 现 有 点 不 对 。 要 害 在 于 , 仅 通 过 几何 学 的 测量 
就 会 发 现 它们 的 空间 有 些 问 题 。 我 们 定义 的 弯曲 空间 ,就 是 其 中 的 几何 图 形 不 是 我 们 在 平 
面 情况 下 所 期 望 的 形状 的 那 种 空间 。 昆 虫 在 球面 或 热 板 上 所 做 的 几何 图 形 就 是 弯曲 空间 的 
几何 图 形 。 那 里 欧 几 里 得 几何 学 的 规则 失效 了 。 为 了 查 明 你 所 生活 的 世界 是 弯曲 的 ,没有 
必要 得 使 自己 离开 这 个 平面 ;为 了 弄 清楚 你 生活 的 面 是 一 个 球面 ,没有 必要 去 环绕 这 个 球 飞 
行 。 通 过 丈量 一 个 正方 形 , 你 就 可 以 发 现 你 生活 在 一 个 球 上 面 。 如 果 正 方形 很 小 , 则 将 需要 
很 高 的 精度 ; 若 正 方形 很 大 , 那 测量 工作 可 以 做 得 粗 一 点 。 

让 我 们 考虑 平面 上 的 三 角形 ,内 角 之 和 等 于 180"。 我 们 在 球面 上 的 朋友 可 能 发 现 一 些 
很 特殊 的 三 角形 。 例 如 它 可 能 发 现 具有 三 个 直角 的 三 角形 。 的 确 是 的 ! 其 中 之 一 如 图 
42-10 所 示 。 假 定 昆 虫 从 北极 出 发 ,做 一 条 直线 直达 赤道 ,然后 做 一 个 直角 以 及 同样 长 度 的 
另 一 条 直线 。 接 着 它 再 做 一 遍 。 根 据 它 所 选取 的 很 特殊 的 长 度 , 它 正好 回 到 出 发 点 ,和 第 一 
条 直线 相遇 ,并 与 其 构成 直角 。 所 以 ,对 它 来 讲 , 毫 无 疑问 这 个 三 角形 具有 三 个 直角 , 即 它们 
之 和 为 270"。 结 果 表 明 , 对 它 而 言 ,三 角形 三 内 角 之 和 人 恒 大 于 180"。 事 实 上 ,超过 部 分 (对 
于 上 述 特殊 情况 ,超过 90") 正 比 于 三 角形 有 多 大 的 面积 。 如 果 球 面 上 的 一 个 三 角形 很 小 ， 
则 它 的 角 相 加 就 非常 接近 180", 仅 稍微 超过 一 点 。 当 三 角形 变 得 较 大 时 ,这 种 差异 就 会 上 
升 。 在 热 板 上 的 昆虫 会 发 现 它们 的 三 角形 具有 类 似 的 困难 。 








图 42-10 在 球面 上 一 个 “三 角形 "可 以 具有 三 个 90" 的 角 图 42-11 在 球面 上 做 贺 


接 下 来 我 们 考察 关于 贺 其 他 昆虫 发 现 了 什么 。 它 们 做 一 些 圆 并 测量 它们 的 周 长 。 例 
如 ,在 球面 上 的 昆虫 或 许 会 做 出 如 图 42-11 所 示 的 那个 圆 ,而 且 它 会 发 现 该 圆 的 周 长 小 于 
2x 乘 以 半径 (你 可 能 知道 ,从 我 们 的 三 维 观 点 来 看 ,这 是 很 明显 的 , 即 它 所 谓 的 “半径 "是 弯 
曲 的 , 比 该 圆 的 真实 半径 要 长 )。 假 定 球面 上 的 昆虫 已 经 学 过 欧 几 里 得 几何 ,并 决定 预言 半 
径 等 于 周 长 除 以 2r, 取 作 


ra 一 Fo (42.1) 


因此 它 会 发 现 所 测 得 的 半径 比 预 言 的 半径 要 大 。 若 继续 讨论 这 个 题目 , 那 它 或 许 会 把 这 个 
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差 定义 为 " 逾 半径 ”, 并 写成 





7 机 一 7 硕 一 7 什 ， (42.2) 
并 且 研 究 逾 半径 效应 如 何 取决 于 圆 的 大 小 。 
在 热 板 上 的 昆虫 会 发 现 类 似 的 现象 。 假 定 它 以 板 上 的 冷 点 为 圆心 画 圆 ,如 图 42-12 所 
示 。 要 是 我 们 看 着 它 做 圆 , 则 会 注意 到 它 的 尺 在 靠近 圆心 时 较 短 ,而 当 尺 移动 到 外 面 时 就 变 
长 一 一 虽然 昆虫 并 不 知道 ,这 也 是 显然 的 事 。 当 它 测量 周 长 时 , 尺 始终 是 长 的 ,所 以 它 也 发 
现 测 得 的 半径 较 预期 半径 C/2x 要 长 。 因 此 , 热 板 上 的 昆虫 也 发 现 了 “ 逾 半径 效应 ,该 效应 
的 大 小 又 决定 于 圆 的 半径 。 
我 们 将 把 “弯曲 空间 "定义 为 其 中 会 发 生 下 述 类 型 几何 偏差 的 空间 :三 角形 三 内 角 之 和 
不 等 于 180"; 圆 的 周 长 除 以 2x 不 等 于 半径 ;制作 正方 形 的 规则 不 会 给 出 闭合 的 曲线 。 你 可 
能 还 会 想到 一 些 别 的 偏差。 
我 们 已 经 给 出 了 两 个 关于 弯曲 空间 的 不 同 例子 :球面 和 热 板 。 但 有 趣 的 是 ,如 果 选 取 正 
确 的 温度 随 热 板 上 距离 变化 的 函数 , 则 这 两 种 几何 将 是 完全 相同 的 。 这 事 相当 有 趣 ,我 们 可 
以 使 得 热 板 上 的 昆虫 和 球面 上 的 昆虫 获得 完全 相同 的 答案 。 对 于 那些 爱好 几何 学 和 几何 学 
习题 的 人 ,我 们 将 告诉 你 们 如 何 才能 做 到 这 一 点 。 如 果 设 想 尺 的 长 度 (由 温度 确定 ) 与 1 加 
上 某 个 常数 乘 上 距 原点 距离 的 平方 成 正比 ,那么 你 将 发 现 热 板 上 的 几何 在 所 有 细节 上 均 
与 球面 上 的 几何 完全 相同 。 





图 42-12 在 热 板 上 做 贺 图 42-13 马鞍 型 曲面 上 的 贺 


当然 ,还 有 其 他 类 型 的 几何 学 。 你 们 可 能 会 问 , 那 生活 在 梨 上 面 的 昆虫 ,也 就 是 生活 在 
有 的 地 方 弯曲 得 比较 厉害 有 的 地 方 弯 曲 得 比较 平坦 的 曲面 上 的 昆虫 ,其 几何 将 如 何 。 这 
时 ,昆虫 在 它 的 世界 中 的 一 部 分 所 做 的 小 三 角形 ,其 角 的 逾 量 比 在 另 一 部 分 所 做 的 小 三 角形 
要 大 。 换 句 话说 ,空间 的 曲率 是 可 以 逐 处 变化 的 ,这 就 是 对 上 述 概念 的 概括 。 这 种 情况 也 可 
以 通过 热 板 上 适当 的 温度 分 布 来 进行 模仿 。 

我 们 也 不 妨 指出 ,上 述 结果 可 以 从 类 似 矛 盾 的 、 相 反 的 东西 中 得 出 来 。 例 如 ,你 们 可 能 
会 发 现 , 当 把 三 角形 做 得 太 大 时 三 内 角 之 和 小 于 180"。 这 话 也 许 听 起 来 不 大 可 能 ,但 一 点 
也 不 假 。 首 先 ,我 们 该 有 一 块 热 板 , 它 的 温度 随 距 中 心 的 距离 而 降低 ,于 是 所 有 的 效应 都 会 
反 转 过 来 。 但 是 我 们 也 可 以 通过 考虑 二 维 的 鞍 面 几何 图 形 而 纯粹 从 几何 学 上 做 到 这 点 。 想 
象 如 图 42-13 所 示意 的 马鞍 型 曲面 ,现在 在 该 曲面 上 画 一 个 “ 圆 ”, 把 它 定义 为 距 中 心 相同 距 


* 无 限 远 点 除外 。 
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离 的 所 有 点 的 轨迹 。 这 个 圆 是 一 条 像 扇贝 过 那样 上 、 下 波动 的 曲线 ,所 以 它 的 周 长 比 根据 
2xr 所 预期 的 值 要 长 。 这 时 的 C/A(2x) 就 大 于 r* ,“ 逾 半径 "应 为 负 值 。 

球 、 梨 等 这 类 物体 全 都 具有 正 曲率 的 表面 ; 另 一 类 物体 则 称 为 具有 负 曲 率 的 表面 。 一 般 
说 来 ,一 个 二 维 世界 的 曲率 将 是 逐 处 变化 的 ,在 某 个 地 方 为 正 , 而 在 另 一 个 地 方 为 负 。 通 常 ， 
我 们 所 谓 的 弯曲 空间 , 仅 是 指 其 中 欧 几 里 得 几何 规则 因 一 个 偏差 符号 或 其 他 原因 而 失效 的 
空间 ,曲率 的 量 值 一 一 比如 说 由 逾 半径 所 定义 一 一 可 以 逐 处 变化 。 

我 们 应 该 指出 ,根据 上 面 对 曲 率 的 定义 ,圆柱 面 是 不 弯 

曲 的 ,这 令 人 相当 奇怪 。 如 果 一 只 昆虫 生活 在 一 个 圆柱 面 

上 ,如 图 所 示 , 则 它 会 发 现 三 角形 、 正 方形 以 及 加 所 具有 的 一 

切 特征 ,与 它们 在 平面 上 所 具有 的 特征 完全 相同 。 只 要 设想 

一 下 ,如 果 将 圆柱 面 展 开 成 一 个 平面 ,那么 所 有 这 些 图 形 看 

起 来 将 是 什么 样子 ,就 不 难 明 白 这 一 点 。 因 此 ,所 有 的 几何 

图 形 都 能 够 画 得 与 它们 在 平面 上 的 图 形 完全 对 应 起 来 。 所 

以 对 生活 在 圆柱 面 上 的 昆虫 来 说 (设想 它 不 会 绕 圆 柱 儿 一 

圈 ,而 只 会 做 局 部 测量 ) , 它 一 点 也 发 现 不 了 它 所 在 空间 是 弯 

曲 的 。 从 我 们 的 学 术 意义 上 来 说 ,我 们 认为 它 的 空间 并 不 是 

弯曲 的 。 我 们 要 谈 的 曲率 ,更 精确 地 应 称 为 内 ( 京 ) 曲 率 , 这 

是 一 种 只 能 通过 局 部 区 域 的 测量 而 得 出 的 曲率 [圆柱 面 没有 

内 ( 豪 ) 曲 率 ]。 这 是 爱 因 斯 坦 所 指定 的 意思 ,每 当 他 说 我 们 

图 42-14 ”具有 和 零 内 曲率 的 二 的 空间 是 弯曲 的 时 候 , 指 的 就 是 这 个 意思 。 但 到 目前 为 止 ， 

维 空间 我 们 只 定义 了 二 维 情况 下 的 弯曲 空间 ,我 们 必须 继续 去 弄 清 
楚 在 三 维 情况 下 这 个 概念 会 意味 着 什么 。 


$42-2 三 维 空间 的 曲率 


我 们 生活 在 三 维 空间 中 ,所 以 我 们 要 讨论 三 维 空间 弯曲 的 概念 。 你 们 会 问 :“ 然 而 你 们 
如 何 才能 把 它 想象 为 在 任何 方向 都 是 弯曲 的 呢 ?好 吧 , 我 们 所 以 不 能 把 空间 想象 为 在 任何 
方向 都 是 弯曲 的 , 那 是 因为 我 们 的 想象 力 还 不 够 好 (或 许 也 正 因为 我 们 不 能 想象 得 太 多 ,所 
以 我 们 不 能 完全 摆脱 真实 世界 )。 但 仍 可 以 定义 三 维 世 界 的 曲率 ,而 用 不 到 脱离 这 个 三 维 的 
世界 。 我 们 曾 谈论 过 的 关于 二 维 世界 中 的 一 切 仅仅 是 一 个 练习 ,目的 是 为 了 说 明 如 何 才能 
获得 曲率 的 定义 ,而 不 需要 我 们 具有 从 外 部 “观望 "的 能 力 。 
我 们 可 以 用 生活 在 球面 上 或 热 板 上 的 先生 们 曾 使 用 的 、 完 全 相似 的 方法 ,来 确定 我 们 的 
世界 是 否 是 弯曲 的 。 或 许 我 们 不 能 区 分 这 两 种 情况 之 间 的 差别 ,但 的 确 可 以 把 这 些 情况 与 
平 直 空间 或 平板 区 分 开 来 。 如 何 区 分 ? 相当 容易 :设置 一 个 三 角形 并 测量 其 内 角 ; 或 做 一 个 
大 圆 并 测量 其 周 长 和 半径 ;或 者 尝试 设置 一 些 精 确 的 正方 形 ;或 者 试 做 一 个 立方 体 。 检 测 在 
每 种 情况 下 几何 定律 是 否 成 立 。 如 果 它 们 不 成 立 ,我 们 就 说 该 空间 是 弯曲 的 。 若 设置 一 个 
大 三 角形 ,而 且 其 内 角 之 和 大 于 180", 则 我 们 可 以 称 该 空间 是 弯曲 的 。 或 者 , 若 测 得 一 圆 的 














* 译 者 注 : 原 著 为 :So C/2x is now less than r。 有 误 。 
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半径 不 等 于 其 周 长 除 以 2x, 则 我 们 也 可 以 说 该 空间 是 弯曲 的 。 

你 会 注意 到 ,情况 在 三 维 中 可 能 比 在 二 维 中 复杂 得 多 。 在 二 维 中 的 任何 一 个 地 方 都 有 
确定 大 小 的 曲率 ,但 在 三 维 中 的 每 个 地 方 可 能 存在 有 关 曲 率 的 几 
个 分 量 。 如 果 在 某 个 平面 内 安置 一 个 三 角形 , 则 只 要 三 角形 的 平 
面 有 不 同 的 取向 就 可 能 得 出 不 同 的 答案 。 或 举 一 个 圆 的 例子 。 候 
定 我 们 画 了 一 个 贺 并 测量 它 的 半径 ,结果 并 不 与 C/2x 相符 ,以 致 
存在 某 个 逾 半径 。 此 时 我 们 画 出 另 一 个 与 其 委 直 的 加 ,如 图 42- 

15 所 示 。 对 于 这 两 个 圆 ,不 一 定 有 完全 相同 的 逾 半径 。 事 实 上 ， 
对 某 一 个 平面 上 的 圆 来 说 可 能 存在 正 的 逾 ,而 对 另 一 个 平面 上 的 
贺 来 讲 可 能 存在 亏损 ( 负 博 )。 

或 许 你 们 正在 想 一 个 好 主意 :我 们 不 是 可 以 用 三 维 的 球 来 获 。 图 和 2-15 不 同 取向 的 四 
得 各 处 所 有 的 分 量 吗 ? 我 们 可 以 取 所 有 与 空间 给 定点 等 距离 点 以 。 “有 不 同 的 信 兴 短 
确定 一 个 球 。 然 后 在 球面 上 设置 一 个 精密 的 正 交 网 格 , 并 把 这 些小 区 域 加 起 来 ,这 样 我 们 就 
可 以 测 得 球 的 表面 面积 。 按 照 欧 几 里 得 几何 学 ,总 面积 A 被 认为 是 半径 平方 的 4x 倍 ,所 以 
我 们 可 以 定义 “预期 半径 "为 /XIK。 我 们 也 可 以 挖 一 个 洞 通 到 中 心 并 测量 其 距离 ,从 而 直 
接 测 得 半径 。 我 们 可 以 再 次 将 测量 半径 减 去 预期 半径 ,并 把 其 差 称 为 半径 的 逾 , 即 

re 一 rw 一 (当量 面积 )”， 
它 应 该 是 完全 令 人 满意 的 曲率 测量 , 它 的 巨大 优点 在 于 它 与 三 角形 或 加 的 取向 无 关 。 

但 是 球面 的 逾 半径 也 有 缺点 , 它 并 不 完全 表示 空间 的 特征 。 由 于 存在 各 种 曲率 的 平均 
效应 ,所 以 它 给 出 的 是 所 谓 三 维 世界 的 平均 曲率 。 然 而 ,既然 是 一 种 平均 , 它 就 不 能 完全 解 
决 关于 确定 几何 图 形 的 问题 。 如 果 你 只 知道 这 个 数值 , 则 不 可 能 预言 空间 的 全 部 几何 性 质 ， 
因为 你 不 可 能 知道 对 于 不 同 取向 的 圆 会 发 生 什么 情况 。 完 整 的 定义 需要 在 每 一 点 规定 六 个 
“曲率 数 "。 当 然 , 数 学 家 知道 如 何 写 出 所 有 这 些 数 。 总 有 一 天 你 可 能 会 在 数学 书 中 看 到 怎 
样 用 高 级 而 精巧 的 形式 把 它们 写 出 来 ,但 是 ,起 初 用 粗略 的 方法 弄 清楚 你 试图 写 出 些 什么 ， 
这 不 失 为 一 个 好 主意 。 对 于 大 多 数目 标 来 说 ,平均 曲率 可 能 就 足够 了 "。 


$42-3 ”我们 的 空间 是 弯曲 的 


现在 来 讨论 主要 问题 。 它 是 真 的 吗 ? 我 们 生活 的 现实 的 物理 三 维 空间 是 弯曲 的 吗 ? 一 
且 我 们 具有 了 足够 的 想象 力 去 认识 空间 是 不 是 被 弯曲 了 的 可 能 性 ,那么 人 类 的 脑子 自然 就 
对 现实 世界 是 否 弯曲 变 得 好 奇 起 来 。 为 了 尝试 得 出 解答 ,人 们 已 经 进行 了 直接 的 几何 测量 ， 
但 没有 发 现任 何 差异 。 但 从 另 一 方面 来 说 ,根据 有 关 引 力 的 论证 , 爱 因 斯 坦 发 现 空间 是 弯曲 


* 为 了 完整 起 见 ,我 们 应 该 再 补充 一 点 。 如 果 你 想 把 弯曲 空间 的 热 板 模型 应 用 到 三 维 的 情况 ,你 必须 
想象 尺 的 长 度 不 仅 取决 于 你 把 它 放 在 何 处 ,而 且 也 取决 于 尺 在 安置 时 的 取向 。 这 是 一 种 简单 情况 的 推广 ， 
在 这 种 简单 情况 下 , 尺 的 长 度 决定 于 它 所 处 的 位 置 而 不 管 它 取 南北 方向 还 是 东西 方向 ,或 上 下 方向 ,其 长 
度 都 是 相同 的 。 如 果 你 想 用 这 种 模型 的 任意 几何 图 形 来 表示 三 维 空间 ,那么 这 种 推广 是 必要 的 ,虽然 它 对 
于 二 维 情况 很 可 能 是 不 必要 的 。 


586 咱 费 思 受 物理 学 讲义 (第 2 卷 ) 一 一 一 一 一 一 一 ER 


的 ,而 我 们 想 要 告诉 你 们 关于 曲率 大 小 的 爱 因 斯 坦 定律 是 什么 ,也 希望 对 你 们 讲 一 点 关于 他 
是 如 何 发 现 这 个 定律 的 情况 。 

爱 因 斯 坦 曾 说 ,空间 是 弯曲 的 ,而 物质 是 曲率 之 源 (物质 也 是 引力 之 源 ,所 以 重力 与 曲率 
有 关 一 一 但 这 种 关系 将 在 本 章 的 后 期 涉及 )。 为 了 使 事情 稍微 容易 些 ,我 们 假定 物质 以 某 种 
密度 连续 地 分 布 ,然而 ,密度 可 以 按 你 想 要 的 大 小 逐 处 变化 ” 。 对 于 曲率 , 爱 因 斯 坦 给 出 的 
规则 如 下 :如 果 有 一 个 空间 区 域内 部 存 有 物质 ,而 我 们 取 一 个 足够 小 的 球 ,其 内 部 的 物质 密 
度 p 实际 上 为 常数 ,那么 该 球 半径 的 逾 正比 球 内 的 质量 。 利 用 逾 半径 的 定义 ,得 





半径 的 全 = mm 一/ 在 = 所 M. 
式 中 G 为 (牛顿 理论 的 ) 引 力 常数 ,c 为 光速 , M = 4xpr: /3 是 球 内 物质 的 质量 。 这 就 是 空间 
平均 曲率 的 爱 因 斯 坦 定 律 。 

假定 以 地 球 为 例 , 且 不 考虑 密度 的 逐 点 变化 一 所 以 不 必 做 任何 积分 。 假 定 我 们 非常 
仔细 地 测量 地 球 的 表面 ,然后 挖 一 个 洞 通 到 中 心 并 测 得 其 半径 。 根 据 球 的 面积 等 于 4xr 的 
假设 ,由 所 测 面积 可 以 计算 出 预期 半径 。 当 把 预期 半径 与 实际 半径 进行 比较 时 ,会 发 现实 际 
半径 超过 预期 半径 ,其 值 由 式 (42. 3) 给 出 。 常 数 G/(3c*) 约 为 2.5 X 10-*emg-' ,所 以 对 每 
一 克 物 质 来 说 ,其 测量 半径 就 要 多 出 2.5X10-*cm。 代入 约 为 6X10"g 的 地 球 质量 ,结果 是 
地 球 具有 的 半径 比 根据 其 面积 计算 应 得 的 半径 大 1. 5 mm*”*。 对 太阳 做 相同 的 计算 ,你 会 发 
现 太阳 的 半径 比 预 期 值 超出 半 公里 。 

你 会 注意 到 该 定律 说 ,地 球 表面 区 域 的 上 方 平均 曲率 为 零 。 但 这 并 不 意味 着 曲率 的 所 
有 分 量 为 零 。 地 球 上 方 可 能 仍然 存在 一 而 事实 上 是 存在 一 某 种 曲率 。 就 平面 上 的 一 个 
加 来 说 ,对 于 某 些 取向 将 有 一 种 符号 的 逾 半径 ,而 对 于 另外 一 些 取向 则 和 逾 半径 的 符号 相反 。 
结果 正好 证 明 当 球 肉 的 质量 为 零 时 曲率 对 整个 球面 的 平均 为 零 。 顺 便 说 说 ,结果 表明 曲率 
的 各 个 分 量 与 平均 曲率 的 逐 处 变化 之 间 存在 着 联系 。 所 以 如 果 你 知道 了 各 处 的 平均 曲率 ， 
你 就 能 计算 出 每 个 地 方 曲率 分 量 的 细节 。 地 球 内 部 的 平均 曲率 是 随 深度 变化 的 ,这 就 意味 
着 地 球 内 部 和 外 部 的 某 些 曲 率 分 量 都 不 为 零 。 正 是 这 种 曲率 ,我 们 把 它 看 作为 引力 。 

假定 在 平面 上 有 一 只 昆虫 ,而 且 假定 这 个 “平面 "的 表面 有 些小 突起 。 凡 是 有 小 突起 的 
地 方 ,昆虫 会 得 出 结论 说 : 它 的 空间 具有 小 的 局 部 弯曲 的 区 域 。 在 三 维 中 也 有 同样 的 情况 ， 
凡是 物质 堆积 的 地 方 , 三 维 空间 就 有 局 部 弯曲 一 “一 种 三 维 突起 。 

如 果 在 平面 上 造成 许多 隆起 , 则 除了 所 有 的 突起 以 外 ,可 能 存在 总 体 的 弯曲 一 表面 或 
许 变 得 像 一 个 球 。 搞 清楚 我 们 的 空间 是 否 由 于 像 地 球 和 太阳 那样 的 物质 堆积 而 形成 局 部 的 
突起 ,从 而 具有 净 的 平均 曲率 ,这 应 该 是 有 意义 的 。 天 体 物理 学 家 一 直 试图 通过 对 非常 遥远 
的 星系 的 测量 来 回答 这 个 问题 。 例 如 , 若 我 们 在 很 远 距 离 处 的 球 沉 内 所 观测 到 的 星系 数目 ， 
与 根据 我 们 所 知 的 球 这 半径 应 该 预期 到 的 数目 不 同 , 则 我 们 就 会 得 到 关于 非常 大 的 球 的 全 
半径 的 量度 。 根 据 这 种 测量 ,希望 找 出 我 们 的 整个 字 宙 就 平均 而 言 究竟 是 平坦 的 ,抑或 是 球 
形 的 一 是 像 一 个 球 那 样 是 “闭合 "的 ,还 是 像 一 个 平面 那样 是 “开放 "的 。 你 们 可 能 听 说 过 


(42.3) 








* 没有 人 知道 ,即使 爱 因 斯 坦 也 不 知道 ,如 果 质 量变 得 集中 到 点 上 该 怎么 处 理 。 
** 这 是 近似 ,因为 密度 并 不 是 像 我 们 假设 的 那样 与 半径 无 关 。 
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有 关 这 个 问题 的 争论 ,这 个 争论 还 将 继续 下 去 。 争 论 所 以 会 存在 ,是 因为 天 文学 测量 仍然 完 
全 没有 确定 的 结果 ;实验 数据 又 不 够 精确 ,不 能 给 出 确切 的 答案 。 可 惜 ,我 们 在 大 尺度 方面 
还 没有 关于 宇宙 整体 曲率 的 丝毫 概念 。 


$ 42-4 时 空中 的 几何 学 


现在 我 们 得 谈 谈 关于 时 间 的 问题 。 从 狭义 相对 论 知道 ,空间 的 测量 和 时 间 的 测量 是 互 
相 联系 的 。 在 空间 发 生 某 件 事 ,而 同一 件 事 中 又 不 包含 时 间 , 这 可 是 一 种 古怪 的 想法 。 你 可 
能 记得 时 间 的 测量 值 与 你 的 运动 速率 有 关 。 例 如 ,如 果 我 们 看 见 飞 船 中 一 个 人 从 旁边 经 过 ， 
则 我 们 知道 ,对 他 来 说 发 生 的 事情 比 对 我 们 而 言 要 慢 。 我 们 说 ,根据 我 们 的 表 , 他 出 去 旅行 
恰好 经 过 100 s 返回 ,但 按照 他 的 表 或 许 只 用 去 了 95 s。 与 我 们 的 表 相 比 ,他 的 表 一 一 以 及 
所 有 其 他 过 程 , 像 他 的 心脏 跳动 一 一 都 进行 得 较 慢 。 

现在 我 们 来 考虑 一 个 有 趣 的 问题 。 假 定 你 位 于 一 飞船 中 ,我 们 要 求 你 在 发 出 某 个 信号 
时 出 发 ,而 当 你 返回 到 你 的 出 发 点 时 恰巧 赶 上 第 二 个 信号 一 一 比如 说 按照 我 们 的 钟 正 好 过 
了 100 s。 另 外 ,要 求 你 用 这 样 的 方式 做 往返 运动 ,使 在 这 过 程 中 你 的 表 显示 所 用 去 的 时 间 
尽 可 能 最 长 。 试 问 你 应 该 如 何 运动 ? 你 应 该 站 着 不 动 。 如 果 你 稍微 有 点 运动 , 则 返回 时 你 
表 的 读数 肯定 少 于 100 s。 

然而 ,假定 我 们 把 问题 做 一 点 变动 。 假 定 要 求 你 在 某 个 信号 时 从 点 A 出 发 走向 点 B 
(这 两 点 对 我 们 而 言 是 固定 的 ) ,而 后 以 同样 的 方法 返回 ,恰好 在 第 二 个 信号 (比如 说 按 我 们 
固定 的 钟 为 100 s 后 ) 时 回 到 原 地 。 仍 要 你 用 这 样 的 方法 做 往返 运动 ,使 得 你 表 上 的 读数 尽 
可 能 大 。 你 应 该 怎么 做 ? 要 用 什么 样 的 路 径 和 什么 样 的 程序 你 的 表 才 会 显示 出 你 到 达 时 耗 
费 的 时 间 最 多 ? 答案 是 :如 果 你 以 匀速 沿 直线 往返 , 则 从 你 的 观点 来 看 将 耗费 最 多 的 时 间 。 
理由 在 于 :任何 额外 的 运动 和 任何 超 高 速 运动 都 将 使 你 的 钟 变 慢 (既然 时 间 差 决 定 于 速度 的 
平方 ,那么 你 在 一 处 走 得 过 快 而 失去 的 时 间 , 永 远 也 不 能 通过 在 另 一 处 走 得 过 慢 而 得 到 
补偿 )。 

总 之 ,这 就 是 我 们 在 时 空中 定义 “直线 "所 能 够 使 用 的 概念 。 时 空中 沿 恒定 方向 的 匀速 
运动 与 空间 中 的 直线 相 类 似 。 

空间 中 最 短 距离 的 曲线 与 时 空中 相对 应 的 并 不 是 最 短 时 间 的 路 径 , 而 是 最 长 时 间 的 路 
径 ,这 是 由 于 相对 论 中 上 -项 符号 所 引起 的 怪事 。 于 是 “直线 "运动 一 一 类 似 于 *“ 沿 直线 的 匀 
速 运动 "一 一 就 是 以 这 种 方式 进行 的 运动 , 它 使 表 在 某 个 时 刻 从 某 个 地 方 出 发 ,在 另 一 时 刻 
到 达 另 一 地 方 的 运动 中 给 出 最 大 的 时 间 读 数 。 这 就 是 时 空中 类 似 于 直线 的 定义 。 


$42-5 引力 与 等 效 原理 


现在 我 们 可 以 讨论 引力 定律 了 。 爱 因 斯 坦 曾 试图 推广 引力 理论 ,使 其 与 他 先期 发 展 起 
来 的 相对 论 相 适应 。 为 此 ,他 坚持 奋斗 ,直到 他 抓 住 一 条 重要 原理 ,该 原理 引导 他 获得 了 正 
确 的 定律 。 那 原理 是 建立 在 这 样 一 个 概念 基础 上 的 , 即 当 一 个 物体 自由 下 落 时 ,其 内 部 的 一 
切 东西 似乎 都 没有 了 重量 。 例 如 ,一 人 造 卫 星 在 地 球 重 力 场 中 沿 轨道 自由 下 落 , 其 中 的 宇航 
员 会 感到 失重 。 说 得 更 正确 些 , 这 个 概念 称 为 爱 因 斯 坦 等 效 原理 。 它 依赖 于 下 列 事实 :所 有 
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物体 ,不管 它们 的 质量 如 何 ,或 者 说 不 管 它们 是 由 什么 构成 的 ,都 以 完全 相同 的 加 速度 下 落 。 
如 果 有 一 艘 飞船 正在 做 惯性 下 滑 一 一 所 以 它 处 在 自由 下 落 的 状态 一 一 而 且 里 面 有 人 , 则 支 
配 飞船 和 人 下 落 的 规律 是 相同 的 。 所 以 如 果 他 把 自己 安置 在 飞船 的 中 部 , 则 他 将 待 在 那儿 
不 动 ,他 并 不 相对 飞船 下 落 。 我 们 说 他 “失重 "时 就 是 指 这 个 意思 。 

现在 假定 你 正 处 在 加 速 的 火箭 飞船 中 ,试问 相对 什么 东西 在 加 速 ? 我 们 只 能 说 它 的 发 
动机 开 着 并 正 产生 推力 ,使 得 它 不 是 处 在 自由 下 落 的 滑行 状态 。 也 可 想象 你 在 真空 中 向 外 
远 去 ,以 致 实际 上 并 没有 引力 作用 在 飞船 上 。 如 果 飞 船 正 以 “1g" 加 速 , 则 你 将 可 能 站 在 “地 
板 " 上 并 会 感觉 到 你 的 正常 体重 。 也 就 是 说 ,如 果 抛 出 一 个 球 , 它 将 “ 落 " 向 地 板 。 为 什么 ? 
因为 飞船 正 * 向 上 ”加速 , 但 球 身上 并 不 受到 力作 用 ,所 以 球 不 会 被 加 速 , 它 将 落 在 后 面 。 在 
飞船 内 部 球 似乎 具有 “1g" 的 向 下 加 速度 。 

现在 让 我 们 把 这 艘 飞船 中 的 情况 与 静止 在 地 球 表面 的 宇宙 飞船 内 的 情况 做 一 比较 。 繁 
件 事 情 都 相同 ! 你 会 被 压 向 地 板 , 球 会 以 "1g" 的 加 速度 下 落 , 等 等 。 事 实 上 ,在 飞船 内 你 怎 
么 能 够 知道 你 是 静止 在 地 球 表面 还 是 正在 真空 中 加 速 运动 ? 按照 爱 因 斯 坦 的 等 效 原理 ,如 
果 你 只 对 飞船 内 部 发 生 的 事情 进行 测量 , 则 无 法 知道 这 个 问题 的 答案 。 

严格 正确 地 说 , 那 上 述 讲法 只 对 飞船 内 某 一 点 才 成 立 。 由 于 地 球 的 引力 场 不 是 严格 均 
匀 的 ,所 以 自由 下 落 的 球 在 不 同 的 地 方 具 有 稍微 不 同 的 加 速度 一 一 方向 和 大 小 都 会 改变 。 
但 是 如 果 我 们 设想 引力 场 是 严格 均匀 的 ,那么 它 在 各 方面 都 与 一 个 具有 恒定 加 速度 的 系统 
完全 相仿 ,这 就 是 等 效 原理 的 基础 。 





$42-6 在 引力 场 中 钟 的 快慢 


现在 我 们 想 利用 等 效 原理 来 解决 发 生 在 引力 场 中 的 一 件 奇怪 的 事情 。 我 们 将 向 你 说 明 
在 火箭 飞船 中 发 生 的 某 些 事情 ,这 些 事情 你 大 概 没有 预料 到 会 发 生 在 引力 场 中 。 如 果 把 一 
只 钟 放 在 火箭 飞船 的 “前 面 "一 一 即 “ 前 端 "一 一 把 另 一 只 完全 相同 的 钟 放 在 “尾部 ”, 如 图 
42-16 所 示 。 把 这 两 只 钟 分 别称 为 A 和 B。 如 果 在 飞船 加 速 时 比较 这 两 只 钟 , 则 位 于 前 面 
的 钟 比 位 于 尾部 的 钟 跑 得 快 些 。 为 搞 清楚 这 一 点 ,设想 前 面 的 钟 每 秒 发 一 次 闪光 ,而 坐 在 般 
尾 的 你 将 到 达 的 光 信号 与 钟 B 的 指针 进行 比较 。 比 如 说 , 当 钟 A 发 出 闪光 时 火箭 处 在 图 
42-17 所 示 的 位 置 ,而 当 闪 光 到 达 钟 处 时 ,火箭 处 在 位 置 4。 后 来 , 当 钟 叉 发 出 下 一 次 内 
光 时 ,飞船 将 处 在 位 置 ,而 当 你 看 到 闪光 到 达 钟 B 处 时 , 它 处 在 位 置 4。 

第 一 次 闪光 传播 的 距离 为 L ,第 二 次 内 光 传 播 的 距离 较 短 为 L:。 后 者 距离 所 以 较 短 是 
因为 飞船 正在 加 速 ,因而 在 发 出 第 二 次 闪光 的 时 刻 它 已 经 具有 了 较 大 的 速率 。 于 是 你 可 以 
明白 ,如 果 从 钟 A 发 出 的 两 次 闪光 的 间隔 为 1 s, 则 它们 到 达 钟 B 的 间隔 要 比 1 s 稍微 短 一 
点 ,因为 第 二 次 闪光 在 路 上 并 不 要 耗费 像 第 一 次 闪光 那么 多 时 间 。 对 所 有 以 后 发 出 的 闪光 
来 说 ,也 会 发 生 同样 的 情况 。 所 以 要 是 你 坐 在 船尾 ,就 会 得 出 结论 : 钟 A 比 钟 B 跑 得 快 。 如 
果 你 打算 反 过 来 做 同样 的 事情 一 一 使 钟 B 发 射 光 而 在 钟 A 处 接收 一 一 则 你 会 得 出 结论 :B 
比 A 跑 得 慢 。 一 切 都 互相 符合 ,一 点 也 不 神秘 。 

但 现在 我 们 来 考察 静止 在 地 球 重力 场 中 的 火箭 飞船 。 同 样 的 事情 发 生 了 。 如 果 你 带 着 一 
只 钟 坐 在 地 板 上 ,并 看 着 放 在 高 处 书架 上 的 另 一 只 钟 , 它 将 显得 比 地板 上 的 一 只 跑 得 快 ! 你 
说 :“ 但 这 是 错误 的 。 时 间 应 该 是 相同 的 。 既 然 没有 加 速度 , 钟 就 没有 理由 显得 步调 不 一 致 
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图 42-16 ”携带 两 只 钟 的 正在 图 42-17 位 于 加 速 火箭 飞船 前 面 的 钟 似乎 比 位 于 
加 速 的 火箭 飞船 尾部 的 钟 跑 得 快 


但 是 如 果 等 效 原理 是 对 的 , 那 两 只 钟 就 必然 不 会 同步 。 爱 因 斯 坦 坚持 认为 该 原理 是 正确 的 ， 
并 且 勇 敢 而 正确 地 继续 进行 研究 。 他 提出 在 引力 场 中 不 同 地 点 的 钟 必然 表现 出 以 不 同 的 快 
慢 走 动 。 但 是 ,如 果 一 只 钟 相 对 其 他 的 钟 始终 显得 快慢 不 同 , 那 么 就 第 一 只 而 论 , 其 他 钟 正 
以 不 同 的 速率 走动 着 。 

然而 我 们 现在 看 到 ,这 里 的 钟 与 早先 我 们 谈 到 过 的 热 板 上 昆虫 的 热 尺 相 类 似 。 我 们 曾 
想象 尺 、 昆 虫 及 一 切 东 西 在 不 同 温度 处 都 以 相同 的 方式 改变 其 长 度 ,所 以 昆虫 们 永远 也 不 可 能 
知道 它们 测量 用 的 尺 正 随 它们 在 热 板 上 到 处 移动 而 改变 。 这 种 情况 与 引力 场 中 的 钟 相 同 。 放 
在 较 高 水 平面 上 的 每 只 钟 看 上 去 走 得 比较 快 , 心 搏 也 跳 得 较 快 ,所 有 的 过 程 都 进行 得 较 快 。 

如 果 事 情 不 是 这 样 , 则 你 就 有 可 能 知道 引力 场 与 加 速 参 考 系 之 间 的 差别 。 时 间 能 够 逐 
处 变化 的 概念 虽 是 一 个 困难 的 概念 ,但 它 是 爱 因 斯 坦 曾 使 用 过 的 概念 , 它 是 正确 的 一 一 不 管 
你 信 不 信 。 

应 用 等 效 原理 ,可 以 计算 出 引力 场 中 钟 的 快慢 随 高 度 改变 了 多 少 。 我 们 只 要 算出 加 速 
的 火箭 飞船 中 两 只 钟 之 间 的 表现 偏差 即 可 。 做 这 件 事 最 容易 的 办 法 ,就 是 应 用 我 们 在 第 1 
卷 34 章 所 得 到 的 关于 多 普 勒 效应 的 结果 。 在 那里 我 们 得 到 一 一 参见 式 (34. 14) 一 一 如 果 v 
是 源 和 接收 机 之 间 的 相对 速率 , 则 接收 到 的 频率 w 与 发 射频 率 w。 的 关系 为 
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w= “二 (42.4) 
现在 ,如 果 考 虚 图 42-17 中 加 速 着 的 火箭 飞船 , 则 在 任何 一 个 瞬间 发 射 机 和 接收 机 都 以 
相等 的 速度 运动 。 但 是 ,在 光 信号 从 钟 A 传送 到 钟 B 所 需 的 时 间 内 ,飞船 已 经 加 速 了 。 实 
际 上 它 已 获得 了 额外 的 速度 gt, 这 里 g 是 加 速度 ,t 是 光 从 A 到 B 传播 距离 五 所 需 的 时 间 。 
这 个 时 间 非 常 接近 于 互 人 ,所 以 当 光 信号 到 达 B 时 ,飞船 已 增加 了 速度 gH /c。 接 收 机 相对 
信号 离开 时 刻 的 发 射 机 始终 具有 这 个 速度 。 所 以 这 就 是 在 多 普 勒 公式 (42. 4) 中 应 该 使 用 的 
速度 。 设 想 船 的 长 度 和 加 速度 足够 小 ,因而 这 个 速度 比 光 速 c 小 得 多 ,就 可 把 项 如 /ec* 略 
去 。 从 而 得 
w=wm (1+ 妇 ). (42.5) 


因而 对 字 宙 飞船 中 的 两 只 钟 来 说 ,得 到 如 下 关系 : 
(接收 机 处 钟 的 速率 ) 一 〈 发 射 速率 ) (1 十 经 )， (42.6) 


式 中 是 发 射 机 高 出 接收 机 的 高 度 。 

根据 等 效 原理 ,对 于 在 自由 落体 加 速度 为 & 的 引力 场 中 高 度 相隔 昌 的 两 只 钟 来 说 , 相 
同 的 结果 必然 成 立 。 

这 是 一 个 十 分 重要 的 概念 ,我 们 希望 它 也 能 从 另 一 个 物理 定律 一 一 能 量 守恒 定律 得 出 。 
我 们 知道 ,作用 在 一 个 物体 上 的 引力 与 该 物质 的 质量 M 成 正比 ,而 M 与 总 内 能 E 的 关系 为 
M = 下心。 例如 ,由 一 个 原子 核 奸 变 成 另 一 个 原子 核 的 核反应 能 量 所 确定 的 原子 核 质量 ,与 
根据 原子 的 重量 所 得 到 的 质量 相符 。 

现在 考虑 一 个 原子 , 它 具有 总 能 量 为 E。 的 最 低能 量 状态 和 总 能 量 为 E, 的 较 高 能 量 状 
态 , 它 可 以 通过 发 光 而 从 状态 Ei 跃迁 到 状态 E。。 光 的 频率 w 由 下 式 给 出 


fiw 一 E,— E,. (42.7) 


现在 假定 有 这 样 一 个 原子 , 它 位 于 地 板 上 ,处 在 E, 态 ,我 们 把 它 从 地 板 上 带 到 高 度 为 
五 的 地 方 。 为 此 ,在 携带 质量 为 m 一 E, /e? 的 原子 上 升 的 过 程 中 ,必定 要 克服 引力 做 某 些 
功 , 所 做 功 的 大 小 为 


E, 

ZeH. (42.8) 
然后 让 原子 发 射 一 个 光子 而 跃迁 到 较 低 的 能 量 状态 E。。 接 着 我 们 把 原子 带 回 到 地 板 上 ,在 
返回 的 过 程 中 原子 的 质量 为 E。/e? ,回来 后 得 到 的 能 量 为 


Ban, (42.9) 
所 以 我 们 所 做 功 的 净值 等 于 
AU = SeeH. (42. 10) 


原子 发 射 光子 时 失去 了 能 量 E, 一 E。。 假定 光子 恰巧 向 下 运动 到 达 地 板 , 并 被 原子 吸 
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收 。 试 问 在 这 里 光子 递交 给 原子 多 少 能 量 ? 一 开始 你 或 许 会 想到 它 正 好 释 放出 能 量 
E, 一 E。, 但 是 ,根据 下 面 的 论证 可 以 明白 ,要 是 能 量 守恒 的 话 , 那 你 们 的 想法 就 不 可 能 是 正 
确 的 。 开 始 时 我 们 位 于 地 板 处 带 有 的 能 量 为 E, ,结束 时 我 们 位 于 地 板 平面 上 ,能 量 为 处 于 
最 低能 量 状态 的 原子 能 量 E。 加 上 从 光子 接收 到 的 能 量 Eru 。 在 此 期 间 ,我 们 不 得 不 提供 了 
式 (42. 10) 的 附加 能 量 AU。 如 果 能 量 守恒 , 则 最 后 我 们 在 地 板 处 所 具有 的 能 量 必定 大 于 出 
发 时 具有 的 能 量 ,其 差 正好 是 我 们 所 做 的 功 。 换 句 话说 ,必然 有 


Ern +E。= E+AU (42. 11) 


或 
Era = (Ei — E,)+ AU. 


情况 必然 是 :光子 到 达 地 板 时 并 不 只 带 有 它 出 发 时 的 能 量 已 一 E。, 而 是 具有 稍 许多 一 点 的 
能 量 , 否 则 有 些 能 量 就 损失 掉 了 。 若 将 式 (42. 10) 中 所 得 的 AU 代入 式 (42. 11) ,就 得 到 光子 
到 达 地 板 时 的 能 量 为 


Eyi = (已 一 已 )(1+ 蚂 ). (42.12) 


然而 ,能 量 为 Em 的 光子 具有 频率 w = 二 En / ii。 将 发 射 光子 的 频率 称 为 mw 一 一 根据 式 
(42.7) 它 等 于 (E, 一 E。) /一 一 式 (42.12) 中 的 结果 又 一 次 给 出 了 光子 在 地 板 上 被 吸收 时 
的 频率 与 它 被 发 射 时 的 频率 间 的 关系 式 (42. 5)。 

相同 的 结果 还 可 以 用 别 的 办 法 得 到 。 频 率 为 w 的 光子 具有 能 量 E。 = hw。。 既然 能 量 
EE。 含有 引力 质量 E。 /e* ,所 以 光子 具有 质量 (不 是 静 质量 ) 记 w /ec? ,因而 它 受 到 地 球 的 “吸引 ”。 
在 下 落 距 离 H 的 过 程 中 , 它 将 增加 附加 能 量 ( 丰 w。 /ce )gH, 所 以 它 到 达 地 板 时 带 有 能 量 


E=hw(1+ 召 ). 


但 它 在 下 落后 的 频率 为 E/, 这 样 再 次 给 出 式 (42. 5) 中 的 结果 。 只 有 当 爱 因 斯 坦 关于 引力 
场 中 钟 的 预言 正确 时 ,我 们 关于 相对 论 、 量 子 物理 及 能 量 守 恒 的 概念 才 全 部 配合 得 起 来 。 上 
面 所 谈 到 的 频率 的 改变 一 般 也 是 非常 小 的 。 例 如 ,对 于 地 球 表面 20 m 的 高 度 差 来 说 ,频率 
差 仅 约 为 2/105 。 然 而 , 正 是 这 个 改变 量 ,最 近 已 经 在 实验 上 利用 穆 斯 堡 尔 效应 被 发 现 
了 ”*。 爱 因 斯 坦 是 完全 正确 的 。 


$42-7 时 空 的 曲率 


现在 我 们 要 把 刚才 所 讲 的 情况 与 弯曲 的 时 空 概念 联系 起 来 。 已 经 指出 ,如 果 时 间 在 不 
同 的 地 方 以 不 同 的 快慢 进行 , 则 这 种 情况 就 与 热 板 的 弯曲 空间 相 类 似 。 但 它 不 只 是 类 似 , 还 
意味 着 时 空 是 弯曲 的 。 让 我 们 尝试 在 时 空中 做 某 种 几何 图 形 。 这 种 事 初 听 起 来 可 能 觉得 奇 
怪 , 但 我 们 经 常用 沿 一 根 轴 表 示 距 离 及 沿 另 一 根 轴 表 示 时 间 做 时 空 图 。 假 定 我 们 尝试 在 时 
空 图 中 做 一 个 矩形 。 我 们 先 画 一 个 高 H 与 + 的 关系 图 ,如 图 42-18(c) 所 示 。 为 了 做 矩形 的 


* R.V.Pound and G. A. Rebka, Jr., Physical Review Letters Vol. 4, P.337(1960)。 
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底 边 ,可 以 取 一 个 静止 在 高 Hi 处 的 物体 ,并 跟着 它 的 世界 线 走 100 s, 就 得 到 图 (b) 中 的 BD 
线 , 它 平行 于 上 轴 。 现 在 选取 另 一 个 物体 ,在 上 一 0 的 时 刻 它 位 于 第 一 个 物体 上 面 100 ft 处 ， 
它 从 图 42-18(c) 中 的 A 点 出 发 ,现在 沿 着 它 的 世界 线 前 行 100 s, 这 由 位 于 A 点 的 钟 测 得 。 
物体 从 A 运动 到 C, 如 图 中 (d) 所 示 。 但 注意 ,由 于 时 间 在 两 个 高 度 一 一 假定 存在 引力 


H 


(a) 


(b) 


100ft 


(e) 








图 42-18 尝试 在 时 空 图 中 做 一 个 矩形 


场 一 一 以 不 同 的 快慢 进行 一 一 所 以 C 和 D 两 点 
不 是 同时 的 。 如 果 试 图 通过 画 一 条 线 到 达 处 于 相 
同时 刻 \ 位 于 D 上 面 100 ft 的 点 C' 而 完成 一 个 矩 
形 ,如 图 42-18(e) 所 示 , 则 几 条 线 无 法 闭合 。 当 
我 们 说 时 空 是 弯曲 的 时 候 ,就 是 这 个 意思 。 


$42-8 在 弯曲 时 空中 的 运动 


我 们 来 考虑 一 个 有 趣 的 小 访 。 有 两 只 相同 的 
钟 A 和 B, 如 图 42-19 所 示 , 一 起 放 在 地 球 的 表 
面 上 。 现 在 把 钟 A 举 到 某 个 高 度 理 ,在 那里 待 一 
会 儿 , 再 返回 地 面 , 使 它 刚 好 在 钟 B 走 了 100s 时 
到 达 地 面 。 这 样 钟 A 会 读 出 像 107 s 这 种 数目 ， 
这 是 由 于 它 在 空中 上 升 时 走 得 较 快 。 此 时 就 产生 
了 一 个 谜 。 我 们 应 该 如 何 移动 钟 A 才能 使 得 它 
读 出 尽 可 能 长 的 时 间 一 一 始终 假定 它 返 回 时 B 
钟 读数 为 100 s? 你 说 :“ 这 容易 。 只 要 你 把 A 举 
得 尽 可 能 高 ,那么 它 将 走 得 尽 可 能 的 快 ,因而 在 返 
回 时 读 出 的 时 间 最 长 。" 错 ! 你 忘记 了 一 件 事 一 一 
我 们 只 有 100 s 供 上 升 和 返回 。 要 是 我 们 升 得 很 
高 , 则 我 们 就 得 很 快 到 达 那 儿 以 便 在 100 s 内 返 
回 。 你 务必 不 能 忘 了 狭义 相对 论 的 效应 , 它 会 导 
致 运动 的 钟 减 慢 一 个 因子 Vi 一 态 /c7。 相对 论 效 
应 在 这 方面 起 的 作用 使 钟 A 的 读 出 时 间 比 钟 B 
的 小 。 你 们 看 看 这 类 游戏 。 如 果 我 们 带 着 钟 A 
一 直 站 着 ,就 能 得 到 100 s 读数 ;要 是 我 们 缓慢 上 
升 一 个 很 小 的 高 度 并 缓 缓 下 降 , 则 就 能 得 到 稍微 
大 于 100 s 的 读数 。 如 果 我 们 升 得 稍 高 一 些 , 得 
到 的 时 间 读 数 可 能 稍 长 一 些 。 但 要 是 升 得 太 高 ， 
则 为 到 达 那 儿 就 必须 运动 得 很 快 ,这 就 必须 使 钟 
下 降 得 足够 慢 , 以 至 使 结束 时 得 到 的 时 间 少 于 
100 s。 该 用 什么 样 的 高 度 与 时 间 关 系 程序 一 一 
达到 多 高 及 以 什么 速率 到 达 那 儿 、 如 何 仔细 调节 
使 得 我 们 回 到 钟 B 时 它 的 读数 增加 了 100 s 
才 会 使 钟 A 给 我 们 读 出 尽 可 能 最 长 的 时 间 ? 
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试 回答 : 求 出 你 必须 用 多 大 的 速率 把 一 个 球 向 上 抛 入 空中 ,使 得 它 正好 在 100 s 内 落 回 
至 地 球 。 而 该 球 的 运动 一 一 快速 上 升 . 慢 下 来 ,停止 再 返回 一 一 这 正 是 使 得 固定 于 球 上 的 手 
表 的 时 间 为 最 大 的 \ 正 确 的 运动 。 

现在 考虑 稍微 不 同 的 游戏 。 设 A 和 B 两 点 同 在 地 球 表面 且 相 隔 某 段 距离 。 我 们 玩 一 
个 与 早先 做 过 的 相同 游戏 , 即 求 所 谓 的 直线 。 试 问 应 该 如 何 从 A 移动 到 B ,才能 使 得 运动 
手表 上 的 时 间 最 长 一 一 假定 我 们 一 得 到 给 定 信 号 就 从 A 点 出 发 ,而 在 B 一 有 男 一 个 信号 时 
就 到 达 B 点 一 一 该 后 一 信号 按 固 定 钟 比 前 一 信号 迟 100 s。 现 在 你 们 会 说 :“ 唔 ,我们 前 已 
求 出 ,要 做 的 事情 就 是 以 适当 的 均匀 速率 沿 直线 滑行 ,使 得 恰好 在 100 s 后 到 达 B 点 。 如 果 
我 们 不 沿 直线 运动 , 则 要 用 更 大 的 速率 ,这 样 我 们 的 表 就 会 慢 下 来 。" 但 是 等 一 下 , 那 是 以 前 
考虑 重力 的 情况 。 向 上 弯曲 一 点 然后 
下 降 不 是 更 好 吗 ? 这 样 ,在 升 得 较 高 的 
时 间 阶段 中 我 们 的 表 不 是 会 跑 得 稍 快 
一 点 吗 ? 情况 确 是 这 样 。 如 果 你 们 求 
解 调节 运动 曲线 的 数学 问题 ,使 得 运动 














手表 经 过 的 时 间 尽 可 能 长 , 则 你 将 发 现 7 < S 
运动 轨迹 是 一 条 抛物 线 一 一 就 是 引力 地 面 

场 中 沿 自 由 弹道 路 径 运动 的 物体 所 遵 ” 图 42-19 在 均匀 引力 场 中 ,对 于 固定 的 飞行 时 间 来 说 ， 
循 的 同一 条 曲线 ,如 图 42-19 所 示 。 所 固有 时 最 长 的 轨迹 是 抛物 线 


以 引力 场 中 的 运动 定律 也 可 表述 为 :一 
个 物体 从 一 个 地 方 运动 到 另 一 个 地 方 , 它 总 是 使 得 其 所 携带 的 钟 给 出 的 时 间 比 之 在 其 他 任 
何 可 能 的 轨道 上 运动 所 用 的 时 间 要 长 一 一 当然 ,开始 和 结束 的 条 件 应 相同 。 运 动 的 钟 测 得 
的 时 间 常 常 称 为 “固有 时 "。 在 自由 落体 运动 中 ,运动 轨道 使 得 物体 的 固有 时 最 大 。 

我 们 来 看 看 这 一 切 是 如 何 算出 来 的 。 从 式 (42. 5) 开 始 , 它 说 明 运 动手 表 的 傅 速 率 为 








“gH, (42. 13) 
ci 


除 此 之 外 ,我 们 得 记 住 ,对 速率 来 说 还 存在 相反 符号 的 修正 。 关 于 这 个 效应 ,已 知 
一 weVI 一 亦庄 . 


虽然 该 原理 对 任何 速率 都 适用 ,但 在 我 们 所 举 的 例子 中 速率 总 要 比 c 小 得 多 ,因此 可 以 把 这 
个 方程 写成 

w= wm[l—v /2c)], 
而 以 我 们 的 钟 的 速率 来 看 ,亏损 为 


这 


一 wm 2 (42. 14) 


把 式 (42. 13) 和 (42. 14) 中 的 两 项 结合 起 来 ,得 


= 符 (sH 一 屯 )- (42.15) 


运动 钟 的 这 种 频 移 意味 着 :如 果 在 固定 的 钟 上 测 得 时 间 dz, 则 运动 钟 所 记录 的 时 间 为 
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s+ 区- ce 
整个 轨道 的 总 的 时 间 逾 为 附加 项 对 时 间 的 积分 , 即 
|(sH 一 至 )ar， (42.17) 


它 应 为 极 大 。 
项 gH 正好 就 是 引力 势 $。 假 定 用 常数 因子 一 mc 乘 以 整个 式 子 ,这 里 m 为 物体 的 质 
量 , 这 个 常数 虽 不 改变 极 大 的 条 件 ,但 负 号 将 把 极 大 正好 改变 为 极 小 。 于 是 式 (42. 16) 指 出 ， 
物体 的 运动 将 使 得 
]( 必 -ms)ar = 极 小 (42.18) 


但 现在 的 被 积 函数 正好 是 动能 和 势能 的 差 。 如 果 你 们 顺便 看 一 下 第 2 卷 第 19 章 ,就 会 知道 
在 我 们 讨论 最 小 作用 量 原理 时 就 已 证 明 ,对 于 任何 势 场 中 的 一 个 物体 来 说 ,牛顿 定律 正好 可 
以 写成 方程 式 (42. 18) 的 形式 。 


$ 42-9 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 


运动 方程 的 爱 因 斯 坦 形式 一 一 在 弯曲 的 时 空中 固有 时 应 为 极 大 一 一 在 低速 情况 下 给 出 
的 结果 与 牛顿 定律 给 出 的 相同 。 当 库 珀 (G. Cooper) 绕 地 球 做 圆周 运动 时 ,他 的 表 指示 的 时 
间 比 沿 任何 其 他 的 、 你 们 对 他 的 人 造 卫 星 可 能 想象 到 的 路 径 指 示 的 时 间 都 要 长 ”。 

所 以 引力 定律 可 以 用 这 种 非凡 的 方法 、 利 用 时 空 的 几何 概念 来 表述 。 粒 子 总 是 取 最 长 
的 固有 时 一 一 在 时 空中 与 "最短 距 离 "这 个 量 相似 。 这 是 引力 场 中 的 运动 定律 。 用 这 种 方法 
表述 的 最 大 优点 在 于 :定律 不 依赖 任何 坐标 或 任何 别 的 定义 位 置 的 方法 。 

现在 把 上 面 所 做 的 事情 作 一 小 结 。 我 们 已 经 给 了 你 们 关于 重力 的 两 个 定律 : 

(1) 当 存 在 物质 时 ,时 空 的 几何 学 如 何 变 化 一 一 即 ,利用 逾 半径 表示 的 曲率 正比 于 球 内 
部 的 质量 ,方程 式 (42. 3)。 

(2) 在 仅 存在 引力 的 条 件 下 ,物体 如 何 运动 一 一 即 物 体 的 运动 总 是 使 得 在 两 个 边界 条 件 
之 间 的 固有 时 为 极 大 。 这 两 个 定律 与 我 们 早先 知道 的 相似 的 一 对 定律 相对 应 。 原 来 ,我 们 用 
牛顿 的 平方 反比 的 引力 定律 及 他 的 运动 定律 来 描述 引力 场 中 物体 的 运动 ,现在 ,定律 (1) 和 (2) 
代替 了 它们 。 新 的 一 对 定律 也 与 我 们 在 电动 力学 中 知道 的 定律 相对 应 。 那 里 的 定律 一 一 麦 
克 斯 韦 方程 组 一 一 决定 电荷 产生 的 场 。 它 告诉 我 们 “空间 "的 特征 如 何 因 带 电 物 质 的 存在 而 
改变 ,对 于 重力 的 情况 ,这 种 变化 是 由 定律 (1) 完 成 的 。 另 外 ,还 有 一 个 关于 粒子 如 何在 给 定 
场 中 运动 的 定律 一 一 d(mv) /dt 一 q(E+vXB)。 对 于 重力 来 说 ,这 是 由 定律 (2) 处 理 的 。 

在 定律 (1) 和 (2) 中 包含 了 关于 爱 因 斯 坦 引力 理论 的 精确 表述 一 一 虽然 你 们 通常 会 发 现 


* 严格 地 说 , 它 仅 仅 是 一 种 局 域 极 大 。 应 该 说 固有 时 比 任何 想 邻 路 径 上 的 固有 时 要 长 。 例 如 ,在 线 地 
球 的 椭 贺 轨道 上 的 固有 时 ,与 一 个 被 发 射 得 很 高 而 下 落 物体 的 弹道 路 径 上 的 固有 时 相 比 ,前 者 不 一 定 
更 长 。 
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它 被 表述 为 更 复杂 的 数学 形式 。 然 而 ,我 们 应 该 做 进一步 的 补充 。 正 如 引力 场 中 的 时 间 标 
度 逐 处 变化 一 样 , 长 度 标 度 也 会 做 同样 的 变化 。 当 你 们 到 处 运动 时 尺 会 改变 其 长 度 。 由 于 
空间 和 时 间 如 此 密切 地 混合 在 一 起 ,因此 随时 间 发 生 的 某 些 事情 ,要 是 不 以 某 种 方式 在 空间 
中 反映 出 来 是 不 可 能 的 。 举 一 个 更 加 简单 的 例子 : 设 你 们 正在 空中 飞 过 地 球 ,从 你 们 的 观点 
来 看 所 谓 时 间 , 在 我 们 看 来 部 分 是 空间 ,所 以 也 必定 存在 空间 方面 的 变化 。 因 物质 存在 而 引 
起 的 是 整个 时 空 的 弯曲 ,这 比 仅仅 在 时 间 范围 内 的 变化 更 加 复杂 。 然 而 ,只 要 清楚 知道 关于 
空间 弯曲 的 这 个 规则 不 仅 从 一 个 人 的 观点 来 看 是 适用 的 ,而 且 对 每 个 人 来 说 也 是 正确 的 , 那 
么 在 式 (42. 3) 中 给 出 的 规则 足以 完全 确定 所 有 的 引力 定律 。 当 某 人 从 一 个 质量 较 大 的 物质 
旁 飞 过 时 ,他 会 看 到 不 同 的 质量 值 ,这 是 由 于 他 对 从 旁边 通过 他 的 该 物质 计算 动能 引起 的 ， 
而 他 必须 把 与 该 能 量 相对 应 的 质量 包括 进去 。 必 须 把 理论 安排 得 使 每 个 人 一 不 论 他 如 何 
运动 一 当 他 接近 一 个 星球 时 ,会 发 现 傅 半径 等 于 G/(3c*) 乘 上 星球 包含 的 总 质量 [或 者 ， 
更 好 地 讲 是 GA3c') 乘 星球 包含 的 总 能 量 值 ]。 这 个 定律 一 定律 (1) 一 一 在 任何 运动 系统 
内 都 应 该 是 正确 的 ,这 是 伟大 的 引力 定律 之 一 , 称 为 爱 因 斯 坦 场 方程 。 另 一 个 伟大 定律 是 定 
律 (2) 一 物体 必须 这 样 运动 ,使 得 固有 时 为 极 大 一 一 这 被 称 为 爱 因 斯 坦 运 动 方程。 

把 这 两 个 定律 写成 一 个 完整 的 代数 式 ,把 它们 与 牛顿 定律 进行 比较 ,或 者 把 它们 与 电动 
力学 联系 起 来 ,在 数学 上 是 很 困难 的 。 但 它 是 今天 我 们 所 看 到 的 关于 引力 物理 方面 最 完整 
的 定律 的 样式 。 

虽然 对 于 所 考虑 的 简单 例子 ,它们 给 出 与 牛顿 力学 相 一 致 的 结果 ,但 它们 并 不 始终 相 
符 。 首 先 由 爱 因 斯 坦 导出 的 三 个 差异 已 经 在 实验 上 得 到 了 证 实 :水 星 轨道 并 不 是 固定 的 
椭 贺 ; 光 通过 太阳 附近 时 发 生 的 偏 折 是 我 们 原来 认为 的 大 小 的 两 倍 ; 钟 的 快慢 取决 于 它 
们 在 引力 场 中 的 位 置 。 每 当 爱 因 斯 坦 的 预言 与 牛顿 力学 的 概念 不 同时 ,大 自然 选择 的 总 
是 爱 因 斯 坦 。 

让 我 们 把 已 说 过 的 每 件 事 以 下 述 方式 做 一 小 结 。 首 先 ,时 间 和 距离 的 量 值 决定 于 你 测 
量 它 时 在 空间 的 位 置 和 时 间 , 这 与 时 空 是 弯曲 的 表述 等 价 。 根 据 测 得 的 一 个 球体 的 表面 积 
就 可 以 确定 预期 半径 , 即 VA7C4x), 但 实际 的 测量 半径 将 有 一 个 超过 这 半径 的 逾 , 逾 半径 正 
比 于 (比例 常数 为 Ge ) 球 内 部 所 包含 的 总 质量 。 这 个 逾 半径 确定 了 时 空 曲率 的 恰当 度数 。 
不 论 谁 在 观察 物质 ,也 不 论 物质 在 如 何 运动 ,曲率 必定 是 相同 的 。 第 二 ,在 这 种 弯曲 的 时 空 
中 ,粒子 沿 “ 直 线 "(最 大 固有 时 轨道 ) 运 动 。 这 就 是 引力 定律 的 爱 因 斯 坦 公式 的 内 容 。 
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庞 加 莱 应 力 
刷 形 放电 
表面 张力 
取向 极 化 
取向 磁 矩 
变 分 学 (法 ) 
定常 流 

经 典 电子 半径 
单 胞 

单 斜 晶 胞 
“奇异 "粒子 
拉 梅 弹性 常数 
拉 莫 尔 频率 


Coulomb's law 42, 61 

Couette flow 576 

McCullough 11 

Maxwell, J. C. 
230 

Maxwell's equations 
41, 66, 230, 435 


volume strain 524 


9, 12, 62, 


13, 21, 


volume stress 525 
bulk modulus 525 
Young's modulus 523 
tensor field 429 
equation of motion 553 
field momentum of moving 
charge 382 

Dirac, P. 13, 388 
Minkowski space 430 
strain 523 

strain tensor 429, 536 
stress 523 

stress tensor 426 


circulation 6, 35 
van de Graaff generator 65 


Nye, J.F. 416 

Poynting, J. 370 

Poisson's ratio 523 
Poincare's stress 385 

brush discharge 119 
surface tension 150 
orientation polarization 135 
oriented magnetic moment 479 
calculus of variations 246 
steady flow 557 

classical electron radius 384 
unit cell 141 

monoclinic cell 413 
“strange” particles 102 
Lamé elastic constants 541 
Larmor frequency 470 


拉 莫 尔 定理 
拉 普 拉 斯 方程 
拉 普 拉 斯 算 符 
拉 比 分 子 束 法 


波 包 

波导 

波 ( 动 ) 方 程 

坡 莫 合 金 (高 导 
磁 合金 ) 
法 拉 第 ,M. 

法 拉 第 感应 定律 
空 腔 共振 器 

线 电荷 

线 积分 

质子 自 旋 

固体 物理 学 

居 里 -外 斯 定律 
居 里 定律 

居 里 温度 

欧 拉 力 


九 画 


面 电荷 
威 耳 逊 ,C. T. R. 
胡 克 定律 

顺 磁性 

杨 极 的 静电 场 
点 电荷 

点 电荷 的 ( 电 ) 场 
能 量 

点 电荷 的 静电 能 


洛 伦 兹 力 

洛 伦 兹 公式 
洛 伦 兹 规范 
洛 伦 兹 变换 


洛 伦 兹 条 件 
派 因 斯 
玻 尔 ,N. 
玻 尔 磁 子 





Larmor's theorem 470 
Laplace equation 83 
Laplace operator 24, 66 
Rabi molecular-beam method 
479 
wave packet I-176 
waveguides 326 
wave equation 239 


Permalloy 518 


Faraday, M. 122 
Faraday's law of induction 214 
cavity resonator 312 
line charge 57 

line integral 27 
proton spin 101 
solid-state physics 101 
Curie Weiss law 142 
Curie law 136 

Curie temperature 504 
Euler force 534 


sheet of charge 58 

Wilson, C. T.R. 118 

Hooke's law 522 

paramagnetism 464, 476 

electrostatic field of a grid 93 

point charge 107 

field energy of point charge 
381 

electrostatic energy of a point 
charge 107 

Lorentz force 159, 199 

Lorentz formula 287 

Lorentz gauge 241 

Lorentz transformation 
353 

Lorentz condition ”350 

Pines 90 

Bohr, N. 57 

Bohr magneton 475 


341， 





玻 因 

带电 导体 
带电 面 

带电 球体 ( 充 ) 
标 (点 ) 积 

标 积 

标量 场 

用 相对 论 符号 表 
示 的 电动 力学 
相对 磁 导 率 

复 变 函数 

费 思 曼 ,R. 

施 特 思 - 格 拉 赫 
实验 

恒定 电流 的 磁场 


绝热 退 磁 
绝缘 体 
哈密 顿 第 一 主 函 
数 

退 磁 


十 画 


莱 索 福 
泰勒 展开 
格拉 赫 

胶 态 粒子 
朗 德 g 因子 
被 动 (性 电路 ) 元 
件 
涡 ( 电 ) 流 
涡 线 

涡 度 

流体 动力 学 
流体 流动 
流体 静 力学 
流 线 

通 量 

通 量 法 则 
透射 波 
速度 势 

高 电压 击 穿 





Born, M. 383 

charged conductor 96 
charged sheet 59 
sphere of charge 60 

dot product 17, 343 

scalar product 343 

scalar field 14 

relativistic notation electrody- 
namics 341 

relative permeability 498 
complex variable 84 
Feynman, R. 391 
Stern-Gerlach experiment 478 


magnetic field of steady currents 
162 

adiabatic demagnetization 485 

2, 122 

Hamilton's first principal func- 
tion 251 


demagnetization 485 


insulator 


Retherfond 62 
Taylor expansion 73 
Gerlach 478 
colloidal particles 90 
Landé g-factor 467 


passive circuit element 294 


eddy current 206 
vortex lines 563 
vorticity 556 
hydrodynamics 554 
fluid flow 154 
hydrostatics 552 
streamlines 557 

flux 48 

flux rule 215 
transmitted waves 455 
velocity potential 154 
high-voltage breakdown 80 
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高 斯 面 
高 斯 ,K. 
高 斯 定律 
高 斯 定理 
热力 学 
热 释 电 
热传导 
热 导 率 


热 扩散 方程 
热流 

原子 电流 

原子 轨道 
原子 极 化 率 
原子 磁体 的 进 动 


铁 电 性 

铁 氧 体 \ 铁 素 体 
铁 磁性 
铁 磁 绝缘 体 
核 g 因 子 

核 (内 ) 的 静电 能 


核 的 互 作用 
核磁 共振 
能 流 

能 量 

能 量 守恒 

能 量 密度 
离子 极 化 率 
离子 晶体 的 静电 


剪 切 波 
基 尔 堆 夫 法 则 





Gaussian surface 122 

Gauss, K. 32, 202 

Gauss' law 55 

Gauss’ theorem 31, 51 

thermodynamics 510 

Pyroelectricity 141 

heat conduction 33 

thermal conductivity 21, 146, 
148 

heat diffusion equation 35 

heat flow 21, 146 

atomic currents 163 

atomic orbits 8 

atomic polarizability 434 

Precession of atomic magnets 
467 

ferroelectricity 141 

ferrite 519 

ferromagnetism 464, 489, 507 

ferromagnetic insulators 519 

nuclear g-factor 467 

electrostatic energy in nuclei 
101 

nuclear interaction 101 

nuclear magnetic resonance 486 

energy flux 369 

energy 302 

conservation of energy 369 

energy density 370 

ionic polarizability 141 

electrostatic energy of ionic 
crystal 99 

ionic bond 407 


alnico V 517 

spherical waves 270, 276 
dipole 280 

dipole potential 70 
dipole moment 72 
shear wave 527 
Kirchhoff's laws 297 





弹性 材料 
弹性 张 量 
弹性 

弹性 常量 ( 数 ) 
县 ( 禹 ) 梁 


十 二 画 


“ 湿 " 水 

富兰克林 ,B. 

琥珀 

趋 肤 深度 

滑 移 位 错 

量子 化 磁 态 

晶体 

晶体 的 内 里 几何 

晶 格 

等 势 面 

等 离子 体 振荡 

等 离子 体 频率 

等 效 电流 ,等 效 
电路 

等 温 线 

等 温 面 

伟 里 叶 定理 

博 姆 

博 普 

惠 勒 

超 透视 合金 

超脱 性 

普 里 斯 特 利 ,J. 

普 林 顿 

斯 托 克 斯 定理 

斯 涅 耳 定律 

最 小 作用 量 原 


ground state 102 
Geiger 57 

elastica 535 

elastic materials 536 
tensor of elasticity 539 
elasticity 522 
elastic constants 541, 547 
cantilever beam 532 


“wet” water 566 
Franklin, B. 61 

amber 12 

Skin depth 444 

slip dislocation 415 
quantized magnetic states 476 
crystal 405 
geometry of crystal 405 
crystal lattice 408 
equipotential surface 52 
plasma oscillations 88, 444 
plasma frequency 89, 444 
equivalent circuits 300 


isotherm 15 
isothermal surface 15 
Fourier theorem 93 
Bohm 90, 196 

Bopp 389 

Wheeler 389 
supermalloy 498 
unworldliness 352 
Priestly, J. 62 
Plimpton 62 
Stokes’ theorem 36 
Snell's law 448 
principle of least action 243 


divergence 20, 347 


divergence operator 20, 27 


Lenz's rule 205, 465 











照明 
滤波 器 
解 理 面 
零 旋 度 
零散 度 
感 生 电 流 
感应 
感应 定律 
瑞 利 波 
像 电荷 
释 加 

重 加 原理 
雷诺 数 


十 四 画 


截止 频率 

赫 斯 

静电 

静电 方程 组 
静电 场 
静电 场 中 的 能 量 
静电 学 

静电 势 
静电 势 方程 组 


静电 能 
静电 透镜 
静 磁 
磁力 
磁化 电流 
磁化 场 
磁化 率 
磁石 


illumination 156 
filter 305 

cleavage plane 406 
38, 39 


zero divergence 38, 39 


zero curl 


induced currents 201 
induction 213 

laws of induction 213 
Rayleigh waves 530 

image charge 77 
superposition 171 
principle of superposition 3, 42 
Reynolds' number 570 


cutoff frequency 331 

Hess 110 

Statics 41 

electrostatic equations 127 
field 55, 83 

ic field 104 






electrotati 


energy in electrot 





electrostatics 41 


electro: 





tic potential 66 

equations of electrostatic poten- 
tial 66 

electrostatic energy 95 

electrostatic lens 397 

41, 159 

magnetic force 2, 159, 161 


magnetostatics 


magnetization currents 489 
magnetizing fields 496 
magnetic susceptibility 483 


lodestone 12 








磁场 
磁场 的 相对 性 
磁 导 率 

碰 共 振 

磁性 材料 

磁 灌 回 线 

磁 浇 回 线 (路 ) 
磁 矩 

磁 能 
磁 致 伸缩 

磁 透 镜 

磁 偶 极 子 
磁 偶 极 矩 
磁 卫 


十 五 画 


耦合 
耦合 系数 
德 拜 长 度 


十 六 画 


激发 态 
醉 定 户 方 程 
整流 器 
壁 能 


十 七 画 


螺 线 管 
螺旋 位 错 
黏 性 ,黏度 
黏 性 系数 
黏 性 流动 
X 射线 衍射 
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magnetic field 2, 3, 4, 159, 173 
relativity of magnetic field 165 
permeability 498 

magnetic resonance 476 
magnetic materials 507 
hysteresis curve 512 
hysteresis loop 497 

magnetic moments 466, 477 
magnetic energy 225 
magnetostriction = 513 
magnetic lens 398 

magnetic diploe 180 

magnetic diploe moment 181 
domain 513 


coupling 227 
coefficient of coupling 227 
Debye length 92 


excited state 102 
Schrodinger equation 196 
rectifier 307 

wall energy 512 


solenoid 164 

screw dislocation 415 
viscosity 566 

coefficient of viscosity 567 
viscous flow 569 

X ray diffraction 406 


单位 符号 
bar 
Cal 
cal 
dyn 
f, fa, fathom 
fermi(fm) 
ft 
G,Gs 
gal 


附 录 


本 书 涉及 的 非法 定 计量 单位 换算 关系 表 


单位 名 称 物理 量 名 称 


巴 压强 ,压力 
大 卡 热量 

卡 [路 里 ] ”热量 

达 因 力 

英 寻 长 度 

费 米 ( 核 距离 ) 长 度 
英尺 长 度 

高 斯 磁 通 量 密度 ,磁感应 强度 
加 仓 容积 

英寸 长 度 

磅 质量 

光 年 长 度 

英里 长 度 


麦克 斯 书 。 磁 通 量 
奥 斯 特 磁场 强度 


益 司 质量 
夸 脱 容积 


wy 


北航 


C1643952 


换算 系数 

1 bar = 10 Pa 
1 Cal = 1 kcal 
1cal = 4.186 8]J 
ldyn= 105N 
1f=2yd=1.8288m 
lfermi= 1fm= 10"m 
1ft= 3.048 X10 m 
1Gs=10"T 
1gal(UK) = 3.785 43 工 
lin = 2. 54 cm 
llb = 0.453 592 kg 
ll.y. 一 9.460 53 X 105 m 
1 mi = 1. 609 34 km 
1Mx = 10* Wb 
1 Oe=1 Gb /em=(1 000 /4n)A /m 

= 79.5775 A/m 
10z= 28.349523g 
1 qt(UK) = 1.136 52 dm 


